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Abstract

The Pattern Minimization Problem is a combinatorial optimization problem that consists
in finding the cutting plan with the minimum number of different patterns. The problem
has been mainly solved using heuristics. There are very few exact resolution approaches
described in the literature. In this paper, we present results for a new and fast lower
bound based on a Constraint Programming model that allows to handle efficiently the
most complex constraints of the problem. The preliminary results obtained from a set of
instances from the literature show that the computational times necessary to obtain the
lower bound are very small. In some cases, our lower bound is even stronger than the
continuous bound obtained through the best column generation model described so far.

Resumo

O Problema de Minimizacao de Padrées ¢ um problema de optimizacdo combinatéria que
consiste em determinar o plano de corte com o menor numero de padrdes diferentes. Esse
problema tem sido essencialmente abordado através de procedimentos heuristicos, sendo
muito poucas as contribuicoes descritas na literatura relativas a abordagens de resolucao
exacta. Neste artigo, apresentamos resultados preliminares para um novo limite inferior
que € calculado em tempos computacionais que superam outras abordagens ao nivel do
estado-da-arte. Para calcular o limite, usamos um modelo de Programacao por Restricoes
que incorpora de forma eficiente as restricbes mais complexas do Problema de Minimizacao
de Padroes. Os resultados que obtivemos em instancias da literatura mostram que o limite
inferior é obtido em tempos computacionais muito reduzidos. Em alguns casos, € mesmo
mais forte que o limite continuo obtido através do melhor modelo de geracdo de colunas
descrito até agora.
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1 Introducao

Neste artigo, abordamos o Problema de Minimizacao de Padroes (PMP) unidimensional, que
segundo a tipologia proposta por Wascher et al. (2007) para problemas de corte e empacota-
mento, pode ser caracterizado como um problema 1D-SSSCSP (one-dimensional single stock
size cutting stock problem). O objectivo do problema é reduzir o niimero de padroes de corte
diferentes usados num determinado plano. O problema ¢é definido através de um conjunto
de m itens de tamanhos w; e procuras b;, i € {1,...,m}. Os itens devem ser cortados a partir
de rolos de comprimento W. Sempre que um novo padrao de corte € iniciado, € necessario
acertar as facas da maquina de corte numa operacao dita de setup. Essa operacao leva
tempo, e pode gerar desperdicios por ser necessario testar o posicionamento das facas real-
izando experiéncias com a matéria-prima disponivel. Em contexto industrial, a reducao do
numero de padroes diferentes é relevante no sentido em que contribui para a minimizacao
quer dos tempos de operacao quer dos custos relativos a materiais.

O PMP é um problema NP-dificil (McDiarmid (1999)). A maioria dos métodos de resolucao
descritos na literatura baseia-se em heuristicas, sendo poucas as publicacdes que apresen-
tam resultados de métodos de resolucédo exacta ou limites inferiores. Todas as abordagens
apresentadas, tanto heuristicas como exactas, assentam numa de duas possiveis aborda-
gens. Numa delas, o problema de minimizacdao de padrodes € resolvido num unico estagio
em conjunto com o problema de corte. Nesses casos, procura-se o melhor equilibrio entre o
desperdicio e o numero de padroes diferentes. Outra abordagem consiste em assumir que
nao é possivel utilizar mais do que um dado ntumero de rolos (geralmente o ntiumero de rolos
correspondente a solucao 6ptima do problema de corte standard), e a partir dai encontrar
a solucao com o numero minimo de padroes diferentes. Neste artigo, consideramos esta
ultima abordagem.

Haessler (1975) apresenta uma heuristica sequencial onde sao favorecidos os padroes
com desperdicios pequenos e elevados niveis de utilizacdo. A heuristica procura solucgoes
onde os niveis de desperdicio e o niumero de padroes distintos sejam equilibrados.

Teghem et al. (1995) analisam um problema real da industria editorial no qual se con-
sidera a producao de capas de livros. Os autores formulam o problema como um PMP, e
resolvem-no usando um método de arrefecimento simulado. Chen et al. (1996) propdem
também um algoritmo de arrefecimento simulado para a resolucdo do problema de corte
standard cuja funcao objectivo considera custos de materiais e de setups.

Diegel et al. (1993) apresentam um método heuristico que combina dois padrodes difer-
entes num unico padrdao, mantendo o niimero de rolos usados. Este conceito foi general-
izado por Foerster e Wascher (2000) para combinacoes de p padroes diferentes em ¢ padroes
diferentes, considerando apenas combinacdes de p para (p — 1) e limitando p a 4. Foerster e
Waéscher propoem uma classe de métodos designada por KOMBI. Cada uma dessas classes
define um modo e uma sequéncia para combinar os diferentes padroes. Os autores apre-
sentam testes computacionais para as classes KOMBI23 (combinacoes de 2 para 1 e 3 para
2) e KOMBI234 (combinacoes de 2 para 1, 3 para 2 e 4 para 3).

Umetani et al. (2003) descrevem uma meta-heuristica para o PMP. Os autores tentam
encontrar o menor numero possivel de padroes distintos fixando iterativamente esse valor e
tentando encontrar uma solucao para o problema de corte standard correspondente. Para
esse efeito, os autores recorrem a métodos de pesquisa local, algoritmos de geracao de
padroes adaptativos e a uma heuristica baseada no método nao-linear de Gauss-Seidel.

Yanasse e Limeira (2006) propéoem um método hibrido para o PMP que ¢ independente da
sua dimensao. O método pode ser decomposto em trés fases. Numa primeira fase, recorre-se
a técnica RPET (Repeated Pattern Exhaustion Technique) para encontrar um conjunto con-
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veniente de padroes de corte. Numa segunda fase, resolve-se um problema de corte residual
a partir do conjunto dos itens que nao foram considerados na primeira fase. Finalmente,
na terceira fase, sdo aplicadas ao conjunto de padrdes gerados nas duas primeiras fases,
técnicas de reducao descritas na literatura.

A primeira abordagem exacta para o PMP foi proposta por Vanderbeck (2000). Nesse
artigo, o autor descreve um algoritmo de particao e geracao de colunas com cortes baseado
num modelo de geracdo de colunas em que as variaveis estao associadas a padrdes com
uma determinada multiplicidade. A geracdo dinamica de colunas implica a resolucao de
subproblemas de programacao inteira quadratica. O autor contorna essas nao-linearidades
resolvendo um conjunto de problemas de mochila com limites, um para cada valor possivel
de multiplicidade. Para reforcar o modelo, o autor recorre a uma familia de planos de corte
baseada em funcoes superaditivas. Num estudo posterior, Clautiaux et al. (2008) provaram
que algumas das funcdes de Vanderbeck ndao sao maximais, podendo ser dominadas por
outras funcoes superaditivas.

A abordagem proposta por Vanderbeck foi melhorada recentemente por Alves e Carvalho
(2008). Nesse artigo, os autores propdéem um novo algoritmo de particao e geracido de colu-
nas com cortes para o PMP. A regra de particao do algoritmo baseia-se nas variaveis de um
modelo de fluxos em arcos, equivalente ao modelo original, que permite eliminar a simetria
na arvore de pesquisa. Os autores descrevem também varias formas de melhorar o modelo
de geracao de colunas proposto por Vanderbeck (2000). Os autores apresentam diversos
resultados ligados ao uso de funcdes duais validas para a geracao de cortes. As funcoes que
usam foram descritas por Fekete e Schepers (2001). Os autores fazem também a prova de
que os cortes gerados por estas funcoées sao equivalentes ou dominam a funcao superaditiva
usada por Vanderbeck.

Belov (2003) descreve um algoritmo de particao e geracao de colunas para o PMP baseado
numa extensao do modelo de Gilmore e Gomory (1961) para o problema de corte, onde se
considera uma funcao objectivo com custos de setup e de materiais. Para lidar com o enorme
numero de restricoes, o autor simplifica o modelo, transformando-o num modelo nao-linear,
que lineariza por aproximacao. Com esse método, Belov resolve apenas 7 das 16 instancias
usadas por Vanderbeck, mas obtém, em média, melhores resultados que o KOMBI234 de
Foerster e Wascher (2000), em testes com 12 classes de instancias.

Aloisio et al. (2008) abordam o PMP para o caso especial em que no maximo dois itens
podem ser cortados a partir do mesmo rolo. Os autores apresentam duas formulacées para
o problema, e derivam diferentes resultados ligados a existéncia de solucoes.

Neste artigo, descrevemos uma nova familia de limites inferiores para o PMP. Esse limite
€ obtido resolvendo uma sequéncia de problemas de satisfacdo de restricées. Adicional-
mente, apresentamos novas restricoes validas para o problema. As experiéncias computa-
cionais que foram conduzidas baseiam-se em instancias da literatura usadas em todas as
publicacdes que descrevem abordagens exactas de resolucao. Os resultados preliminares
que obtivemos mostram que esse limite pode ser mais forte que o limite continuo do modelo
de geracao de colunas de Vanderbeck (2000), e € obtido em tempos computacionais muito
reduzidos.

O paradigma da Programacao por Restricoes tem sido usado com sucesso para resolver
alguns problemas de optimizacao combinatéria (Hooker (2006), Fahle et al.(2002)). Os mod-
elos de Programacao por Restricoes sao mais expressivos que os modelos de Programacao
Matematica. Permitem representar mais facilmente restricdes dificeis do tipo nao-linear, ou
restricoes logicas, por exemplo. A forma como tira partido das restri¢coes € outra das grandes
forcas dessa técnica. As restricoes sdao usadas de forma activa num processo de deducao
que conduz a reduzir o dominio das variaveis e detectar inconsisténcias. Os problemas
associados sdo problemas de satisfacdo de restricoes nos quais se procura determinar se
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existe pelo menos uma solucéao que satisfaca todas as restricoes do modelo. Recentemente,
muitos esforcos tém sido feitos no sentido de aproveitar a complementaridade que existe
entre o paradigma de Programacao por Restricoes e a Programacao Inteira ( Milano (2004)).

A estrutura do artigo € a seguinte. Dado que comparamos os nossos resultados com
contribuicoes recentes baseadas em modelos de Programacao Inteira, comecamos na Sec¢ao
2 por introduzir alguns desses modelos, nomeadamente um modelo nao-linear compacto e
um modelo de geracdo de colunas. Na Seccao 3, apresentamos o modelo de Programacao
por Restricoes no qual se baseia o calculo dos limites inferiores para o PMP, e introduzi-
mos também novas familias de restricées validas. O procedimento seguido para o calculo
dos limites inferiores é introduzido na Seccédo 3.3. Na Seccao 4, descrevemos os resultados
computacionais obtidos em instancias reais da literatura. As conclusdes finais sdo apresen-
tadas na Seccao 5.

2 Modelos de Programacao Inteira

Neste artigo, abordamos o PMP a uma dimensao. Assumimos que apenas zcgsp rolos podem
ser usados, sendo esse valor igual ao numero minimo de rolos necessarios para cortar
todos os itens. Esse valor pode ser calculado resolvendo o problema de corte standard
correspondente. As procuras de cada item devem ser satisfeitas exactamente. Consideramos
ainda que os itens estdo ordenados por ordem decrescente dos seus tamanhos.

Sejam z e z um limite inferior e superior para o numero de padrdes diferentes, respecti-
vamente. O primeiro desses limites pode ser obtido resolvendo um problema de empacota-
mento com os mesmos itens que o PMP e todas as procuras iguais a 1. O limite superior
pode ser obtido através da solucao 6ptima do problema de corte standard correspondente.

2.1 Modelo compacto nao-linear

Vanderbeck (2000) define pela primeira vez uma formulagdo compacta e nao-linear para o
PMP. O modelo é definido através de variaveis de afectacao dos itens aos rolos, e de variaveis
que determinam o numero de vezes que um dado padrao € usado. Além de ser nao-linear, o
modelo tem também um alto grau de simetria. A sua definicdo é a que segue.

ZCSP

min Y 2.1)
k=1
ZCSPpP
s.a Z 2Tk = by, i=1,...,m, (2.2)
k=1
zosp
Z Zr < Zosp, 2.3
k=1
2k < zospYk, k=1,...,zcspP, (2.4)
m
D wiwi < Wyk, k=1,..., 205p, (2.5)
i1
IikeN,i:L...,m,]C:L...,ZCSP7 (26)
ye €{0,1}, k=1,...,zcsp, (2.7)

2k GN, k:17~~-7zC’SP- (28]
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As variaveis z;;, representam o numero de vezes que um item i € considerado no padrao k.
O numero de vezes que um padrao k € repetido € representado pela variavel z;, enquanto
as variaveis binarias y; traduzem o facto desse padrao estar ou nao presente na solucao.
A funcéao objectivo (2.1) consiste na minimizacao da soma dessas ultimas variaveis, i.e. do
numero de padrdes diferentes que sdo efectivamente usados. As restricoes (2.2) garantem
que a procura de cada item é satisfeita exactamente. Essas restricoes sao nao-lineares. A
restricao (2.3) define um limite superior para o numero de rolos que podem ser usados. As
restricoes (2.5) garantem que o tamanho total dos itens nao excede o tamanho W do rolo a
partir do qual irao ser cortados. Essas restri¢coes sao restricoes de mochila.

2.2 Modelo de geracao de colunas de Vanderbeck (2000)

Vanderbeck (2000) descreve um modelo de geracao de colunas que resulta de uma decomposicao

de Dantzig-Wolfe do modelo compacto (2.1)-(2.8), no qual se dualizam as restricoes (2.2) e

(2.3). No problema mestre (2.9)-(2.12), cada coluna representa um padriao de corte ad-

missivel, associado a uma possivel multiplicidade n € {1,...,n™*}, com n™** = min {zcgp — z + 1, max; b;}.

min Z Z Nk, (2.9

keK n=1
Ug
s.a Z Znaik)\kn =b;, 1=1,...,m, (2.10)
ke K n=1
U
Z Z nAgn < Zosp, (2.11)
ke K n=1
Min €{0,1}, ke K.n=1,...,u. (2.12)

As variaveis binarias )\, tomam o valor 1 se um padrao k£ com multiplicidade n é usado e
0, caso contrario. Os coeficientes a;; representam o numero de itens i presentes no padrao

abk J representa um limite superior para o valor da multiplici-

k. O parametro uy = rlnin {

dade do padrao k. Uma melhoria para este limite € proposta em Alves e Carvalho (2008).
Designando por lcsp o desperdicio total associado a solucao 6ptima do problema de corte
correspondente, os autores propuseram o seguinte valor para wuy:

Up = min{ min {EJ , {#J}
i=1,....m | Q;f W — Zi:l W;iQik

Como o modelo implica a enumeracao de um numero exponencial de colunas (variaveis
binarias associadas aos padroées), a melhor forma de o resolver passara necessariamente por
uma enumeracao implicita e uma geracao dinamica dos subconjunto de colunas necessarias.
O subproblema de geracao de colunas que resulta da decomposicdo € um problema de
mochila quadratico. O modelo (2.13)-(2.16) representa esse subproblema. As variaveis du-
ais associadas a restricoes (2.10) e (2.11) sao representadas respectivamente por 7 € p.

max n <Z T + p) (2.13)

i=1
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m

s.a Zw1$1 <Ww, (2.14)
i=1

nr; <b,i=1,...,m, (2.15)

ne{l,...,n"**} 2, >0 and integer, i =1,...,m. (2.16)

Para contornar a nao-linearidade do subproblema, Vanderbeck resolve uma sequéncia
de problemas lineares que sao obtidos fixando o valor da multiplicidade. No pior caso, por
cada iteracao do método de geracao de colunas, € resolvido um problema de mochila por
cada valor possivel de n. Vanderbeck (2000) mostra que em muitos casos a solucao 6ptima
do subproblema permanece 6ptimo para varios valores sucessivos de n, 0 que permite que
sejam resolvidos menos problemas. Alves e Carvalho (2008) mostram que a adi¢cao de uma
restricao ao limite total de desperdicio introduzida no subproblema permite reduzir ainda
mais o namero de subproblemas que tém de ser resolvidos. Além disso, a restricao permite
também aumentar o valor do limite inferior obtido com a relaxacao linear do modelo.

3 Um modelo de Programacao por Restricoes

Nesta Seccao, descrevemos o modelo de Programacao por Restricdes no qual se baseia o
novo limite inferior. O principio subjacente ao nosso modelo assenta numa perspectiva
diferente do problema. A questdo que se coloca estd em determinar o nimero minimo de
multiplicidades de padroes que garante que todas as procuras de itens possam ser satis-
feitas exactamente. Dito de outra forma, quaisquer que sejam os padrdes escolhidos, as
procuras dos itens deverao poder ser expressas como combinacoes lineares das respecti-
vas multiplicidades. Sendo as multiplicidades dos padroes incognitas do problema, essas
condicdes sdo expressas na forma de restricdes nao-lineares. E o que acontece por exemplo
no modelo (2.1)-(2.8) com as restricoes (2.2). Nesta Seccao, descrevemos formas de reduzir
a dimensao do modelo. Introduzimos também uma nova familia de restricoes validas para o
problema.

3.1 Formulacao

O modelo de Programacao por Restri¢coes que iremos descrever nesta Seccao pode ser visto
como uma relaxacao do modelo (2.1)-(2.8) com restri¢coes adicionais, no qual se consideram
de forma particular as restricoes (2.2) e (2.3). O facto de se considerarem isoladamente essas
restricoes permite efectuar um conjunto de simplificacdes que contribuem para a reducao
da dimensao do modelo. A Programacao por Restricoes permite-nos aqui lidar com um
conjunto de restricoes complexas. Vanderbeck (2000) contorna as nao-linearidades enu-
merando todos os possiveis valores das multiplicidades. Essa estratégia tem implicacoes
directas na dimensao do modelo, e no tempo necessario para resolver, por exemplo, o sub-
problema de geracao de colunas.

Como vimos atras, a multiplicidade de um padrao representa o numero de vezes que esse
padrao é repetido. Seja X um vector de variaveis que representam multiplicidades, sendo
Xj,j=1,...,%Z, ovalor da j-ésima multiplicidade em X. O vector X representa o conjunto de
multiplicidades usadas numa solucao do PMP. As variaveis de X poderao ter valores iguais.
Impomos que | X| = z. Consideramos ainda que as multiplicidades que pertencem a X estao
ordenadas por ordem crescente a excepcao das ultimas que poderao ter o valor O, se menos
do que 7z multiplicidades forem efectivamente usadas. Com este esquema, sabemos que X;
sera a multiplicidade de menor valor da solucao, X, a segunda menor, e assim em diante.
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Por outro lado, se para um determinado valor de k se verifica X, # 0 e X;y; = 0, entdo
a solucao representada por X usara exactamente k& multiplicidades (padroes diferentes),
sendo X;, a multiplicidade de maior valor. Temos assim que:

XjSXj+1\/Xj+1:O7 j=1...,Z2—-1,
Xj:0:>Xj+1:O, j=1....z—1.

As restricoes seguintes determinam que a combinacao X de multiplicidades deve ser
tal que a procura de cada item possa ser expressa como uma combinacao linear dos X
correspondentes, j=1,...,%:

D ApXj=bi,i=1,...,m. (3.17)
j=1

As variaveis A;; sao variaveis inteiras gerais que representam o ntiimero de vezes que uma
multiplicidade j; deve ser usada de forma a poder ser recuperado o valor da procura b;.
Um limite superior valido para as variaveis A;; € dado por {%J Vj. As restricoes (3.17)
podem ser associadas as restricées de procura (2.2), enquanto as variaveis A;; podem ser
interpretadas como sendo o numero de vezes que um item i € considerado num padrao j de
multiplicidade X;. De notar contudo que nos relaxamos as restricoes de mochila do modelo
(2.1)-(2.8), que sao as restricoes que condicionam mais significativamente o modo como
podem ser afectados os itens aos rolos. Isso permite-nos concentrar na relacdo entre as
procuras dos itens e as multiplicidades consideradas numa solucao do PMP, e assim aplicar

diferentes procedimentos para reduzir o namero de restricoes (3.17) e variaveis A;;.

Em primeiro lugar, em situacoes em que haja dois itens com igual procura, s6 precisamos
de considerar em (3.17) o maior item entre todos aqueles que tém a mesma procura. Assu-
mindo que dois itens s e ¢t com w, > w; tém o mesmo valor de procura (bs; = b;), as restricoes
(3.17) para esses dois itens podem ser expressas como segue.

A1 X1+ A2 Xo + A3 X + ...+ Az Xz = bs (3.18)
Athl + AtQXQ + At3X3 + e + Athg = bt (319)

Claramente, dado que A,; < LUEJ < {%J se (3.18) é satisfeita, o mesmo acontecera com
(3.19).

Além disso, em segundo lugar, as procuras de itens que sao iguais a soma de duas
(ou mais) outras procuras podem também ser excluidas das restricoes (3.17) se algumas
condi¢des forem cumpridas. Por exemplo, considerem-se trés itens r, s e ¢ tais que b, = by+b;.
Para esses itens, as restricoes (3.17) consistem no seguinte:

A Xy + AppXo+ A3 Xz + ...+ Az Xz = by, (3.20)
A X1+ Ao Xo+ A3 X3+ ...+ Az Xz = bs, (3.21)
Athl + AtQXQ + Athd +...+ AtEX? - bt' (322]

Wy -

Se {ﬂ > wﬂ + L%J entao qualquer conjunto X que satisfaca (3.21) e (3.22) ira também
satisfazer (3.20). O valor das variaveis A,; pode ser obtido somando A,; com A, Vj. Con-
sequentemente, a restricao (3.20) e as correspondentes variaveis A,; poderao ser removidas
do modelo.

A restricao (2.3) é facilmente expressa no nosso modelo da forma seguinte

z
Z X; < zcsp.
=1
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3.2 Novas familias de cortes

Dado que as procuras devem ser satisfeitas exactamente, e portanto que a sobreproducao
de itens nao € permitida, um item de procura b; s6 podera ser considerado em padroes cujas
multiplicidades sejam menores ou iguais a b;. Sejam r; e p; limites inferiores para o niimero
de rolos e padroes diferentes necessarios para cortar todos os itens de procura inferior ou
igual a b;, respectivamente. Seja ainda m’ o numero de procuras diferentes. Um limite

b;
a b; tém de ser cortados a partir de pelo menos r; rolos. Dado que esses itens so0 podem ser
considerados em padroes de multiplicidade menor ou igual a b;, serao precisos pelo menos

inferior para o valor de p; € dado por [ W . Por definicao, os itens de procura menor ou igual

k——‘ padroes diferentes para os cortar.

Por definicdo, o numero de rolos e padroes diferentes usados no corte de itens de procura
menor ou igual a b; terao de ser maiores que os respectivos limites r; e p,. Essas restricoes
sao expressas no nosso modelo da forma que segue:

min{b; ,n"*"}
n count(X,n) >r;, i=1,...,m/, (3.23)
n=1
min{b;,n™e7}
Z count(X,n) >p;, i=1,...,m. (3.24)
n=1

A expressao count(X,n) representa o numero de elementos de X que sao iguais a n. De
notar que, se essas restricoes sao faceis de adicionar ao nosso modelo de Programacao
por Restricoes, o mesmo ja nao acontece quando as tentamos adicionar ao modelo (2.1)-
(2.8). Considerar essas restricoes nesse modelo implicaria passar para um modelo com
um numero pseudo-polinomial de variaveis e restricdes. Em particular, para formular as
restricoes (3.23) em (2.1)-(2.8), seria necessario adicionar variaveis binarias y;, (uma por
cada multiplicidade n até n%*) que tomariam o valor 1 se o padrao k fosse usado n vezes.
As seguintes restricoes completariam o modelo:

Zk = NYkn, k= 1,...,zcsp, n = 1,...,nmaz,

b;

Znykn > Ty, izla"'vma
n=1

max

yknG{O,l}, k=1,...,zcsp, n=1,...,n

Essas restricoes permitem-nos ainda reduzir o dominio das variaveis X; = {1,...,n™*}.
Por definicdo, o dominio das variaveis X; é tal que X; € [1,n™*], Vj € {1,...,2} e X, €
[0,n™], Vj € {z+1,...,Z}. Por exemplo, dado que os itens com a procura mais baixa s6

poderao ser considerados em padroes com multiplicidade menor ou igual que essa procura,
a primeira multiplicidade X; nunca sera maior que essa procura mais baixa, e assim, temos
que X; < min;—1{b;}. Podemos generalizar esse resultado aos valores de procuras difer-
entes do seguinte modo:

ngbza i:17...,m/7 j:17"'7pi7

sendo m’ o numero de procuras com valores diferentes (m’ < m). Os itens de procura menor
ou igual a b; tém de ser cortados a partir de pelo menos p; padroes diferentes. Isso implica
que as primeiras p; multiplicidades de X, i € {1,...,m’}, tenham de ser sempre menores ou
iguais a b;.
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3.3 Calculo do novo limite inferior para o PMP

Um limite inferior para o PMP pode ser calculado resolvendo um problema de empacota-
mento em que todas as procuras sao iguais a 1, e em que todos os itens e rolos correspondem
aos do problema original. Seja [b o valor desse limite. O valor desse limite pode ser melho-
rado recorrendo ao modelo de Programacao por Restri¢ées descrito na Seccao anterior. Para
esse efeito, € resolvida uma sequéncia de problemas de satisfacao de restricées conforme
passamos a descrever. Comecamos por resolver um problema de satisfacdo de restricoes
definido a partir do nosso modelo, e ao qual se adiciona a restricdo X;;,;1 = 0. Resolver esse
problema corresponde a perguntar se é possivel satisfazer todas as restricoes do modelo de
Programacao por Restricoes com um maximo de /b multiplicidades. Se o problema nao tiver
solucao, o limite inferior é incrementado de uma unidade, e o processo € repetido. Quando o
problema de satisfacao de restricoes tem finalmente solucao, o procedimento termina sendo
o novo limite inferior igual ao tltimo valor de [b.

4 Resultados computacionais

Para avaliar a qualidade do limite inferior, foram conduzidas uma série de experiéncias
computacionais num conjunto de instancias reais da literatura. Usamos em particular as
instancias que Vanderbeck (2000) usou . Essas instancias foram também usadas noutras
publicacdes que descrevem abordagens exactas de resolucao (Alves e Carvalho (2008), Belov
(2003)).

Para resolver o nosso modelo de Programacao por Restricoes, usamos o ILOG CP Opti-
mizer 1.0 ( Ilog (2007)). Para resolver o modelo de geracao de colunas (2.9)-(2.12), recorre-
mos a algumas rotinas de optimizacao do CPLEX 10.2 ( Ilog (2006)). Os testes foram todos
conduzidos num PC com um processador Intel Core Duo de 2.20 GHz e 2GB de RAM.

Na Tabela 4, comparamos resultados preliminares obtidos usando um modelo de Programacao
por Restricées com os resultados obtidos com o modelo de geracao de colunas (2.9)-(2.12)
de Vanderbeck. As entradas da tabela representam a seguinte informacao:

Inst. :  nome da instancia;

m :  numero de itens diferentes;

b : valor do limite inferior calculado com base no problema de empacotamento
correspondente;

zac : limite inferior continuo dado pela relaxacao linear de (2.9)-(2.12);

tao : tempo necessario a resolucao da relaxacao linear de (2.9)-(2.12) (em segundos);

lbpr : limite inferior obtido através do modelo de Programacao por Restricoes;

tPr : tempo necessario ao calculo do limite inferior baseado no modelo de Programacao por
Restri¢coes (em segundos);

melhor : um * nessa coluna identifica uma instancia para a qual o limite obtido com o modelo

de Programacao de Restricoes € maior do que aquele que € obtido com o modelo de
geracao de colunas;

igual : as entradas assinaladas com * nessa coluna correspondem as instancias para as quais o
limite obtido com o modelo de Programacao de Restri¢coes € igual ao do modelo de
geracao de colunas.

O tempo médio necessario para calcular o limite inferior através de um modelo de Programacao
por Restricoes € cerca de 8 vezes inferior quando comparado com o modelo de geracao de
colunas de Vanderbeck. Na grande maioria das instancias, o tempo de computacao € signi-
ficativamente menor quando se usa um modelo de Programacao por Restricoes.

Em termos da qualidade do limite inferior, o modelo de Programacao por Restricoes
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Tabela 1: Resultados computacionais para instancias reais (Vanderbeck (2000))

‘ Inst. ‘ m ‘ b ‘ zao tao lbpr tpr melhor igual

1 kT03 7 3 4,77 0.06 5 0.47 *

2 KT05 10 4 5,65 0.61 5 0,19

3 kTO1 5 1 2,1 0,05 2 0,01

4 kTO02 24 13 15,93 0,12 14 0,19

5 kT04 16 6 6,74 1,08 7 0,01 *

6 d16p6 16 6 6,74 1,19 7 0,02 *

7 7pl8 7 2 3,74 0.69 4 0.45 *

8 d33p20 23 5 6,18 2,85 6 0,11

9 12p19 12 2 2,89 4,54 4 0,06 *

10 d43p21 32 7 7,86 39,39 8 0,23 *

11 kTO6 9 1 1,75 18,38 3 0,17 *

12 kTO7 11 2 2,86 11,43 3 0,45 *

13 14p12 14 2 3,75 8,2 4 0,37 *

14 kT09 14 2 3.65 47,18 4 0.87 *

15 11p4 11 1 2,48 21,63 4 3,78 *

16 30p0 26 4 5,51 120,21 6 26,66 *
meédias 17,35 2,13

fornece um limite que é igual ou superior ao limite do modelo de geracao de colunas em
12 das 16 instancias. O limite & superior ao do modelo de geracdo de colunas em 3 ca-
sos. Em todos esses casos, o tempo de computacao € substancialmente reduzido. Em 4
instancias, o limite inferior piora, mas continua a ser calculado em tempo muito reduzido.

5 Conclusoes

O Problema de Minimizacao de Padroes € um problema relevante no dominio dos problemas
de corte e empacotamento. O numero de publicacdes que lhe foram dedicadas atesta essa
realidade. No entanto, muitas das abordagens propostas centram-se em procedimentos
heuristicos sendo poucos os resultados de abordagens de resolucao exacta descritos na
literatura. Neste artigo, contribuimos com um novo limite inferior que supera os resultados
obtidos com um modelo de geracao de colunas ao nivel do estado-da-arte.

O modelo de Programacao por Restricdoes que descrevemos permite tirar partido de um
conjunto de restricoes complexas do problema. Nos modelos de geracao de colunas, essas
restricoes sdo formuladas através da enumeracao de todos os valores possiveis para as
multiplicidades dos padrdes. De acordo com os testes que realizamos, uma abordagem
baseada em Programacao por Restricoes parece adaptar-se muito bem a esse problema. Por
um lado, a qualidade dos limites € melhorada em muitos casos. Em todos eles, o tempo
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necessario para calcular o limite é claramente inferior ao tempo necessario para calcular o
limite continuo do modelo de geracao de colunas.
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