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Abstract

In this paper we present the study and the numerical implementation of the primal-
dual interior-point method for the solution of the convex nonlinear multicommodity
network flow problem. At each iteration of the interior-point method, we solve the
corresponding linear system, expressed by the augmented-indefinite system, using an
indefinite preconditioned conjugate gradient algorithm combined with the AINV
algorithm. We conduct some numerical experiments for networks of different dimensions
and number of products and for some nonlinear costs. The computational results show
the effectiveness of the interior-point method for this class of network problem.

Resumo

Neste trabalho sdo apresentados o estudo e a implementacdo numeérica do método
de pontos interiores primal-dual para o problema néo linear convexo de fluxo em rede
com multiplos produtos. Em cada iteracdo do método de pontos interiores, resolve-se o
correspondente sistema linear, expresso na forma de aumentado indefinido usando o
algoritmo do gradiente conjugado com um pré-condicionador indefinido apropriado
combinado com o algoritmo AINV. Foram realizados alguns testes numéricos para redes
de varias dimensoes e varios produtos, com funcoes de custos nao lineares. Os resultados
computacionais mostram a eficiéncia do método de pontos interiores para o caso de fluxo
em rede para multiplos produtos.
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1 Introducao
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O presente trabalho trata da solucdo numérica de um problema de fluxo em rede, com
varios produtos em circulacao pelo mesmo arco. Considera-se que, de forma geral, o custo
associado a cada arco é uma funcao nao linear e ndo separavel. Ha ainda restricoes de
capacidade para os arcos.

Este problema pode ser representado em um grafo orientado G = (N,E ) em que N é o
conjunto de nés e E o0 conjunto de arcos. O grafo representa uma rede no qual K
produtos diferentes podem ser enviados a partir de certas origens até determinados
destinos. Sera usada a seguinte nomenclatura: bx € o vetor de suprimento/procura para
cada produto k, onde by > O representa o suprimento do produto k no né i, e by < O
representa a procura do produto k no né i. A matriz AeRmxn ¢é a matriz de incidéncia né-
arco do grafo G. O vetor Xx = ( Xxa ), @ € E representa o fluxo do produto k nos arcos da
rede, e X, € R» € o vetor da variavel de folga sendo x = (Xy)x-1,..k. Considera-se que a
matriz A € de posto completo. Caso isso nao aconteca, retira-se qualquer linha dessa
matriz de forma que ela fique de posto completo. Supde-se ainda que a funcao f ¢é de
classe C? (possui segunda derivada continua).

O problema em estudo é apresentado em seguida:

Minimizar f(g) = Y. f,(x) (1)
sujeitoa: Axk=by, k=1,...,K (2)
K
Z XptX, = bmc, (3)
k=1
x,>0,x>0 k=1,.. K 4)

A relacao (1) € a funcao objectivo, a minimizar. A igualdade (2) € a restricao de
conservacao de fluxo na rede enquanto a (3) € conhecida como a restricao de capacidade
sendo by € R . A restricdo (4) expressa o facto de os fluxos serem néo negativos.

Existem poucos trabalhos na literatura relacionados a este tipo de problema. Entre eles
destaca-se o trabalho de Lawphongpanich [2000] que usa uma decomposicdo de Dantzig-
Wolfe. A maioria dos trabalhos neste assunto trata com funcodes nao lineares, mas que
sejam separaveis. Entre eles pode-se citar os trabalhos de Goffin, et al. [1996] e Ouorou,
et al. [2000], onde a optimizacdo € realizada em funcado dos fluxos nos caminhos. O
presente trabalho difere dos citados por fazer a optimizacdo em funcédo dos fluxos nos
arcos.

Outros trabalhos que tratam de problemas relacionados a este foram apresentados por
Babonneau e Vial [2005] que apresentam um método que combina plano de corte com a
idéia do centro analitico. No que diz respeito as aplicacdes, Nagurney [2000] apresenta
diversos modelos de equilibrio para redes de transporte, de telecomunicacdes e de
economia e financas, formulados como um problema de inequacdes variacionais, em que
no caso geral, os custos no arco da rede nao dependem exclusivamente do fluxo nesse
arco. Outras aplicacoes podem ser encontradas no trabalho de Nagurney [2006].

Quando o problema de optimizacao correspondente € formulado em funcao de fluxo nos
arcos, o método tradicional é usar o algoritmo de Frank-Wolfe, ou seu caso melhorado.
Também existe o método alternativo simplicial e de geracdo de colunas, dentre outros.
Para maiores detalhes destes métodos, consultar o trabalho de Migdalas [2006].

Este trabalho é organizado da seguinte forma. Na seccao 2 descreve-se brevemente o
método de pontos interiores primal-dual. Na seccao 3 desenvolve-se uma especializacdo
do método de pontos interiores para o problema ndo linear de fluxo e a formacao do
respectivo sistema aumentado e sua solucdo. Na seccao 4 apresentam-se os resultados
computacionais para redes de diferentes dimensées e um numero variados de produtos
para algumas funcdes de custo néo linear e ndo separaveis. Finalmente na ultima seccdo
sdo apresentadas as conclusoes.
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2 Método de pontos interiores primal-dual

O método de pontos interiores, iniciado pelo algoritmo de programacao linear de
Karmarkar [1984] teve grande sucesso computacional por causa de sua complexidade
polinomial. Este método foi posteriormente aplicado em programacdo ndo linear. As
vantagens deste método adequam-no, principalmente, a resolucdo de problemas de
grande porte. Para uma melhor compreensdo da teoria de fluxo em rede, pode-se
consultar o livro de Ahuja, et al. [1993]. Para a teoria de pontos interiores primal-dual,
analisar o livro de Wright [1997].

Apresenta-se a seguir uma breve descricdo do método de pontos interiores primal-dual
para resolver o seguinte problema de programacao nao linear com restricoes lineares:

Minimizar f(x) (5)
sujeitoa: Ex=b
x>0,

onde x € R4, b € Rr e E € uma matriz, E € Rrxa p < q e de posto completo. Assume-se que
a funcao objectivo f : R4 - R possui segunda derivada continua e conhecem-se a primeira
e segunda derivadas da funcao objectivo.

A funcao de Lagrange associada ao problema (5) é:

L(w) = L( x,y,2z ) = f(x) + (Ex - b)ty -x'z

onde o multiplicador de Lagrange y € RP corresponde as restricoes de igualdades e z € Ra.
corresponde as restricoes de desigualdades. As variaveis x e z sdo denominadas de
variaveis primais, e a variavel y € denominada de variavel dual.

As condicoes necessarias de primeira ordem de optimalidade de Karush-Kuhn-Tucker
(KKT), ver El-Bakry et al. (1996), para a solucdo do problema (5) sdo dadas por:

V _L(w)
Fw) = Ex-b | =0 (6a)
XZe
x>0, z2>0. (6b)
sendo: Vi L(w) = Vif(x) + Bty — 2,

X = diag(x1,X2,-...,Xq),
Z = diag(z1,22,...,2q),
e=(1,1,...,1)t € Ra.

Nesta formulacdo Vx L(w) é o gradiente de L(w), e X expressa a matriz diagonal tendo
como componentes os elementos do vector x. Analogamente, a matriz Z também é
diagonal e os componentes sdo os elementos do vector z. As equacgdes (6a) séo
denominadas condicdes primais, condicoes duais e condicoes de complementaridade,
respectivamente.

O problema (5) pode ser aproximado introduzindo a funcao de barreira ¢, (x), conforme
apresentada no problema de optimizacao (7):

minimizar g, (%) := f(x) - © Y ' In(x,) (7)
sujeitoa Ex=b,

onde p > 0 é denominado o parametro de barreira dado.
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Sabe-se que se p é suficientemente pequeno, o problema (7) é uma aproximacao do
problema original (5), ver Fiacco e McCornick (1968).

Assim, para p > 0, as condicoes de optimalidade de barreira de KKT associadas ao
problema (7) sdo dadas por:

V., L(w)

F (w) = Ex-b | =0 (8a)
XZe — e

x>0, z>0, (8b)

Note-se que se p = 0 e x > 0, z > 0 , entdo as condicoes de KKT para o problema (8)
coincidem com as condi¢cdoes de KKT do problema original (5). Por isso, a escolha do
parametro p tem um papel importante nos métodos de pontos interiores.

O algoritmo primal-dual determina a solucdo para uma sequéncia de problemas de
barreiras (8) o qual da lugar a uma sequéncia de parametros de barreira p de tal modo a
convergir para zero. Assim, o problema de barreira é resolvido para um valor fixo dado p ,
isto €, resolve-se o sistema (8a) usando o método de Newton. Seja essa direccao de
Newton dw = (dx,dy,dw)t, obtida através da linearizacdo do sistema (8a), e definida pela
solucao do sistema de equacoes lineares:

VIL(w) E' -1 dx V _L(w)
E 0 O |dyv| =- Ex—b 9)
Z 0 X dz XZe — e

onde V2 L(w) é a matriz Hessiana de L(w). Neste caso, tem-se V2 L(w) = V2 f(x), sendo
V2 f(x) a matriz Hessian de f(x). Assume-se que a matriz do sistema (9) é ndo singular.
Essa matriz também é conhecida por matriz KKT.

A solucao de um sistema linear deste tipo € necessaria em cada iteracao de um meétodo de
pontos interiores. Este, em termos computacionais, € um passo crucial do método. Esse
sistema linear pode ser representado como um sistema simétrico indefinido, cuja solucéao
pode ser obtida usando o algoritmo do gradiente conjugado com um pré-condicionador
indefinido.

Seja na iteracdo k, dwy = ( dxy dyx, dzx )* solucdo do sistema (9), obtida por algum
processo de resolucao. Em uma nova iteracao, determina-se um novo ponto Wi+ = ( Xk+1,
Yi+1, 2k+1 )t 0 qual é dado por:

X1 = Xk + o dXy
(10)

Vi+1 = Yk + ok dyx

21 = Zx + ok dz,
sendo ax o tamanho de passo determinado por um procedimento apropriado de busca de
linha. Devido a que o sistema de restricdes do problema (5) é linear, usa-se um esquema
similar ao usado em programacéio linear para determinar ou:

Okmax = mMin{ mini{-(xw)i /(Axw)i / (Axx)i<0}, mini -(zw)i/ (Az)i /(Az)i<0f  (11)

ok =B adx, okx=min {okmax, 1} (12)

para B € (0,1) e préoximo de 1.
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Com este novo ponto wy+1, actualiza-se o parametro de barreira p segundo certas regras,
forma-se um novo sistema (9) o qual é resolvido usando qualquer processo de solucéo, e o
processo continua até que um critério de paragem do algoritmo de pontos interiores seja
satisfeito.

O método de pontos interiores primal-dual pode ser descrito da seguinte maneira: Sejam
dados os vectores x € R9, z € Rd tal que (X, z ) > 0 e um parametro de barreira p > O.
Determina-se a direccdo de Newton (dx, dy, dz ) resolvendo o sistema linear equivalente
ao sistema da relacdo (9). Escolhe-se um passo o, actualiza-se um novo ponto usando a
relacdo (10). Finalmente um novo parametro de barreira p > O é determinado e o processo
continua até que um certo critério de paragem do algoritmo primal-dual seja satisfeito.

3 Fluxo em rede para multiplos produtos e o método
primal-dual

Nesta seccao aplicar-se-4a o método de pontos interiores primal-dual apresentado na
seccdo anterior para o caso de multiplos produtos definido no problema (1)-(4).
Usando o segundo membro do sistema (9), define-se:

Ec = Vx L(w) = Vi(x) + Ety — z,
& = Ex - b,
&, = XZe - pe.

Uma forma de solucédo do sistema (9) consiste em eliminar a variavel dz desse sistema tal
que:

dz= -X1( ¢ +Zdx), (13)

e assim tem-se o seguinte sistema simétrico indefinido, também denominado de sistema
aumentado, ver Wright [1997]:

Vifx)+X'Z E' (dsz_ E+XTE, 14)
E 0 |\dy g,

Por facilidade de notacédo, o sistema (14) pode ser escrito da seguinte forma:
D E'|(dx) (v
= (15)
E 0 |\dy Va

vi = (& +X1E,),
Vo = -&b
D = V2 f(x) + X! Z.

onde

A matriz (15) é simétrica mas indefinida e algoritmos para realizar a decomposicdo de tal
matriz sdo mais complicados. Por outro lado, este sistema tem vantagens quanto a
estabilidade e flexibilidade. Para uma melhor compreensdo da teoria de sistemas
indefinidos e algoritmos de solucdo, consultar os livros de Wright [1997] e Nocedal e
Wright [1999].

Um dos maiores esforcos computacionais requerido no método primal-dual é determinar
a solucao do sistema linear (9), agora expresso como o sistema simétrico indefinido (14)
ou (15).
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Matrizes da forma (15) frequentemente aparecem na solucdo de problemas em muitas
areas, por exemplo na formulacdo de elementos finitos em problemas de equacdes
diferenciais, em dinamica de fluidos, etc. Para um extensa revisdo deste assunto , ver
Benzi, et al. [2005].

Um meétodo directo para a solucao, como o de decomposicdo triangular esparsa de Bunch
e Parlett [1971] pode ter alto custo computacional em termos de tempo de processamento
e espaco de armazenamento. Este problema é agravado no caso de problemas de grande
porte, mesmo que os coeficientes da matriz sejam esparsos e esta esparsidade seja
explorada. Por outro lado, a matriz associada a (15) € indefinida, ja que possui
autovalores positivos e negativos. Portanto, o sistema (15) nao pode ser resolvido usando
métodos interactivos, como o do gradiente conjugado, porque pode fracassar, a menos
que um bom condicionador seja empregado. Por outro lado, existem diversos métodos
interactivos que usam bons condicionadores para determinar a solucédo do sistema (15).
Entre eles, citam-se os trabalhos de Keller et al. [2000], de Golub et al. [2001], de
Bergamaschi et al. [2004], Luksan et al. [2005], de Bai e Wang [2006], de Dollar e Wathen
[2006. No presente trabalho, usar-se-4 o algoritmo do gradiente conjugado pré-
condicionado de Durazzi e Ruggiero [2003]. Ele promove a combinacdo com um pré-
condicionador indefinido apropriado de tal forma a acelerar a convergéncia para a
solucdo (menor tempo computacional) que o problema original (15). O esquema
interactivo pode ser dado como segue:

(1) Sejam dx°, dy° os vectores iniciais dados;

(2) r°=wv;-Ddx%-Etdy% r°=wv;-E dx%

(B) Zz2=R1!(-r°+ED"!'r0); 2,9= D"!(r0-Etz0);
(4) P1%=21% P20 =2

(5) num = (2:°)Tr% + (22°)7 120

(6) parai=0,1,...

(7) tii=Dpii+Etps; ti=E pi}

(8) den = (pit) i+ (pal)T &5

(9) o =num / den;

10) dxi*! = dxi + o p:f; dy'*! = dy' + o poi;

11) il =1l - o tyl; ritl = ral - o tof;

12) se um critério de paragem é satisfeito, parar;
13) 2z,i*1 = R1 (- ryi*l + ED'"! ryi*1);

14) z,i*1 = D1 (1;i*1 — Bt 251 );

15) den = num;

16) num = ( zli+1 )T r1i+1 + (Zgi+1 )t r21+1;

17) B = num / den;

18) piitl = 1 + B pii;  paitl = Zpi*1 + B pai;

19) final

Para iniciar o processo exposto , apresentam-se as matrizes X e Z para o caso de
multiplos produtos, que sao as seguintes matrizes diagonais de bloco:

X, Z

1
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sendo cada sub-matriz X, k=1,..., K uma matriz diagonal com componentes Xy, i=1,...,n
para cada produto k, e X, é a matriz diagonal com componentes da variavel de folga x,.

Uma estrutura similar é dada para a matriz Z.

Por outro lado, a matriz de restricoes desse problema (1)-(4) é visualizada como segue:

A O . 0O O
O 4 . . O

E=|. . . . . (16)
71 .1 1]

onde cada bloco A corresponde a matriz de incidéncia n6-arco para cada produto
k,k=1,...,K. As matrizes identidades I correspondem as restricoes de capacidade (3).

Finalmente, D é uma matriz diagonal de blocos dada por:

D,
D= . (17)
Dy
L DV_
sendo cada sub-matriz Dy, k = 1,..., K € uma matriz dada por
Dy =[V2 fi(x) + Xk1 Zx | e sendo D, = X1, Z, uma matriz diagonal associada ao vector de

folga x, .

Do esquema interactivo anterior, escolhe-se D’ como a matriz diagonal de blocos da
matriz D, isto €, D’ = diag(Dx), k=1,...,K. Por outro lado, a escolha da matriz R deve ser tal
que se aproxime a matriz ED'-1Et e seja também uma matriz ndo singular. O formato da
matriz E D'-'Et € dado em (18):

‘ap'4 0 . 0 AD'
ED-Et =| . o . . (18)
0 . . ADY A’ AD'Y
Di'4" . . DA D'+> DY

Este esquema interactivo requer a inversa da matriz R, isto é, a inversa da matriz E D"-1Et
Como isto poderia ser um elemento complicador para o problema em estudo, usa-se a
diagonal de blocos da matriz ED'-!Et, isto €, R = diag(ED'-'Et ), ou seja R é a matriz dada
por:

ADT'A O . 0O 0 |
R-= .
0) AD'% A’ 10)
o .. o0 D'+>' DY
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Assim, a inversa da matriz R é determinada calculando as matrizes inversas de AD’! At,
para k=1,....K. Deve ser lembrado que a ultima matriz de bloco de R é uma matriz
diagonal, portanto a sua matriz inversa ¢é facil de ser calculada.

Para calcular as matrizes inversas de A (D'y)! At, usa-se o algoritmo AINV de Benzi et al.
[2000] tal que:

(A (D) 1At)! =Z, P12, k=1,. K

Esse algoritmo € baseado em um processo de uma (A (D'y)! At) — ortogonalizacao aplicado
aos vectores unitarios base e;. O algoritmo AINV de Benzi et al [2000] é apresentado a
seguir para obter a matriz inversa da matriz By = A (D’y)! At, de dimensdo m, onde e; é
o i-ésimo vector unitario base, e por facilidade foi eliminado o sub-indice k:

1) Sejaz® =¢e (1<i<m)
2) Parai=1,2,...m fazer

—_——

(3) vi = (AD"1 At) zi(i-1)

4 Para j=1i,i+1,..., m fazer

(5) pit- Y =viTzl-

(6) final

(7) se i=m ira (12)

(8) Para j=i+1,..., m fazer

©) Z =z - (pft )/ pi )zt

(10) final

(11) final

(12) Seja zi =zl e pi=pii-1, para 1<i<m. Retornar
Z=|z1,2,...,2Zm| € P=diag(pi;,p2, .-, Pm)

No passo (3) do algoritmo AINV anterior, pode-se observar que o método realiza o produto
matriz-vector (A D’-! At ) z. Para o presente problema de rede, ndo € necessario
armazenar, nem a matriz A, nem a matriz AD’-! At. Como a matriz D' é diagonal pode-
se aproveitar a estrutura que possuem tais matrizes na aplicacdo aos problemas de
grande porte.

Com as observacoes anteriores, pode-se aplicar o algoritmo do gradiente conjugado com
um pré-condicionador indefinido para o sistema aumentado (15).

Uma outra alternativa, em vez de aplicar o algoritmo AINV, seria determinar a
decomposicao de Cholesky da matriz AD'-! At, ver Castro [2000] para o caso da funcéo
objectivo ser linear ou (ver passo (13) da solucdo do sistema aumentado) resolver o
sistema de equacoes:

R z,i*l = - ryi*1 + ED'1 pyi*l |
isto é:
(AD'k—l At) 22i+1 = - r21+1 + ED'»l r1i+1’

e neste caso, usa-se o esquema apresentado em Judice, et al. [2003].

Com a solucao do sistema (15), determinou-se dx e dy. Usando (13) determina-se entéo
dz e, novamente, um novo ponto interior é calculado usando a relacdo (10). O processo
repete-se até que um critério de paragem do método primal-dual seja satisfeito.

Para o caso em que a funcao objectivo seja separavel, o problema nao linear de multiplos
produtos pode ser resolvido usando o sistema normal de equacodes, em vez do sistema
aumentado, ver Torres [2006].

4 Resultados computacionais
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Nesta seccao, sdo apresentados os resultados computacionais para determinar a solucao
do problema néao linear de fluxo em rede, de diferentes dimensdes, para diversos produtos
e diferentes funcées de custos ndo lineares e nao separaveis. As experiéncias foram
realizadas usando o método de pontos interiores primal-dual, cujo correspondente
sistema linear foi resolvido usando os diferentes métodos de solucdo discutidos
anteriormente.

Todos os testes computacionais foram realizados em um microcomputador PC Duron,
plataforma Windows XP, de 512 MB de memoéria RAM e 1600 MHz de frequéncia. Os
codigos computacionais foram totalmente escritos em FORTRAN. Foi usada dupla
precisao para todos os calculos computacionais.

Na aplicacao do método primal-dual, a sequéncia do parametro de barreira {u} deve
convergir para zero tao rapido quanto possivel. Varias regras foram estudadas para o
decrescimento desse parametro p, ver por exemplo os trabalhos de Waltz et al. [2005],
Wéachter et al. [2006], Yamashita e Yabe [2005]. Neste trabalho usou-se a estratégia
adoptada por Luksan et al. [2005] que segundo os autores desenvolve-se bem na pratica.
A regra € a seguinte:

p=ocxtz/ np
onde
o = 0,1 min {0,05 (1- p)/p , 2}°
e
_ min(x,z,)

x'z/np

sendo np o numero de variaveis.

Foram analisadas redes de diversas dimensoes, baseadas na rede basica do trabalho de
Nagurney [1984], p. 476. Essa rede basica consiste de 20 nés e 28 arcos e é usada para
determinar a solucao do problema de equilibrio de trafego em rede de transporte. Essa
rede basica foi depois estendida para formar redes de grande porte. Para isso, foi
implementado um programa especial FORTRAN para determinar a dimensao da nova
rede, isto é, o nimero de arcos e de nos e os dois vectores que determinam a origem e o
destino que definem cada arco da rede.

Em todos os testes computacionais do método primal-dual é necessario partir-se de um
ponto inicial, ndo necessariamente viavel. Para determinar o tamanho de passo a, foi
usado o valor de § = 0,99995. Neste caso, aceita-se o primeiro passo o, sem usar qualquer
funcao de mérito nem qualquer filtro, como é usado em problemas gerais da programacao
nao linear.

O critério de paragem na solucdao do respectivo sistema linear simétrico indefinido foi

fixado para:
v, D E'|(dx
r = -
vV, E 0 dy

tal que | r | < €1, €1 uma determinada tolerancia ou quando um numero maximo de
iteracdes € alcancado, digamos 600 iteracoes. Ja o critério de paragem do método de
pontos interiores € quando o valor da funcéo objectivo no ponto actual é suficientemente
proximo do valor da funcdo objectivo no ponto anterior, isto é, a diferenca relativa
absoluta desses valores das funcodes objectivo € menor ou igual a 108 e o valor do
parametro p é préximo a zero. Nesse caso, verifica-se se || F(w) || < €5, para e; uma certa
tolerancia, por exemplo €3 = 103 ou quando

(lgap |/ (1+] gap | )) < es
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sendo €3 é uma certa tolerancia que depende do numero de produtos.

Aqui, “gap” € a diferenca da funcao primal, do problema (5), f(x), e a funcao dual d(x,y,z)
dada por:

d(x, y,2) = by - (&' Vi(x) - f(x)).

Foram feitas analises para K= 20, 50, 100, 500 e 1000 produtos. Como cada variavel de
decisao xi, k=1,...,K tem dimensao igual ao nimero de arcos, entao a dimensao total de
todas essas variaveis de decisdao X = (Xi)k-1,..k € igual ao numero de arcos da rede
multiplicado pelo numero de produtos. Nao foram levados em conta o numero de
componentes da variavel de folga x,. Assim, por exemplo, o nimero total de variaveis para
a rede de 390 arcos e 210 nos e 1000 produtos, como € um dos casos estudados, € de
390.000 variaveis.

No presente trabalho foram usados dois tipos de funcoes de custo nao linear nao
separavel, encontrados na literatura, indicados a seguir:

i) f(xx) = Z Xii? + Z Xki Xkj, para Xk = (Xxi) para produto k

i<j

ii) f(xx) = z Xkit + 0,5 Z Xki2 + Z XkiXkj, para Xk = (Xxi) para produto k.

i<j

Shi [2004] usou funcoes deste tipo, mas trabalhou com o caso menos geral de
programacéo convexa linearmente restringido e com um Unico produto.

A seguir sdo apresentados os resultados computacionais para a primeira funcdo nao
linear.

Funcao de custo f(x) = z X2 + Z Xi Xj

i<j

Tabela 4.1 — Rede de 105 arcos e 60 nés

Numero de|p gap Numero de|Tempo
produtos iteracoes (segundos)
20 10-12 10-15 17 3,24
50 10-12 10-15 15 13,47
100 10-12 10-15 16 17,24
500 10-12 0,572201x10- |9 19,73
5
1000 10-12 10-15 14 167,92

Tabela 4.2 — Rede de 390 arcos e 210 noés

Numero u gap Numero Tempo
produtos iteracoes (segundos)
20 10-12 10-15 17 42,97
50 10-12 10-15 18 111,81
100 10-12 10-15 15 203,65
500 10-12 10-15 15 1047,56
1000 10-12 0,174788x10-| 15 2066,87

2

A seguir sao apresentados os resultados computacionais para a segunda funcao.
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Funcao de custo f(x) = Z Xt + 0,52 X2 + Z XiXj
i<j

Tabela 4.3 — Rede de 105 arcos e 60 nos

Numero u gap Numero Tempo

produtos iteracoes (segundos)

20 10-12 0,619884x10- |9 0,63
5

50 10-12 0,762934x10- |9 1,50
5

100 10-12 0,114439x10-|9 2,94
4

500 10-12 0,596457x10- |9 14,92
1

1000 10-12 0,366077x10- |8 26,81
3

Tabela 4.2 — Rede de 390 arcos e 210 nos

Numero u gap Numero Tempo
produtos iteracoes (segundos)
20 10-12 0,343285x10- | 25 37,97

2
50 10-12 0,555181x10- |25 94,63

2
100 10-12 0,532985x10- | 24 182,24

1
500 10-12 0,211540081 |23 881,55
1000 10-12 0,229695103 |24 1845,61

Como pode ser observado, o valor do parametro de barreira p é bastante pequeno em
todos os problemas de teste, e o numero de iteracoes necessarias para alcancar uma
solucéao aceitavel é razoavel.

O algoritmo AINV comportou-se muito bem e é robusto para o caso de determinar a
inversa da matriz Bx = A (D%)! At k=1,...,K. Este algoritmo €& um dos passos
computacionalmente caro no método de pontos interiores primal — dual. Uma outra
alternativa seria determinar a decomposicdo dessas matrizes usando o algoritmo de
Cholesky, ver Castro [2000] para o caso do custo da funcao objectivo ser linear.

Pode-se observar também, que o método de pontos interiores para a maioria dos casos
usando a primeira funcdo, o gap € nulo. Ja para a segunda funcao, esse gap é proximo a
zero.

O tempo computacional, como era de esperar-se, aumenta quando o numero de produtos
também aumenta, mas que é bastante aceitavel.. O algoritmo de pontos interiores
aplicado para fluxo em rede poderia ainda ser melhorado com refinamentos adicionais.

5 Conclusoes

Neste artigo, o método de pontos interiores primal-dual foi desenvolvido para resolver
problemas de fluxo em rede para multiplos produtos. O algoritmo apresentado explora a
estrutura da matriz de restricoes de tal forma a nao precisar armazenar nem a matriz de
restricbes nem o produto das matrizes envolvidas, o que pode ser Util para problemas de
grande porte.
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Foram construidas uma série de problemas nao lineares nao separaveis, para diferentes
numero de produtos (até 1000 produtos) e diferentes dimensodes da rede.

A solucdao do sistema simétrico indefinido foi determinada usando o algoritmo do
gradiente conjugado pré-condicionado através da diagonalizacdo de cada sub-matriz

Dy = [ V2 fx(x) + Xi'!Zy |, k=1,...,K, obtendo-se a matriz diagonal D°. Com isto foi possivel
aplicar o algoritmo AINV para determinar, aproximadamente, a inversa da matriz

A (D'y)! At. Esse algoritmo AINV mostrou-se robusto e comportou-se bem na pratica.
Igualmente pode-se concluir a eficiéncia do método de pontos interiores para problemas
de grande porte, apesar da solucao, usando o gap, estar proximo a solucao exacta. Pode-
se aceitar que sao erros satisfatérios para problemas de grande porte.

Futuros trabalhos incluirdao o desenvolvimento de novos pré-condicionadores mais
eficientes para este tipo de aplicacdo. Também poderdo ser incluidos o uso de algoritmos
numeéricos em paralelo e/ou a comparacdo com o método de Cholesky.
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