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Abstract 
 

The formerly closed Brazilian electrical energy market has been disclosed for 
investors and domestic consumers, which now have choices for theirs decisions 
concerning energy sales and purchasing, in long-term contracts. To establish minimal 
planning condition, suppliers need to forecast the required load in order to project and 
operate power plants. With the aid of a method that integrates non-linear regression and 
soft-system methodology, we depict a non-linear model for the gross total electric power 
requirement, counting on domestic activity, population and human developing index. A 
goodness-of-fit better then 96% was achieved. The final analysis focused on the strong 
contingency period occurred in Brazil in 2001. 

 
 

Resumo 
 

O mercado brasileiro de energia elétrica abriu-se recentemente a investidores e 
consumidores, que agora têm opções de longo prazo para compra e venda de energia. 
Para que haja condições mínimas de planejamento neste mercado, é necessário um 
modelo de longo prazo capaz de prever as necessidades futuras de suprimento de energia 
elétrica. Por meio de um método que integra regressão não-linear múltipla com SSM (soft 
system methodology), foi proposto um modelo para o requisito de potência, calculado a 
partir do nível de atividade negocial brasileira, do total de população e de seu nível de 
desenvolvimento humano. O ajuste obtido pelo modelo foi superior a 96%. Uma análise 
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final focou no período de contingenciamento de oferta de energia ocorrido no Brasil em 
2001, conhecido como apagão. 

 
Keywords: electrical power, multiple nonlinear regression, multivariate data analysis, SSM, long-
term load forecasting. 
 
Title: Long-term non-linear model for the power requirement of the brazilian electricity system. 
 
 
 
 
1  Introdução 
 
A indústria brasileira de energia elétrica se caracteriza hoje pela livre concorrência na 
compra e venda de energia. No fim dos anos 1990, foi introduzida a competição entre 
produtores pelo mercado consumidor e a contratação de longo prazo para fornecimento de 
energia [Silva, 2001]. 
 

O processo de reforma do setor teve como objetivos finais assegurar os investimentos 
necessários para a expansão da oferta de energia e a viabilidade econômica do setor. Para 
tanto, era necessário otimizar o uso dos recursos disponíveis e garantir um fornecimento 
confiável de energia elétrica ao menor custo possível, satisfazendo clientes e prevenindo 
operações deficitárias, antes subsidiadas pelo estado brasileiro. Para atingir estes 
objetivos, foram adotados como princípios a competição em geração e comercialização 
para clientes livres e monopólios regulados em transmissão, distribuição e 
comercialização para clientes cativos, semelhantes aos princípios que orientaram o 
processo de reforma em outros países [Comitê de revitalização do modelo do setor elétrico, 
2002]. A energia elétrica torna-se uma commodity, comercializada segundo leis de 
mercado e previsões de preço e consumo. 

 
A taxa por unidade de tempo com que é requisitada a energia é o requisito de potência 

que o sistema deve oferecer. Como ainda não existe tecnologia viável de armazenagem, a 
energia requerida é produzida no ato do consumo, impossibilitando a produção 
antecipada quando os custos de produção estão mais baixos ou quando a demanda for 
menor. Diferentemente de outros produtos, a energia elétrica tem características que 
devem ser consideradas na previsão de demanda. 

 
Um modo de fazer previsões de demanda de energia elétrica é reconhecer padrões de 

comportamento em séries históricas e predizer o comportamento futuro. Outro modo é 
identificar fatores causais que afetam o comportamento e extrapolá-lo, segundo um 
modelo matemático. As previsões podem ser de curto e de longo prazo. No primeiro caso, 
prevê-se a demanda dos próximos dias e semanas, assegurando economicidade e 
segurança na operação cotidiana. No segundo caso, a previsão é para meses e anos, 
subsidiando o planejamento da expansão do sistema para os próximos períodos 
[Figueiredo et al., 2005]. 

 
O objetivo deste artigo é apresentar um modelo matemático que possa descrever o 

quanto o mercado brasileiro de energia elétrica requisitou de potência no período 1996-
2000 e projetar o requisito para períodos futuros. Trata-se de um modelo de longo prazo. 
Assume-se que o requisito de potência seja afetado por muitos e complexos fatores, de 
comportamento não-linear e causalidade recursiva.  

 
Tal assunção justifica uma abordagem do tipo SSM (soft-system methodology) e o uso 

de árvores de realidade atual (ARA) para a estruturação da situação. A SSM não objetiva 
encontrar uma expressão única (hard) para um problema, mas busca um procedimento 
de investigação que possa ser replicado no espaço e no tempo e que possa chegar a um 
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modelo válido para um fenômeno específico. O que é sistêmico é o procedimento 
investigatório e não o modelo obtido [Checkland e Scholes, 1998]. Árvores de realidade, 
por sua vez, constróem e comunicam visões compartilhadas sobre uma situação não-
linear e recursiva e são um passo intermediário em direção ao modelo [Dettmer, 1997]. 
Formou-se um grupo focado com especialistas e uma regressão não-linear múltipla foi 
proposta por observação da ARA.  

 
Não é objetivo revisar modelos de previsão de demanda por energia elétrica. Citam-se 

apenas algumas incidências na literatura, surgidas mais notadamente em veículos de 
engenharia elétrica. Figueiredo et al. [2005] sugerem redes neurais para abordar o 
problema. Bunn [2000], Park et al. [1991] e Peng et al. [1992] usam técnicas de 
inteligência computacional, tais como redes neurais e neuro-fuzzy. Papalexopoulos e 
Hesterberg [1989], Hagan e Behr [1987] e Rahman e Hazim [1993] usam séries temporais 
e regressões, incluindo variáveis categóricas, para a previsão de curto prazo (palavra-
chave: short-term load forecasting). Parlos et al., [1996], Al-Saba e El-Amin [1999], Da, 
[2000] e Kandil et al. [2002] usam técnicas diversas de inteligência computacional, séries 
temporais e regressões multivariadas para previsão de médio e longo prazo (palavra-
chave: long-term load forecasting). Caio e Berman [1998] apresentam modelos específicos, 
não-sistêmicos, usados por companhias de distribuição de energia brasileiras para 
previsão de demanda. 

 
A contribuição essencial deste artigo é propor um procedimento recursivo para se 

chegar a uma expressão para o requisito de potência de longo prazo de um sistema 
elétrico. A expressão não-linear alcançada é válida para o caso do Brasil de 1996 a 2000, 
mas o procedimento pode ser usado em outros casos e produzir outras expressões. O 
restante do artigo está organizado em: considerações sobre modelos não-lineares, SSM e 
estruturação de problemas; metodologia de pesquisa; discussão e considerações finais. 
 
 
2  Considerações sobre modelos não-lineares 
 
Em um problema não-linear, a relação teórica entre as variáveis de interesse assume a 
forma da equação 1, na qual ζi são preditores, θi são parâmetros e f é não-linear. 
 
 

Y = f (ζ1, ζ2,... ζk; θ1, θ2,... ,θp) + ε                                      (1) 
 
 

Sejam n observações [Yi, ζ1i, ζ2i, ζni], para i = [1, 2, ..., n]. A soma quadrática de erros 
para o modelo não-linear é dada pela equação 2, na qual os vetores ζ e θ são 
respectivamente as observações das variáveis preditoras e as estimativas dos parâmetros. 
Como Yi e ζi são observações fixas, a soma quadrática resulta uma função exclusiva de θ. 
O vetor que minimiza esta soma, se os erros forem normais e independentes, é também a 
estimativa de máxima verossimilhança de θ. Chega-se a esta estimativa derivando 
parcialmente a equação em relação a todos os θi e igualando a zero, o que gera um 
sistema de equações normais. A solução destas equações fornece o vetor θ = [θ1, θ2, ..., θn] 
que minimiza S(θ) [Draper e Smith, 1981].  
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Exceção feita a alguns casos, não é possível resolver diretamente as equações 
normais. Podem ser necessários métodos iterativos de procura numérica direta. Os 
principais métodos têm formatos semelhantes: (i) estabelecem-se valores iniciais para as 
variáveis θi; (ii) gera-se a curva definida pelas variáveis iniciais e calcula-se a soma 
quadrática de resíduos; (iii) segundo um dado algoritmo capaz de diminuir a soma 
quadrática, modificam-se as variáveis; e (iv) aplica-se recursivamente o algoritmo até que 
duas sucessivas aplicações não apresentem melhoria significativa. Diferentes estimativas 
iniciais podem produzir diferentes resultados em diferentes números de iterações, o que 
torna desejável o uso de várias estimativas iniciais e observar o resultado e a velocidade 
de convergência [Mutolsky, 2001]. 
 

Diversos métodos surgem na literatura. O método de Gauss-Newton ou da 
linearização expande o modelo não-linear em uma série de Taylor, aproximando-o por um 
modelo linear. Estimam-se então os parâmetros θi pelo método dos mínimos quadrados 
em iterações até que um critério de término seja atingido. Há ainda o método da descida 
mais íngreme e o método de Levenberg-Marquardt (LM), que combina os outros dois. Se 
está longe da convergência, LM comporta-se como descida mais íngreme; se está próximo, 
como Gauss-Newton. Já o método GRC (generalized reduced gradient) melhora uma 
solução inicial, explorando-a em várias direções, até que um critério encerre a exploração. 
Diferentes métodos podem chegar a resultados levemente diferentes [Draper e Smith, 
1981; Mutolsky, 2001; Silva, 2004]. 

 
Os resultados da regressão não-linear são representativos se alguns pressupostos 

forem atendidos: (i) o modelo tem alguma justificativa, pois a regressão apenas ajusta 
parâmetros da equação escolhida, não tentando outras equações; (ii) os erros são 
normais, com variância constante, independentes em relação a Y e não-correlacionados 
entre si; (iii) a imprecisão na medição de Y é pequena perante sua variabilidade; (iv) o 
resultado apresentado faz sentido científico, ou seja, não há proporções maiores do que 
um, não há taxas de crescimento negativas ou não há limites fora do âmbito original dos 
dados; e (v) as estatísticas obtidas são aceitáveis. Além dos valores de melhor ajuste, uma 
análise de regressão não-linear deve oferecer um erro-padrão da estimativa, intervalos de 
confiança assintóticos dos parâmetros e o coeficiente de determinação R2, que informa a 
fração da variância total explicada pelo modelo: quanto mais próximo a 1, melhor. Outros 
testes são o F, em formato de anova, o t aplicado aos erros-padrão e o valor-p. Vale o 
princípio da parcimônia: um bom modelo mantém o compromisso entre o ajuste e o 
número de preditores [Draper e Smith, 1981]. 

 
Quanto à escolha do modelo, além de apresentar boas estatísticas de ajuste, este deve 

fazer sentido em uma base teórica de conhecimento. Neste artigo, foi usado um método de 
trabalho integrando duas bases de conhecimento, a regressão não-linear e a SSM (soft-
system methodology), que produziu um modelo que faz sentido em relação a uma 
observação empírica da realidade. 
 
 
3  SSM e estruturação de situações complexas de interesse 
 
A SSM inclui procedimentos cujos objetivos são obter conhecimento sobre uma situação 
de interesse e estruturá-la, segundo modelos mentais, de modo a gerar um modelo que 
possa ser útil em interpretações e intervenções modificadoras da realidade. A SSM pode 
estruturar situações de interesse e relações com o contexto, principalmente quando os 
agentes têm visões e interesses diversos sobre o tema. Pode ocorrer, também, que 
objetivos de agentes sejam incertos, múltiplos ou até mesmo conflitantes entre si.  

 
Situações tratadas por SSM têm algumas características em comum. São intrincadas, 

não existe um modelo unificado e a situação é complexa, com interações e interferências 



M. Sellitto et al. / Investigação Operacional, 27 (2007) 1-20 5 
 
mútuas entre objetos do cenário e evolução temporal. A SSM admite múltiplas percepções 
sobre uma dada situação, e que estas se originam da diversidade de modelos mentais que 
analistas usam para interpretar a realidade. Pode ser usada para explorar a situação, 
identificar as partes interessadas e seus pontos de vista, modelar critérios de avaliação de 
desempenho e oferecer contrapontos a modelos quantitativos [Jackson, 1993; Wilson, 
2001; Neves et al., 2004]. 

 
Abordagens para situações complexas de interesse podem residir em um continuum 

que vai de hard a soft. Um critério que pode auxiliar a posicionar uma situação de 
interesse é o grau de concordância entre interessados sobre o que é a situação. Se não 
houver divergência alguma, como por exemplo, em equações, o problema é totalmente 
hard. Se toda parte interessada tiver uma interpretação diferente para o problema, este é 
totalmente soft.  

 
Na extremidade hard do continuum pode ser aplicada a engenharia de sistemas (SE), 

que consiste em: (i) definir a situação de interesse; (ii) formular uma metodologia, 
composta de técnicas apropriadas; (iii) usar as técnicas para encontrar soluções possíveis 
iterativamente com (iii); (iv) selecionar uma das soluções possíveis; e (v) implementá-la e 
medir os resultados [Wilson, 2001]. Na extremidade soft pode ser aplicada a SSM: (i) 
definir a situação de interesse; (ii) expressar a situação por um modo comunicável, tal 
como diagramas; (iii) selecionar conceitos e objetos que possam ser relevantes para o 
diagrama; (iv) montar os conceitos e objetos em uma estrutura intelectual coerente; (v) 
usar a estrutura para explorar a situação iterativamente com (iii) e (iv); (vi) definir 
mudanças; e (vii) implementá-las e verificar os resultados [Checkland e Scholes, 1998]. No 
caso da SE, as técnicas utilizadas no passo iii contém tanto os conceitos quanto a 
estrutura usados no problema, e são unicamente definidos. Na SSM, conceitos (passo iii) 
e estrutura (passo v) são separados e podem requerer iteratividade durante o aprendizado 
ou até que se chegue a uma definição. 

 
A SSM é ilustrada na Figura 1. Nas etapas 1 e 2, há esforço para construir uma 

representação o mais rica possível, não do problema, mas da situação na qual este é 
percebido como um problema. A etapa 3 inclui expressar conceitos subjacentes ao 
problema, as definições de raiz, que poderão ser influentes na evolução de objetos que 
afetam o resultado do mesmo. Na etapa 4, constrói-se em linguagem humana o modelo 
conceitual, que pode usar lógica formal ou outra qualquer base conceitual de pensamento 
sistêmico, tal como a dinâmica dos sistemas ou as árvores de realidade. Na etapa 5, 
compara-se o modelo conceitual com a realidade. O modelo serve como guia de debate e 
poderá haver iterações, caso haja aprendizado significativo na comparação com o real. Na 
etapa 6, escolhem-se ações desejáveis e factíveis transformadoras da realidade, para, na 
etapa final, implementar estas ações. Os resultados devem ser medidos, realimentando o 
processo [Checkland e Scholes, 1998]. 
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Figura 1: Etapas da SSM [Checkland e Scholes, 1998] 
 
 
No esquema metodológico da figura, é admitida na etapa 4 a presença de outras formas 
de estruturação sistêmica do pensamento. Várias formas são apresentadas na literatura.  
 

Uma delas são os mapas cognitivos [Eden, 1988; Ensslin et al., 2001]. Mapas 
cognitivos são construções gráficas formadas por nós e setas, nas quais os nós 
representam pontos de vista expressos por frases afirmativas e, se necessário, 
contrastada pelo seu contraditório, para reforçar a multiplicidade de visões. Nós são 
ligados por setas, que indicam como pontos de vista são influenciados ou têm implicações 
em outros pontos de vista. Os mapas cognitivos são um passo intermediário em direção 
aos pontos de vista fundamentais, os critérios de sucesso contra os quais a situação 
problemática pode ser julgada [Belton et al., 1997, Bana e Costa et al., 1999]. 

 
Outra forma de estruturação sistêmica são as ARA, ou árvores da realidade atual (no 

original CRT – Current Reality Tree). A ARA é uma das ferramentas de análise sistêmica 
que compõem os processos de raciocínio da TOC, os TP (thinking processes), cujo objetivo 
é oferecer uma abordagem sistêmica que explicite nexos causais e explique as relações 
suficientes e necessárias entre fenômenos observados em situações complexas de 
interesse, explorando a capacidade de aprendizado de analistas. As outras são: árvore da 
realidade futura (ARF); diagrama de dispersão de nuvem (DDN); árvore de pré-requisitos 
(APR); e árvore de transição (AT). A ARA define o que mudar, a ARF define para o que 
mudar, o DDN explicita o pressuposto errôneo que precisa ser mudado, a AT define os 
passos para mudar e a APR descreve o que superar para mudar [Kendall, 1998]. 

 
O objetivo da ARA é representar lógica e claramente as relações efeito-causa-efeito 

válidas em uma situação complexa de interesse, geralmente multifacetada e sem 
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consenso. Definida a situação e listados efeitos observados, estes são conectados em 
relações de precedência-conseqüência. Aplicam-se ressalvas legítimas, que refinam e 
depuram a ARA, conduzindo a uma forma final realimentada, que pode, inclusive, não ter 
entes sem precedências, ou seja, uma situação que é causa de si mesma [Sellitto, 2005]. 
Para validar relações de causalidade, é preciso descobrir qual o pressuposto que a explica, 
o nexo causal. Havendo um candidato a pressuposto, aplicam-se os seguintes testes: (i) 
para que exista [efeito] é necessário que exista [causa], porque existe [pressuposto]; e (ii) a 
não ser que exista [causa] não existirá [efeito], porque existe [pressuposto] [Goldratt, 
1990; Sheinkopf, 1999]. Uma diferença entre ARA e diagrama sistêmico é que aquela 
preocupa-se apenas com aspectos qualitativos da relação de causalidade (existe ou não), 
não considerando distribuições ou correlações entre variáveis nem se a influência é 
positiva ou negativa. A forma qualitativa torna a ARA mais fácil de ser usada em 
abordagens iniciais, exploratórias da situação. 
 

Técnicas para a construção e validação da ARA são apresentadas em Sheinkopf 
[1999]. Uma aplicação da ARA em gestão de serviços de saúde pública, uma modelagem 
de sistemas interorganizacionais complexos, com causalidades circulares e recursivas, é 
apresentada em Sellitto[2005]. Em Morgan [1996], o fenômeno da inflação e suas 
recursividades também é ilustrado, embora o autor não mencione a expressão ARA. 
 
 
4  A pesquisa 
 
O objetivo deste artigo foi obter um modelo matemático capaz de descrever a potência 
requerida pelo mercado consumidor brasileiro de energia elétrica entre 1996 e 2000. 
Potência requerida é diferente de potência demandada. A potência requerida é a potência 
realmente usada; potência demandada é aquela que os consumidores acreditam que vão 
usar e contratam, podendo não ser usada na integralidade. A potência elétrica não é um 
produto que o produtor entrega ao consumidor. O consumidor vai requerendo à medida 
que vai conectando equipamentos elétricos na rede de alimentação, até um limite físico. 
 

Como em Neves et al. [2004], foi útil o uso de uma metodologia de estruturação de 
problema, para aprendizado e ganho de visão compartilhada sobre os múltiplos interesses 
em questão. Como em Bana e Costa et al. [1999], a primeira parte da pesquisa foi 
dedicada a estruturar e enquadrar o problema em um processo construtivista de 
aprendizado, que ofereceu uma representação compartilhada da situação. Em Bana e 
Costa et al. [1999], o método estruturante foi o mapeamento cognitivo e os pontos de vista 
fundamentais. Nesta pesquisa, foi a ARA dos processos de pensamento da TOC. 

 
O método de trabalho foi: (1) formulação, em sessões de grupo focado de especialistas 

com múltiplas visões e interesses, de um modelo qualitativo sistêmico que represente a 
complexidade subjacente ao fenômeno; (2) identificação no modelo de uma estrutura 
central que possa ser apreendida por indicadores; (3) obtenção de dados no tempo para os 
indicadores; (4) buscar um modelo de regressão que descreva os dados; e (5) testar o 
modelo e discutir a aplicação, inclusive com projeções sobre o que sucedeu ao 
contingenciamento devido à escassez na geração, o apagão de 2001. A teoria de grupos 
focados e o método empregado na sessão são apresentados em Ribeiro e Newmann, 
[2003]. O que foi feito corresponde às etapas de 1 a 5 da Figura 1. A seguir, descrevem-se 
os resultados.  
 
 
4.1  O modelo 
 
As sessões de grupo focado foram conduzidas por dois pesquisadores. Compuseram o 
grupo um especialista de agência reguladora de energia elétrica, cujo interesse é conhecer 
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a evolução do requisito de potência para gerenciar expansões do sistema; um especialista 
de empresa fornecedora de serviços para o setor, cujo interesse é que haja crescimento do 
requisito; e um pesquisador em produção mais limpa, cujo interesse é entender a 
evolução do requisito para propor medidas de aumento de eficiência energética. Interesses 
conflitantes e visões multifacetadas estiveram presentes no grupo. Os pesquisadores 
contribuíram com visões acadêmicas sobre o tema. Seguem os achados do grupo focado. 
 

O estudo do requisito de potência elétrica depende de fenômenos econômicos e sociais 
que resultam interligados em arranjo realimentado com causalidades recursivas. Este 
conjunto de relações foi representado graficamente por uma ARA construída pelos 
pesquisadores e validada pelos participantes do grupo. A ARA é apresentada na Figura 2. 
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Figura 2: Modelagem sistêmica do requisito de potência pela ARA 
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A ARA, válida apenas para o caso em estudo, permitiu que se construísse uma visão 
compartilhada entre as partes interessadas no tema, algumas delas com objetivos 
conflitantes. Se o mesmo estudo for feito por outros especialistas ou em outro espaço ou 
tempo, é possível que se chegue a outra ARA. A ARA atende o requerido na revisão: que 
um modelo de regressão não-linear deve possuir justificativa.  
 

O lado direito da ARA descreve os aspectos sociais do fenômeno, apreendidos por três 
construtos latentes: a renda, a educação e a longevidade. Estes construtos participam do 
IDH, o índice de desenvolvimento humano, criado pela ONU para servir como 
realimentação do processo de desenvolvimento social mundial. O IDH é calculado 
segundo pesos dados aos construtos e respectivos indicadores, a renda per capita, a taxa 
de analfabetismo, os anos de estudo e a expectativa de vida ao nascer. Para o cálculo do 
valor dos construtos, subtrai-se do valor observado para o indicador um valor de base, 
pré-definido e equivalente a zero. O resultado é dividido pela diferença entre os valores 
máximo e mínimo pré-estabelecidos, resultando um valor entre 0 e 1. Quanto mais 
próximo de 1, melhor o IDH [Bezerra e Diwan, 2001]. As implicações do uso do IDH 
podem ser acessadas em [UNDP, 2002]. 

 
O lado esquerdo da ARA descreve o fenômeno econômico, apreendido pela atividade 

geral do mercado, o que remete a indicadores de atividade econômica. Antes de definir o 
indicador econômico, testaram-se as correlações entre as observações do requisito de 
potência com os PIB´s geral e industrial, brutos e dessazonalizados, e com a produção 
industrial bruta. Também testaram-se as correlações do requisito de potência com as 
populações rural, urbana e total. As maiores correlações positivas foram com a população 
total e o PIB geral dessazonalizado, escolhendo-se estes indicadores para o modelo. 

 
O Quadro 1 resume as informações. Não há informações mensais do requisito de 

potência antes de 1996, só anuais. Como as freqüências dos indicadores são diferentes, 
optou-se por uma freqüência trimestral. As Tabelas 1 e 2 apresentam as vinte 
observações e suas correlações. Destaque-se a correlação unitária entre IDH e população. 
Observações posteriores a 2000 foram excluídas no modelo devido à irregularidade que foi 
introduzida pelo contingenciamento de energia imposto pelo estado brasileiro em 2001, o 
apagão, que será discutido mais a frente. Mesmo que vinte observações sejam poucas 
para uma conclusão robusta, reforça-se que esta é uma contribuição metodológica, 
podendo e devendo ser aplicada em situações com mais dados consolidados. 
 
 

Quadro 1: Resumo da variável e dos indicadores 
 
 resposta e indicadores fonte coleta e forma de uso no modelo 

potência elétrica ONS 
[2005] 

medido mensalmente desde 1996/1, apresenta a média de 
consumo dos meses do trimestre em MW 

PIB geral 
dessazonalizado 

IBGE 
[2002] 

medido trimestralmente desde 1990/1, soma os PIB´s rural, 
industrial e de serviços dessazonalizados e referenciados ao ano 
2.000 

população total IBGE 
[2002] 

medido por censo de 10 em 10 anos, desde 1970, mais 1996, nos 
demais anos e trimestres interpolado 

índice de 
desenvolvimento 

humano IDH 

UNDP
[2002] 

mede a longevidade, a educação e o consumo de cinco em cinco 
anos, desde 1975 mais 1999, interpolado nos demais anos e 
trimestres  
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Tabela 1: Observações para o modelo da regressão 
 

trimestre potência MW 
médio 

PIB geral R$ dessaz 
equivalente a 2000 

população total, 
milhões 

IDH de 0 a 1, 
bom = 1 

1996/1 34.370 245,51 155,773 0,731 
1996/2 34.060 248,93 156,409 0,733 
1996/3 34.590 249,86 157,060 0,734 
1996/4 35.330 254,55 157,727 0,735 
1997/1 36.336 255,82 158,408 0,736 
1997/2 35.917 258,31 159,105 0,737 
1997/3 36.960 259,62 159,817 0,738 
1997/4 37.640 257,78 160,545 0,739 
1998/1 38.523 257,38 161,287 0,740 
1998/2 37.872 261,16 162,045 0,741 
1998/3 38.413 259,85 162,818 0,742 
1998/4 37.819 254,50 163,606 0,744 
1999/1 39.137 256,00 164,409 0,745 
1999/2 38.722 259,80 165,228 0,746 
1999/3 39.300 260,69 166,061 0,747 
1999/4 39.573 264,78 166,910 0,748 
2000/1 40.650 268,91 167,774 0,749 
2000/2 40.639 269,95 168,654 0,750 
2000/3 40.719 272,44 169,548 0,751 
2000/4 42.003 275,40 170,458 0,752 

 
 

Tabela 2: Correlações entre os indicadores do modelo 
 

 potência PIB população 

PIB 0,91   

população 0,97 0,90  

IDH 0,98 0,90 1,00 

 
 
Na ARA, PIB e população surgem em ramos paralelos, sugerindo adição. IDH e população 
surgem em ramo serial, sugerindo multiplicação na qual o IDH pondera a população. 
Exigiu-se que a soma de θ1 e θ2 fosse igual a um para evidenciar a contribuição de cada 
parcela. Sugere-se então, especulativamente, a equação 3, composta por uma parcela 
econômica, ligada ao PIB e uma parcela social, ligada à população e ponderada pelo IDH. 
Um fator de escala θ1 foi incluído. 
 

Y = θ0 . [θ1.(PIB)θ11 + θ2.(POPULAÇÃO)θ22.(IDH)]                         (3) 
 
 
4.2  Ajuste ao modelo 
 
Antes de ajustar-se o modelo da equação 3 aos dados da Tabela 1, foram feitas 
adequações que se mostraram úteis. Preferiu-se usar para o PIB e para a população 
valores normalizados em relação às observações de 2000/1 (POP/POP 2000). O IDH não 
foi modificado. Como existe um elo entre os aumentos da renda e da atividade negocial, 
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que aumentam o requisito de potência, suspeitou-se de uma defasagem entre as séries 
temporais do PIB e da observação. Testaram-se diversas defasagens e a que apresentou 
maior correlação foi (PIBB–2/PIB 2000), ou seja, correlacionando a potência atual com o PIB 
de dois trimestres atrás.  
 

Para o ajuste, foram usados dois recursos computacionais, a rotina solver do software 
Excel® e a rotina non-linear regression do software SPSS®. A rotina solver usa o algoritmo 
GRC e o SPSS® usa o método L-M. O solver foi configurado para minimizar o erro-padrão 
da estimativa. Testaram-se alguns conjuntos de soluções iniciais. A Tabela 3 apresenta os 
melhores resultados com cada recurso. Foram calculados R2, intervalos de confiança, o 
erro-padrão da estimativa e o viés. Como o R2 do modelo do solver foi um pouco melhor, 
segue-se este modelo. Como antecipado na revisão, os métodos chegaram a pequenas 
diferenças de resultados. Foi tentado um expoente para IDH. O valor ótimo foi 1,001 e 
não houve melhoria no R2. Por parcimônia, excluiu-se o expoente do modelo. 
 
 

Tabela 3: Modelo não-linear para o requisito de potência do mercado brasileiro [1996-2000] 
 

Modelo 
produzido 
pelo solver 

Potência (MW médio) =  
52000. [0,1. [(PIB B-2/PIB 2000) ] + 0,9. [(POP/POP 2000) . IDH]]  2,61 1,71

R2 = 0,96470 

Modelo 
produzido 
pelo SPSS 

Potência (MW médio) =  
51849. [0,108 . [(PIB B-2/PIB 2000) ] + 0,892 . [(POP/POP 2000) . IDH]] 2,46 1,72

R2 = 0,96395 

Intervalos de 
confiança 

assintóticos 

IC 95% θ0   = [31.713; 71.984]; 
IC 95% θ11  = [-25,4; 30,3]; 
IC 95% θ22 = [-2,049; 5,502]; 

erro-padrão 
da estimativa 454,7 MW médios 

viés da 
estimativa 1,00 (nenhum viés) 

 
 
A adequação do modelo é verificada pela significância da regressão e por inspeção de 
resíduos. A regressão é significativa se a variável dependente se relacionar de modo 
significativo com as variáveis dependentes. Um modo de testar esta significância é 
calculando a proporção entre a variância dos dados explicada e a não explicada pela 
regressão. Dados os diversos graus de liberdade, uma proporção entre variâncias segue 
uma distribuição F. O teste é definido em termos de Fteste = [variância explicada/variância 
não explicada] e Fcrítico, obtido de uma distribuição F com nível de confiança α e (k –1) e (n 
– k) graus de liberdade. Se Fteste > Fcrítico, a variância explicada é maior do que a não 
explicada, caracterizando, com confiabilidade (1 – α), que a regressão é significativa, 
rejeitando-se H0: R2 = 0 [Corrar et al., 2004].  
 

O teste é apresentado sob a forma de anova na Tabela 4. A regressão se vale de quatro 
parâmetros independentes (θ0, θ1, θ11 e θ22, θ2 não é independente), logo os preditos têm 
quatro graus de liberdade (gl). Como os graus de liberdade totais são 19 (vinte 
observações menos uma), tem-se [gl = 15] para os resíduos. As somas e as médias 
quadráticas das parcelas referentes à estimativa e aos resíduos produzem Fteste > Fcrítico, o 
que caracteriza a significância da regressão. O valor-p, próximo a zero, é a probabilidade 
de que se tenha chegado ao resultado por acaso, a regressão não seja significativa e R2 
não seja diferente de zero. 
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Tabela 4: Anova para o modelo 
 

Anova  gl SQ MQ F teste F crítico Valor-p 

Predito 4 9,6 E+07 2,4 E+07 102 3,06 1,09 E-10 

Resíduo 15 3,5 E+06 2,3 E+05    

Total 19           

 
 
Passa-se à análise dos resíduos. Os fundamentos teóricos e os detalhes de cálculos são 
encontrados em Hair et al., 1998; Milone e Angelini, 1995 e Werkema e Aguiar, 1996.  
 

A Tabela 5 apresenta uma análise sumária dos valores preditos e dos resíduos, 
informando que as observações extremas dos resíduos padronizados e de Student distam 
cerca de dois desvios-padrão dos centros das respectivas distribuições. Também informa 
que a menor significância de uma distância D2 de Mahalanobis é maior do que 1% e que a 
maior distância de Cook é menor do que o valor limite mais conservador [4/(20-3-1)] = 
0,25. Com isto descarta-se a presença de dados atípicos (que deveriam ser retirados da 
amostra). Em seguida, verificam-se quatro suposições acerca dos resíduos: (i) a 
normalidade; (ii) a independência em relação aos preditos; (iii) a autocorrelação; e (iv) a 
homocedasticidade da amostra. A primeira verificação é feita na Figura 3, o gráfico de 
dispersão de resíduos e preditos. O R2 próximo a zero e o formato aleatório evidenciam a 
independência dos resíduos em relação aos preditos. A segunda verificação é apresentada 
na Tabela 6, na qual dois testes da qualidade do ajuste não rejeitam a hipótese de que os 
resíduos seguem uma distribuição normal. A terceira verificação é feita pelo teste de 
Durbin-Watson, apresentado na Tabela 7. Finalmente, a homocedasticidade é verificada 
pelo método de Pesaran-Pesaran, que faz uma regressão entre os resíduos quadráticos e 
os preditos: se a regressão não for significativa, há a homocedasticidade. A Tabela 8 
apresenta valor-p > 5%, que indica que a regressão não é significativa, confirmando a 
homocedasticidade. 
 
 

Tabela 5: Análise de preditos e resíduos 
 

 mínimo máximo média desvio-padrão 

valor predito 34.590 42.074 37.982 2.244 

resíduo -822 796 0,89 430 

resíduo padronizado -1,91 (obs. 11) 1,85 (obs. 10) 0,00 1,00 

resíduo de Student -2,08 (obs. 11) 2,00 (obs. 10) 0,01 1,05 

significância de D2 0,16 (obs. 20) - - - 

distância de Cook (Di) - 0,201 (obs. 9) - - 
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Figura 2: Dispersão (valores preditos X resíduos) e R2

 
 

Tabela 6: Ajuste à normalidade dos resíduos 
 

 teste KS qui-quadrado conclusão 

Nível de significância para os resíduos   0,2331 0,2295 não rejeitar 

 
 

Tabela 7: Teste de autocorrelação dos resíduos [20] 
 

estatística DW 
calculada 

limite inferior da 
área permitida 

limite superior da 
área permitida conclusão 

2,127 1,828 2,172 não há autocorrelação 

 
 

Tabela 8: Teste da homocedasticidade 
 

 Anova gl SQ MQ F teste F crítico Valor-p 

Regressão 1 2,89 E+10 2,89 E+10 0,55 4,41 0,47 

Resíduo 18 9,45 E+11 5,25 E+10    

Total 19 9,74 E+11         

 
 
5.  Discussão 
 
Inicia-se a discussão pela consistência do modelo que deu origem à regressão. Apesar do 
modelo apresentar elos de realimentação, foi possível identificar duas vertentes que 
contribuem para o requisito de potência elétrica do mercado brasileiro.  

 
Uma vertente parece representar um fenômeno econômico e foi mais bem 

representado pelo indicador de atividade econômica, o PIB geral dessazonalizado. Outra 
vertente parece representar um fenômeno social, representado pela multiplicação do IDH 
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pela população total. A respeito deste fator multiplicativo, argumenta-se que o IDH pode 
ser considerado como uma densidade de requisito de potência: um cidadão que apresenta 
um alto IDH requer em média mais potência elétrica em sua residência do que um 
cidadão que possui IDH baixo. O requisito final de potência surge da multiplicação da 
densidade do requisito, o IDH, pela massa populacional, a população total. Como a 
observação inicial é diferente de zero, agregou-se um fator de escala. Retirou-se um grau 
de liberdade ao manter a soma dos dois fatores igual a um, permitindo que se verifique o 
percentual de contribuição de cada vertente. 
 

Para cada uma das vinte observações, foi calculado o valor de cada parcela e 
verificada a relação entre as somas das parcelas. A análise indicou que o fenômeno social 
influencia 6,6 vezes mais do que o fenômeno econômico nas variações observadas no 
requisito de potência do mercado brasileiro. É possível que um programa institucional de 
racionalização do consumo de energia elétrica deva atentar mais ao fenômeno social do 
que ao econômico, ao menos aquele medido pelo PIB. 
 

Considerando os elementos que formam o IDH, atenção pode ser dada aos entes: 
aumenta o bem-estar nas moradias; aumenta a educação e a informação das pessoas; e 
aumenta a longevidade da população. Os dois primeiros podem estar correlacionados. O 
aumento do bem-estar, da educação e da informação pode ser explicado pelo avanço do 
acesso a bens tecnológicos por que a sociedade brasileira tem passado desde 1994, com o 
fim do processo inflacionário. Na prática, o bem-estar resulta em maior consumo 
doméstico de energia, pela aquisição de eletrodomésticos e outras facilidades para as 
residências. Com mais eletrodomésticos, aumenta a educação e a informação. O terceiro 
ente também pode estar correlacionado aos dois primeiros, pois bem-estar e informação 
se relacionam com prevenção de doenças e de hábitos danosos à saúde que, aliados a 
políticas de saneamento e ao avanço da medicina, resulta em maior longevidade da 
população. A combinação de famílias que consomem mais energia e pessoas que vivem 
mais resulta em acréscimo por causas sociais no requisito de potência mais do que 
proporcional ao por aumento da atividade econômica. 

 

 
Dado que avanços sociais são desejáveis e devem ser estimulados, uma política para 

contingenciar o aumento do requisito de potência poderia focar na racionalização do 
consumo de eletrodomésticos, por estímulo a projetos mais eficientes. Outra ação poderia 
estimular o uso mais eficiente de energia nas residências, ou por campanhas de 
conscientização para uso racional, ou por políticas de tarifas diferenciadas por horário ou 
faixa de consumo, como as que já existem para o setor industrial. Por fim, o 
desenvolvimento de medidores residenciais de energia mais inteligentes, que 
denunciassem e coibissem fraudes, também poderiam desestimular consumos irregulares 
verificados em áreas de difícil controle. Caso tais medidas, ou equivalentes, não sejam 
cogitadas, sobra, para evitar um novo apagão, o aumento da capacidade instalada, o que, 
além de demandar recursos, demanda tempo de maturação e não contribui para uma 
evolução social em direção à eficiência e uso racional da energia. 

 
Quanto à qualidade do modelo, a regressão apresenta um coeficiente de determinação 

R2 próximo a 1: menos de 4% da variação nas observações não é explicada pelo modelo. O 
erro-padrão da estimativa, calculado para dezesseis graus de liberdade, representa menos 
de 1% do fator de escala. O valor-p do teste F é próximo a zero. Com base nessas 
evidências, é possível considerar significativa a regressão. Para verificar se as premissas 
do modelo são cumpridas, inspecionam-se os resíduos. O ajuste dos resíduos à 
distribuição normal, verificada pelos testes do qui-quadrado e KS, é satisfatória a um 
nível de confiança superior a 95%. A normalidade dos resíduos é confirmada pelo gráfico 
de dispersão [valores preditos X resíduos], cujo R2 é praticamente nulo. Tanto os resíduos 
padronizados como os resíduos de Student se mantiveram em uma faixa de ±2, o teste de 
Durbin-Watson foi positivo e o teste de Pesaran-Pesaran evidenciou que se trata de uma 
amostra de variância constante.  
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Pelos resultados dos testes, é possível concluir que os pressupostos exigidos pelo 
modelo foram atendidos. A Figura 4 apresenta uma comparação entre os valores 
observados e os valores preditos ao longo de vinte trimestres, na qual verifica-se que 
apenas algumas observações centrais se desviaram um pouco mais dos valores preditos. 
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Figura 3: Comparação entre observações e predições 

 
 
Uma observação é pertinente quanto ao universo de dados. Embora houvesse dados de 
janeiro de 1996 a novembro de 2005, julgou-se prudente usar apenas as observações 
entre 1996 e 2000 (não há informações mensais anteriores a 1996). Tomou-se esta 
decisão em virtude da descontinuidade observada a partir de março de 2001, o apagão. A 
descontinuidade foi tamanha que um modelo que tentasse explicá-la faria tantas 
concessões que se tornaria de pouca valia no restante do período (um polinômio de quarto 
grau explicou apenas 60% das variações). Metodologicamente também se perderia a 
oportunidade de se chegar a um modelo replicável caso se insistisse em explicar a 
totalidade dos dados.  
 

Na Figura 5, observam-se séries temporais e retas médias que descrevem o requisito 
de potência elétrica do mercado brasileiro de janeiro de 1996 (x = 1) a março de 2001 e de 
fevereiro de 2002 a novembro de 2005 (x = 119). Na Figura 6, observa-se o 
comportamento anual complexivo, nos últimos vinte anos. Observa-se que, após quatro 
anos, o mercado ainda não voltou ao ritmo de consumo anterior, assumindo até agora um 
comportamento mais econômico. Os coeficientes angulares das retas (132 e 159) são 
próximos e podem sugerir que o crescimento natural do requisito tenha sido retomado. Se 
confirmada a mudança, esta pode ser atribuída a um novo comportamento do 
consumidor e ao lançamento por fabricantes de equipamentos mais eficientes. 
Integrando-se a diferença entre as retas médias das séries temporais de potência chega-se 
a uma estimativa de mais de 130.000 GWh de energia poupados entre fevereiro de 2003 e 
novembro de 2005. 
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Figura 4: Séries temporais antes e depois do apagão [ONS, 2005] 
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Figura 5: Comportamento anual da potência média, de 1985 a 2005 [ONS, 2005] 

 
 
A seguir se discutem aspectos do método de pesquisa e do avanço que se pode esperar. A 
maior contribuição que esta pesquisa talvez possa trazer parece ser metodológica, pois 
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pode servir como sugestão para pesquisas equivalentes tanto na área da energia elétrica 
de regiões brasileiras ou de outras nações, como para outras formas de consumo 
energético.  
 

O método empregado parece ter sido consistente, fácil de implementar e não suscitou 
dúvidas quando da sua aplicação. Os softwares foram de fácil aplicação, não exigindo 
investimentos adicionais em softwares especialistas e chegaram a resultados consistentes 
com as limitações da teoria atual, se bem que não se conseguiu tratar da estocasticidade 
dos regressores. Quanto ao avanço no assunto, entende-se que o ajuste obtido é 
satisfatório e o número de variáveis preditoras é baixo, o que atende premissas de 
precisão e de facilidade operacional. O resultado final parece ser eficaz na previsão de 
longo prazo (um ano ou mais) do requisito de potência do mercado brasileiro. Os 
preditores empregados apresentam um movimento lento, perceptível no longo prazo, 
coerente com o movimento da resposta, sempre crescente. Como não era objetivo de 
pesquisa a obtenção de um modelo para o curto prazo, não há necessidade de indicadores 
que apreendam variações imediatas, tais como as ligadas ao clima. 
 

Uma última discussão acerca dos indicadores utilizados é possível, ao se compararem 
os mesmos com os indicadores usados em Iwamiya e Kermanshahi [2004], que relatam o 
uso de redes neurais para a previsão de longo prazo para o mercado japonês. Os 
pesquisadores usaram como fatores de aprendizado da rede: (1) o produto nacional bruto; 
(2) o produto interno bruto (para o Japão exportador, são muito diferentes); (3) população 
total; (4) número de domicílios; (5) número de equipamentos de ar condicionados; (6) total 
de poluição por CO2; (7) índice de produção industrial; (8) preço de óleo combustível; (9) 
consumo total de energia, incluindo todas as fontes; e (10) preço da eletricidade. Treinada 
previamente e alimentada com os dados do ano T, a rede oferece a previsão para os anos 
[T + i]. Obviamente, quanto maior i, menor a confiabilidade da previsão. Observa-se que 
os fatores de treinamento guardam relação com os indicadores ora empregados, exceção 
feita a (6), (8) e (9), haja vista a dependência do Brasil da energia hídrica, o que torna o 
uso de óleo quase irrelevante. Os fatores (1), (2) e (7) se relacionam ao PIB; (3) e (4) se 
relacionam com a população total; e (5) e (10) se relacionam principalmente com o IDH, 
havendo multicolinearidade entre fatores. Os pesquisadores apontam um erro de 3% para 
o método e comentam que até 10% de erro seria aceitável em previsões de longo prazo 
para o mercado japonês.  
 

O procedimento ora proposto também pode se valer de estimativas para o período T 
dos indicadores, fornecidas por ONS, IBGE e Banco Central do Brasil, e projetar o 
requisito de potência para os períodos [T + i]. À medida que novas observações vão 
surgindo, estas são incorporadas ao procedimento que, de modo recursivo, recalcula e 
robustece o modelo. Recorde-se que o modelo por regressão não-linear por ora atingiu um 
R2 de 96,5%. 
 
 
6.  Conclusões 
 
Por meio de uma abordagem que conectou SSM e regressão não-linear, chegou-se a um 
modelo para o requisito de potência do mercado elétrico brasileiro entre 1995 e 2001. O 
modelo a que se chegou faz mais do que apresentar boas estatísticas de teste: é calcado 
em um desenvolvimento qualitativo, que considerou visões e interesses conflitantes e 
gerou uma figura compartilhada por especialistas no tema.  
 
O desenvolvimento do modelo tomou um tempo mais longo do que o previsto, devido às 
possibilidades de teste oferecidas pela teoria sobre a regressão múltipla. Para novas 
aplicações, pode-se agregar variantes no procedimento, tais como o teste do modelo a 
subconjuntos da amostra original e calcular a variabilidade dos parâmetros da regressão.  
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O ajuste, a facilidade de obtenção dos dados, a operacionalização dos cálculos e a 
parcimônia de preditores obtidos sugerem que é possível desenvolver um modelo não-
linear de regressão múltipla que descreva o requisito de potência elétrica de um sistema 
consumidor. Ressalve-se que esta aplicação contou com um número baixo de observações 
e, por conseqüência, de graus de liberdade para o cálculo dos preditores, devendo-se 
destacar os aspectos metodológicos ora propostos.  
 
A regressão múltipla não é a única técnica multivariada cabível ao caso. Outros 
pesquisadores têm usado redes neurais e lógica neuro-fuzzy. A modelagem por equações 
estruturadas (SEM) também pode ser aplicada, o que oferece um aspecto que a regressão 
múltipla não oferece: a possibilidade de a mesma variável ser ora resposta, ora preditor, 
em circularidade, o que foi observado no modelo deste trabalho. No entanto, a modelagem 
por equações estruturadas não parece ser indicada para o estágio atual da aplicação, pela 
pouca quantidade de dados por ora disponíveis. 
 
Sugere-se como continuidade a inserção de mais aspectos sociais na análise. Pode-se 
inserir no modelo atual mais fatos, tais como a circularidade entre a população e a 
qualidade de vida, uma vez que se observa a tendência de redução no ritmo de aumento 
populacional em sociedades que aumentaram sua qualidade de vida. Finalmente sugere-
se uma investigação comparada das facilidades oferecidas e da nomenclatura empregada 
pelos diversos softwares disponíveis para operacionalização da regressão múltipla, e 
eventual escolha de um deles para replicar o experimento, o que permitirá sobrepujar a 
limitação ora vigente de não se tratarem os regressores como parâmetros estocásticos. 
 
Cabe uma última consideração. Não era objetivo de pesquisa investigar as conseqüências 
do apagão. No entanto chamou a atenção o efeito que este exerceu no mercado 
consumidor. Após a liberação, mesmo que a taxa de crescimento tenha voltado a um valor 
próximo do inicial, o nível de consumo ainda não voltou aos níveis que se deveriam 
esperar se o padrão de consumo anterior fosse mantido. Não foi feita uma investigação 
específica, mas é possível que um aprendizado tenha se dado quanto à conservação de 
energia. Trata-se de um assunto com desdobramentos sociais, haja vista as implicações 
econômicas e ambientais que dai decorrem. A redução do investimento na ampliação do 
sistema pode ser direcionada a outros campos sociais e a redução do consumo implica 
redução no uso do manancial hídrico e na agressão ambiental decorrente 
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Abstract 
 

In this paper we have two main goals. From a theoretical point of view we intend to 
develop an improvement to the DEA variable selection models. It is in the variable 
normalisation step that this improvement takes place. From a practical point of view we 
intend to measure an energetic efficiency of the 27 Brazilian estates. A state achieves this 
efficiency when it has high values of some socio-economic indexes and low level of energy 
consumption. We used the non-parametrical approach of Data Envelopment Analysis 
(CCR and BCC models). We also used the inverted frontier DEA model.  

 
 

Resumo 
 

Este artigo tem duplo objectivo: Do ponto de vista teórico pretende-se mostrar um 
aperfeiçoamento aos métodos de selecção de variáveis em modelos DEA. Este ocorre na 
etapa de normalização das variáveis. Do ponto de vista da aplicação pretende-se medir 
uma eficiência energética dos 27 estados brasileiros. Esta eficiência é obtida quando os 
estados conseguem altos valores nos indicadores socioeconómicos com baixo consumo de 
energia. São usados os modelos DEA clássicos CCR e BCC e os modelos de fronteira 
invertida. 
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Title: Variables selection in DEA applied to an analysis of the electric energy market 
 
 
 

  © 2007 Associação Portuguesa de Investigação Operacional



22 L. Angulo-Meza et al. / Investigação Operacional, 27 (2007) 21-36 
 
1  Introdução 
 
Uma revisão não extensa da literatura mostra que existem estudos para prever e explicar 
o consumo de energia eléctrica. Entretanto, as análises quantitativas para explicar o 
comportamento do mercado nem sempre são adequadas. Por exemplo, Lins et al. (2002) 
propuseram o uso da metodologia de análise condicional de demanda para estimar o 
consumo de energia eléctrica do sector residencial brasileiro, em função dos aparelhos 
usados. Estudos como este obrigam ao conhecimento sobre os hábitos dos consumidores, 
como as quantidades e os tipos de aparelhos eléctricos usados nas residências. Essa 
abordagem necessita de um grande trabalho de campo, como aquele feito pela fonte dos 
dados do artigo citado, qual seja, uma pesquisa realizada pelo Programa Nacional de 
Conservação de Energia Eléctrica. Pesquisas deste tipo nem sempre são viáveis. 
 

O objectivo prático deste estudo é obter uma forma não paramétrica de identificar os 
estados com maior eficiência energética. Isto significa obter bons resultados 
socioeconómicos com baixo consumo de energia eléctrica. Os indicadores 
socioeconómicos usados são Índice de Desenvolvimento Humano – IDH, Índice de 
Potencial de Consumo – IPC, Produto Interno Bruto per capita – PIB per capita. Como 
estes indicadores não são totalmente independentes, pretende-se usar um método de 
selecção de variáveis para determinar os mais adequados a entrar no modelo. O método a 
ser usado deverá ser quantitativo e objectivo, isto é, independente de opiniões do decisor. 
Uma revisão de métodos de selecção de variáveis pode ser vista em Senra (2004) e Senra 
et al. (2007). Neste artigo será proposta uma evolução do ‘Método Multicritério 
Combinatório por Cenários’ (Senra et al., 2007). 
 

Para a construção da fronteira de eficiência, duas ópticas podem ser consideradas. A 
primeira julga como eficiente um estado onde, mesmo com baixos valores dos índices 
socioeconómicos, a empresa consegue vender uma grande quantidade de energia 
eléctrica. Esta é considerada a óptica da empresa (Lins et al., 2007; Senra et al., 2007). 
 

A segunda óptica considera eficiente aquele estado que, mesmo com pequeno 
consumo de energia eléctrica, consegue altos índices socioeconómicos. Esta é a óptica da 
eficiência energética adoptada, entre outros, por Angulo Meza et al. (2006), Chauhan et al. 
(2006), Hu e Kao (2007). No trabalho de Utlu e Hepbasli (2007) é realizada uma análise 
das variáveis no ponto de vista técnico, em que, mais uma vez, a energia consumida deve 
ser a menor possível. Além disso, pode-se encontrar também uma ampla revisão 
bibliográfica de todos os enfoques empregados na avaliação e análise da eficiência no uso 
da energia. 
 

A óptica da eficiência energética pode ser interpretada do ponto de vista ambiental: 
deseja-se obter os melhores índices de desenvolvimento com o menor gasto possível de 
energia e, como consequência, com a menor agressão possível ao meio ambiente. 
 

Devido ao objectivo proposto neste artigo, a óptica aqui usada é a da eficiência 
energética. 
 
 
2  Análise Envoltória de Dados 
 
 
2.1  Generalidades 
 
A abordagem por Análise Envoltória de Dados (Data Envelopment Analysis – DEA) foi 
desenvolvida por Charnes et al. (1978) e usa a programação linear para avaliação de 
medidas de eficiência comparativas de Unidades de Tomada de Decisão (Decision Making 
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Units – DMUs) que utilizam os mesmos recursos (inputs) e geram os mesmos produtos 
(outputs). 
 

Há dois modelos DEA clássicos: CCR e BCC. O modelo CCR (também conhecido por 
CRS ou constant returns to scale), adopta como hipótese retornos constantes de escala 
(Charnes et al., 1978). Em sua formulação matemática considera-se que cada DMU k 
( ) é uma unidade de produção que utiliza n inputs , sk ...1= ikx ni ...1= , para produzir m 
outputs , . jky mj ...1=
 

O modelo DEA CCR maximiza o quociente entre a combinação linear dos outputs e a 
combinação linear dos inputs, com a restrição de que para qualquer DMU esse quociente 
não pode ser maior que 1. Esse problema de programação fraccionária, mediante alguns 
artifícios matemáticos, pode ser linearizado e transformado no Problema de Programação 
Linear (PPL) apresentado em (1), no qual  é a eficiência da DMU o em análise;  e  
são os inputs e outputs da DMU o;  e  são os pesos calculados pelo modelo para 
inputs e outputs, respectivamente. 
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O modelo BCC (Banker et al., 1984), também chamado de VRS (variable returns to 
scale), considera situações de eficiência de produção com variação de escala e não 
assume proporcionalidade entre inputs e outputs. A formulação do modelo BCC usa para 
cada DMU o problema de programação linear (PPL) apresentado em (2). 
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Neste modelo, para a DMU o em análise, a eficiência é dada por ;  representa o 
input i da DMU k;  representa o output j da DMU k;  e  representam os pesos 
dados aos inputs i e aos outputs j, respectivamente;  é um factor de escala (quando 
positivo, indica que a DMU está em região de retornos decrescentes de escala; se negativo, 
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os retornos de escala são crescentes). Se  é igual a 1, a DMU o em análise é 
considerada eficiente. No PPL (2) as variáveis de decisão são ,  e . De forma não 
matemática, no modelo BCC uma DMU é eficiente se, na escala em que opera, é a que 
melhor aproveita os inputs de que dispõe. Já no modelo CCR, uma DMU é eficiente 
quando apresenta o melhor quociente de outputs com relação aos inputs, ou seja, 
aproveita melhor os inputs sem considerar a escala de operação da DMU. 

oh

iv ju oh

 
 
2.2  Fronteira invertida 
 
Os modelos DEA, devido a produzirem avaliações benevolentes, geralmente resultam em 
um grande número de DMUs eficientes. Além disso, devido às características matemáticas 
do modelo BCC, as DMUs que têm o menor valor de um dos inputs ou o maior valor de 
um dos outputs são consideradas eficientes, mesmo que as relações com as demais 
variáveis não sejam as melhores (Ali, 1993). Essas DMUs são chamadas de falsamente 
eficientes ou eficientes à partida.  
 

Existem vários métodos para melhorar a discriminação em modelos DEA (Adler et al., 
2002; Angulo Meza e Lins, 2002; Leta et al., 2005). Um desses métodos, que tem a 
vantagem adicional de eliminar as DMUs falsamente eficientes no modelo BCC, é a 
fronteira invertida. Este tipo de fronteira, baseada na inversão de inputs e outputs, é 
apresentada em Yamada et al. (1994), Entani et al. (2002), Lins et al. (2005). 
 

O uso da fronteira invertida como ferramenta para aumentar a discriminação entre as 
DMUs pode ser visto em Pimenta et al. (2004), Angulo Meza et al. (2005), Leta et al. 
(2005), Soares de Mello et al. (2005, 2006), Gomes et al. (2006). A fronteira invertida com 
este objectivo é utilizada na construção de um índice chamado de índice de eficiência 
composta. Ele é definido como sendo a média aritmética entre a eficiência em relação à 
fronteira DEA convencional (padrão) e o complemento da eficiência em relação à fronteira 
invertida, tal como visto em (3). O uso do complemento justifica-se pelo fato de a fronteira 
invertida gerar uma medida de ineficiência. 
 
 

( )[ ]
2

  1    invertidaeficiênciapadrãoeficiênciacompostaeficiência −+
=  (3) 

 
 

Para se obter um índice em que as unidades eficientes têm o valor de 1, é feita a 
normalização da eficiência composta, ao dividirem-se seus valores pela maior de todas as 
medidas de eficiência compostas.  
 
 
3  Selecção de Variáveis em DEA 
 
Na literatura DEA, pouco tem sido discutido sobre o problema da selecção das variáveis 
usadas na modelação. A grande maioria dos trabalhos publicados traz a abordagem da 
selecção de variáveis segundo a opinião de especialistas ou até mesmo da disponibilidade 
de dados. Thanassoulis (1996) ressaltou que a modificação do conjunto de variáveis 
seleccionadas poderá ter grande impacto no resultado da avaliação. Sendo assim, torna-
se extremamente relevante discutir e comparar métodos de selecção de variáveis em DEA. 
No entanto, antes de apresentar qualquer método deve-se atentar para o que significa 
realmente a selecção de variáveis. 
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Deve-se ter em conta que o facto de uma diferente escolha de variáveis conduzir a 
resultados diferentes não deve ser interpretado como uma fraqueza de DEA. Na verdade, 
escolher variáveis diferentes significa que se pretende levar em conta uma dimensão 
diferente do problema, ou seja, olhar para as DMUs segundo outro ponto de vista. Assim, 
por exemplo, em Soares de Mello et al. (2003) diferentes escolhas dos conjuntos de 
variáveis levaram a 3 diferentes avaliações de empresas aéreas: operacional, de vendas e 
total. A análise prévia de possíveis conjuntos de variáveis é uma etapa fundamental a ser 
feita em conjunto por decisores, especialistas e analistas. Só após esta escolha prévia é 
que faz sentido pensar-se em métodos de selecção.  
 

Caso não seja desejável usar modelos avançados, nem seja possível aumentar o 
número de DMUs, uma das opções é restringir as variáveis que vão entrar no modelo. 
Neste contexto, os métodos de selecção de variáveis devem ser vistos como instrumentos 
de auxílio à decisão, que orientarão a escolha final. Esta não deve ficar presa ao resultado 
de um modelo matemático, por mais sofisticado que seja. Sempre deve ser feita em 
conjunto pelos agentes de decisão, especialistas e analistas, que poderão (ou não) usar 
um método de selecção como ferramenta. 
 

Os próprios métodos de selecção já existentes e o que será aqui proposto permitem 
diferentes graus de intervenção do agente de decisão. Aqueles que exigem pouca ou 
nenhuma informação subjectiva são mais adequados a decisores que estejam em grande 
dúvida e não consigam emitir opiniões. Outros, que exigem alguma escolha, devem ser 
usados por decisores que queiram impor alguma direcção ao método, sem no entanto 
serem capazes sozinhos de realizar uma escolha de variáveis. Em qualquer método usado, 
o decisor deve ser confrontado com o resultado e verificar a sua coerência. Por exemplo, 
deve verificar se não foi omitida nenhuma variável que considere imprescindível, e se há 
relação causal entre todos os pares input-output seleccionados. Pode ainda ser 
recomendável fazer a selecção por mais de um método para comparar resultados e tomar 
a decisão com mais conhecimento do assunto. 
 

Um método de selecção de variáveis foi proposto por Norman e Stoker (1991), no qual 
aliaram a análise de correlação simples à análise envoltória de dados. Os autores 
propuseram um procedimento iterativo que simultaneamente identifica os inputs e 
outputs relevantes e calcula medidas de ineficiência dos planos de operação observados. 
 

Já Golany e Roll (1989) enunciaram-se três estágios do processo de selecção de 
variáveis: (1) ‘Judgmental screening’, (2) ‘Non-DEA quantitative analysis’ e (3) ‘DEA based 
analysis’. O primeiro refere-se à distinção entre variáveis determinantes de eficiência e 
variáveis explicativas de ineficiência, que pode ser resolvida através de análise de 
causalidade. O segundo estágio sugere o uso de análise de regressão para determinar se 
uma variável deve ser input ou output. O terceiro estágio, sugerido por Charnes et al. 
(1978), pode ser usado para identificar as variáveis que deverão ser excluídas, ou seja, 
são aquelas que não agregam eficiência significativa ao modelo.  
 

Em Lins e Moreira (1999) e Lins e Angulo Meza (2000) é proposto um método baseado 
apenas na relação causal entre inputs e outputs. Este método, chamado de ‘I-O Stepwise’, 
não é eficaz para melhorar o poder de discriminação dos modelos DEA, apesar de 
conduzir a modelos com forte relação causal. Em Soares de Mello et al. (2004) é proposto 
um modelo que leva em conta tanto a relação causal (medida pela eficiência média) 
quanto o poder de discriminação (medido pelo número de DMUs na fronteira eficiente), 
denominado ‘Método Multicritério de Selecção de Variáveis em DEA’. Em Senra (2004) e 
Senra et al. (2007) foram apresentados modelos baseados no de Soares de Mello et al. 
(2004), na qual é retirada parte da subjectividade anterior.  
 

Todos estes métodos são baseados na inserção gradativa de variáveis no modelo, 
sendo o ponto de paragem inteiramente arbitrário. Senra (2004) e Senra et al. (2007) 
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consideram que os métodos de inserção gradativa são heurísticas de um método óptimo. 
Este método deve considerar todas as possíveis combinações de outputs e inputs, e 
escolher o conjunto de variáveis com o qual seja obtido o melhor compromisso entre 
relação causal e poder de discriminação. No entanto, este método é, em muitos casos, 
extremamente moroso. 
 

Em Senra et al. (2007) foi proposta uma forma de escolha de variáveis que reduz a 
morosidade do processo. O método chamado ‘Multicritério Combinatório por Cenários’ é 
um método em duas fases. Na primeira fase são construídos cenários que serão 
analisados na segunda. Chama-se ‘cenário da primeira fase’ ao melhor modelo com duas, 
três, quatro etc., variáveis. A segunda fase limita-se à escolha do melhor cenário e 
termina quando todas as variáveis tiverem sido incluídas no modelo.  
 

O método pode ser descrito pelas Figuras 1 e 2, onde SEF é a normalização das 
eficiências médias para cada conjunto de variáveis, e SDIS é a normalização da quantidade 
de DMUs eficientes para cada conjunto de variáveis. As formas de normalização utilizadas 
podem ser vistas em Soares de Mello et al. (2002), Soares de Mello et al. (2004), Senra et 
al. (2007). O indicador S é a média aritmética entre SEF e SDIS. 
 
 

Calcular a eficiência média para possibilidades de input-output inicial

Calcular o número de DMUS na fronteira de eficiência

Normalizar as escalas; calcular SEF e SDIS

Escolher o par inicial (maior S)

Calcular a eficiência média para cada variável acrescentada

Calcular o número de DMUs na fronteira de eficiência

Normalizar as escalas; calcular SEF e SDIS

Calcular a média de  SEF e SDIS; calcular S

Escolher a variável que gere maior S

Calcular a média de  SEF e SDIS; calcular S

 
 

Figura 1: 1ª fase do ‘Método Multicritério Combinatório por Cenários’ de selecção de variáveis 
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Calcular a eficiência média de cada cenário

Calcular o número de DMUS na fronteira de eficiência

Normalizar as escalas; calcular SEF e SDIS

Escolher o melhor cenário (maior S)

Calcular a média de  SEF e SDIS; calcular S

 
 

Figura 2: 2ª fase do ‘Método Multicritério Combinatório por Cenários’ de selecção de variáveis 
 
 

Este modelo, ao contrário de outros modelos da literatura, não impõe um ponto de 
paragem arbitrário. Os modelos que impõem este ponto de paragem são, por sua 
natureza, úteis apenas quando o número de variáveis é grande comparado ao número de 
DMUs. Já este modelo e o modelo que dele será derivado permitem escolher não só as 
variáveis como o número delas a entrar no modelo. Assim, eles podem ser úteis mesmo 
quando há poucas variáveis e muitas DMUs.  
 

Por outro lado, este método tem o grande inconveniente de fazer várias normalizações 
sucessivas com diferentes valores de referência. Esta característica pode fazer com que a 
combinação ideal de variáveis seja examinada, mas não escolhida.  
 

Cabe aqui ainda mencionar o modelo de selecção de variáveis descrito por Wagner e 
Shimshak (2007). Os autores propuseram um procedimento tipo stepwise inverso, que 
envolve a maximização (ou minimização) sequencial da mudança média na eficiência 
conforme variáveis são retiradas do modelo. O algoritmo proposto pelos autores inicia com 
um modelo composto por todas as possíveis variáveis de input e output. O ponto de 
paragem é atingido quando o modelo é reduzido a uma variável de input e uma de output. 
Este é um modelo que só leva em conta o ajuste à fronteira. Ignora, dessa forma, o 
aumento de discriminação. 
 
 
3.1  Método de selecção de variáveis proposto 
 
Para evitar o problema das várias normalizações do método de selecção de variáveis 
‘Multicritério Combinatório por Cenários’, propõe-se neste artigo um método alternativo 
que faz uso de normalização única. O método de normalização usado anteriormente 
considera uma eficiência média normalizada (SEF) que atinge o valor 1 na eficiência 
máxima e zero na eficiência mínima. Já o poder de discriminação normalizado (SDIS) 
apresenta o valor 1 quando há o menor número de DMUs na fronteira e zero para o maior 
número, para cada conjunto de variáveis usado. 
 

Ao contrário do método anterior, a normalização aqui proposta não considera os 
valores máximos e mínimos efectivamente atingidos para a eficiência e o número de 
DMUs na fronteira para cada quantidade de variáveis. Ele leva em conta os valores 
extremos teoricamente alcançáveis. O número de DMUs na fronteira está no intervalo 

 (sendo n o número total de DMUs) e a eficiência média está no intervalo . Para 
obter S
[ n,1 ] )1,0[

EF deve-se levar em conta que quanto maior a eficiência média, maior deve ser o 
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valor dessa variável. Assim, para obter a normalização faz-se 10média eficiênciaSEF = . 
Para obter o SDIS deve-se considerar que quanto maior o número de DMUs na fronteira, 

menor é o valor da variável. Desta forma, para a sua normalização faz-se 
1

10SDIS −
−

=
n

Nn  , 

onde n é o número total de DMUs e N é o número de DMUs na fronteira.  
 

Esta normalização pode ser usada em cada etapa do método para escolher a próxima 
variável a ser inserida, ou, caso o número de variáveis não seja grande, calculada para 
todas as combinações possíveis de inputs e outputs. O conjunto final de variáveis a ser 
escolhido é aquele que apresentar o maior índice DISEF SSS += , que é uma medida de 
compromisso entre o bom ajuste à fronteira e a boa discriminação do modelo. 
 
 
4  Modelação e Resultados 
 
Para avaliação do uso da energia eléctrica no Brasil foram seleccionados como DMUs os 
27 estados brasileiros. Como possíveis variáveis a serem escolhidas no modelo final tem-
se: Consumo Residencial per capita (medido em GWh/habitante); Produto Interno Bruto 
(PIB) estadual (medido em US$/habitante, ponderado pelo poder de compra); Índice de 
Potencial de Consumo (IPC – índice adimensional); Índice de Desenvolvimento Humano 
(IDH – índice adimensional). Dado o enfoque de eficiência energética já mencionado 
previamente, o consumo é um input e as demais variáveis são candidatas a outputs, em 
uma abordagem semelhante às de Angulo Meza et al. (2006), Chauhan et al., (2006), Hu e 
Kao (2007). 
 

Os dados relacionados ao consumo de energia eléctrica foram obtidos do Ministério de 
Minas e Energia do Brasil. O IDH e o PIB foram obtidos do Instituto de Pesquisas 
Económicas e Aplicadas do país e o IPC da publicação nacional Gazeta Mercantil. Todos 
os dados referem-se ao ano de 1996. 
 

O IPC, desenvolvido pela Federação do Comércio do Estado de São Paulo em parceria 
com a Fundação Getúlio Vargas, mostra o perfil de consumo mensal das famílias 
brasileiras (Borges, 2004). Esse índice considera faixas de renda, gastos (que incluem 
impostos e tarifas públicas, além dos itens habituais de consumo) e variáveis 
socioeconómicas. 
 

O conceito de desenvolvimento humano é a base do IDH e parte do pressuposto de 
que para aferir o avanço de uma população não se deve considerar apenas a dimensão 
económica, mas também outras características sociais, culturais e políticas que 
influenciam a qualidade da vida humana (Programa das Nações Unidas para o 
Desenvolvimento, 2004). Além de computar o PIB per capita, o IDH também considera os 
componentes longevidade e educação. O primeiro utiliza números de expectativa de vida 
ao nascer; o segundo é avaliado pelo índice de analfabetismo e pela taxa de matrícula em 
todos os níveis de ensino. Essas três dimensões têm a mesma importância na composição 
do índice, que varia de zero a um. 
 

O PIB para cada estado é calculado a partir de estatísticas sobre o valor anual da 
produção, consumo intermediário e valor adicionado de cada actividade económica. A 
metodologia de cálculo pode ser encontrada em Instituto Brasileiro de Geografia e 
Estatística (2002). É importante destacar que tanto o Consumo Residencial quanto o PIB 
foram divididos pela população para normalizar as variáveis. 
 

Foi usado o método proposto neste artigo e descrito na secção anterior para selecção 
de variáveis, chamado de ‘Método Compensatório de Normalização Única’. Devido ao 
pequeno número de variáveis iniciais foram testadas todas as combinações possíveis, o 
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que caracteriza o Método Total (Senra, 2004; Senra et al., 2007). Os dados usados 
encontram-se na Tabela 1. 
 
 

Tabela 1: Dados socioeconómicos e de consumo residencial de energia eléctrica por estado 
brasileiro 

 
Input Outputs 

DMU Consumo residencial per 
capita (GWh/hab x 10-4) 

PIB 
(U$/hab.) IPC IDH 

Acre 2,404 5.741 0,200 0,754 
Alagoas 2,090 2.496 0,950 0,538 
Amapá 3,131 5.370 0,170 0,786 

Amazonas 2,739 5.718 1,170 0,775 
Bahia 1,940 3.677 4,770 0,655 
Ceará 1,998 2.667 2,400 0,590 

Distrito Federal 5,692 14.854 2,230 0,869 
Espírito Santo 4,222 6.251 1,450 0,836 

Goiás 3,694 5.238 2,600 0,786 
Maranhão 1,359 2.158 1,350 0,547 

Mato Grosso 3,747 5.003 1,200 0,767 
Mato Grosso do Sul 4,269 6.410 1,230 0,848 

Minas Gerais 3,778 5.968 8,510 0,823 
Pará 1,850 4.268 2,240 0,703 

Paraíba 1,984 2.438 1,100 0,557 
Paraná 4,074 6.485 5,620 0,847 

Pernambuco 2,681 3.213 3,450 0,615 
Piauí 1,714 2.004 0,750 0,534 

Rio de Janeiro 6,196 8.653 11,630 0,844 
Rio Grande do Norte 2,375 4.083 1,030 0,668 
Rio Grande do Sul 4,520 7.395 7,080 0,869 

Rondônia 2,816 6.448 0,580 0,820 
Roraima 3,023 6.231 0,130 0,818 

Santa Catarina 4,541 6.519 3,060 0,863 
São Paulo 6,415 10.536 34,070 0,868 
Sergipe 2,383 5.122 0,660 0,731 

Tocantins 1,818 1.575 0,390 0,587 
 
 

Foi usado o modelo CCR e, posteriormente, o modelo BCC, ambos orientados a input 
(modelos (1) e (2), respectivamente), o que caracteriza a eficiência energética do ponto de 
vista ambiental mencionado anteriormente. Isto significa que o objectivo é diminuir o 
consumo de energia eléctrica per capita, enquanto são mantidos os outros índices. 
 

Os resultados para a selecção de variáveis com o uso do modelo CCR orientado a input 
são apresentados na Tabela 2. Verifica-se que o maior índice S, 16,8050, é obtido com o 
uso de três variáveis, Consumo per capita, PIB e IDH. No entanto, é interessante verificar 
que a substituição da variável IDH pela variável IPC fornece um índice S, 16,5090, muito 
próximo ao do modelo anterior. É importante notar que existe uma certa redundância no 
uso dos índices IDH e PIB, já que este é um componente do primeiro. Assim, pode ser 
vantajoso considerar um modelo com um índice S mais baixo, mas que evite a 
redundância das duas variáveis no modelo DEA. 
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Tabela 2: Selecção de variáveis com o ‘Método Compensatório de Normalização Única’ e modelo 
DEA CCR 

 

DMU Consumo 
e PIB 

Consumo 
e IPC 

Consumo 
e IDH 

Consumo, 
PIB e IPC 

Consumo, 
PIB e IDH 

Consumo, 
IPC e IDH 

Consumo, 
PIB, IDH e 

IPC 
Acre 0,9150 0,0157 0,7789 0,9150 0,9974 0,7789 0,9974 

Alagoas 0,4576 0,0856 0,6393 0,4777 0,6517 0,6393 0,6517 
Amapá 0,6572 0,0102 0,6234 0,6572 0,7285 0,6234 0,7285 

Amazonas 0,8001 0,0804 0,7029 0,8084 0,8763 0,7029 0,8763 
Bahia 0,7263 0,4630 0,8385 0,8854 0,8778 1,0000 1,0000 
Ceará 0,5115 0,2262 0,7334 0,5848 0,7452 0,7803 0,7806 

Distrito Federal 1,0000 0,0738 0,3792 1,0000 1,0000 0,3807 1,0000 
Espírito Santo 0,5673 0,0647 0,4918 0,5762 0,6201 0,4918 0,6201 

Goiás 0,5434 0,1325 0,5285 0,5793 0,6049 0,5463 0,6072 
Maranhão 0,6087 0,1871 1,0000 0,6640 1,0000 1,0000 1,0000 

Mato Grosso 0,5117 0,0603 0,5084 0,5205 0,5716 0,5084 0,5716 
Mato Grosso do Sul 0,5754 0,0543 0,4933 0,5799 0,6278 0,4933 0,6278 

Minas Gerais 0,6054 0,4241 0,5411 0,7529 0,6648 0,7375 0,7781 
Pará 0,8840 0,2280 0,9437 0,9473 1,0000 0,9708 1,0000 

Paraíba 0,4708 0,1044 0,6971 0,4979 0,7056 0,6971 0,7056 
Paraná 0,6100 0,2597 0,5164 0,6935 0,6643 0,6024 0,7169 

Pernambuco 0,4592 0,2423 0,5697 0,5402 0,5902 0,6413 0,6431 
Piauí 0,4480 0,0824 0,7737 0,4672 0,7737 0,7737 0,7737 

Rio de Janeiro 0,5352 0,3534 0,3383 0,6572 0,5610 0,5261 0,6664 
Rio Grande do Norte 0,6588 0,0817 0,6986 0,6717 0,7444 0,6986 0,7444 
Rio Grande do Sul 0,6270 0,2950 0,4775 0,7237 0,6727 0,5925 0,7428 

Rondônia 0,8774 0,0388 0,7232 0,8774 0,9519 0,7232 0,9519 
Roraima 0,7898 0,0081 0,6720 0,7898 0,8608 0,6720 0,8608 

Santa Catarina 0,5501 0,1269 0,4720 0,5836 0,6003 0,4923 0,6063 
São Paulo 0,6294 1,0000 0,3361 1,0000 0,6480 1,0000 1,0000 
Sergipe 0,8238 0,0522 0,7620 0,8238 0,9095 0,7620 0,9095 

Tocantins 0,3320 0,0404 0,8020 0,3382 0,8020 0,8020 0,8020 
Eficiência média 0,6361 0,1774 0,6311 0,6894 0,7574 0,6903 0,7912 

N.º DMUs eficientes 1 1 1 2 3 3 5 
SEFF 6,3611 1,7744 6,3114 6,8936 7,5742 6,9025 7,9120 
SDIS 10,0000 10,0000 10,0000 9,6154 9,2308 9,2308 8,4615 
S 16,3611 11,7744 16,3114 16,5090 16,8050 16,1333 16,3736 

 
 

Apesar de não existirem mais efeitos de escala devido ao uso de variáveis per capita, 
foi testado o modelo BCC pelo facto de propiciar um envelopamento mais completo, sem a 
exigência de proporcionalidade entre inputs e outputs. Os resultados do modelo BCC 
orientado a input são apresentados na Tabela 3. Pode-se notar que, para o modelo BCC, o 
melhor resultado foi obtido para um modelo com duas variáveis, Consumo Residencial 
per capita e IDH, com um índice S de 17,0250.  
 

Este modelo de apenas de um input e um output apresenta a vantagem de evitar a 
redundância mencionada no modelo CCR, ou seja, considerar apenas PIB quando 
incluído no IDH sem o uso explícito. Além disso, a escolha de variáveis do modelo BCC 
coincidiu com a opinião de especialistas do sector eléctrico que foram ouvidos. Por estes 
motivos, conclui-se então que, neste caso, o modelo BCC é preferível ao modelo CCR. 
 

Maranhão é eficiente por ser o estado que apresenta menor consumo de energia 
residencial per capita. No entanto, por ser eficiente também no modelo CCR (tanto a que 
considera as mesmas duas variáveis, quanto no que foi escolhido pelo método de selecção 
de variáveis) ela é verdadeiramente eficiente.  
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O estado de Rio Grande do Sul apresenta o maior IDH. Observa-se na Tabela 3 que no 
modelo DEA em que seja desconsiderada essa variável, Rio Grande do Sul passa a ser 
ineficiente. Portanto, esta DMU deve ser considerada como falsa eficiente.  
 
 

Tabela 3: Selecção de variáveis com o ‘Método Compensatório de Normalização Única’ e modelo 
DEA BCC 

 

DMU Consumo 
e PIB 

Consumo 
e IPC 

Consumo 
e IDH 

Consumo, 
PIB e IPC 

Consumo, 
PIB e IDH 

Consumo, 
IPC e IDH 

Consumo, 
PIB, IDH e 

IPC 
Acre 0,9919 0,5651 0,9447 0,9919 1,0000 0,9447 1,0000 

Alagoas 0,6876 0,6500 0,6500 0,6876 0,6876 0,6500 0,6876 
Amapá 0,7186 0,4339 0,8097 0,7186 0,8097 0,8097 0,8097 

Amazonas 0,8678 0,4961 0,8927 0,8678 0,9027 0,8927 0,9049 
Bahia 0,8827 0,9727 0,8757 1,0000 0,8827 1,0000 1,0000 
Ceará 0,7393 0,7612 0,7478 0,7735 0,7478 0,7824 0,7824 

Distrito Federal 1,0000 0,2626 0,7940 1,0000 1,0000 0,7940 1,0000 
Espírito Santo 0,6087 0,3254 0,7987 0,6087 0,7987 0,7987 0,7987 

Goiás 0,5962 0,4201 0,6864 0,6032 0,6864 0,7254 0,7254 
Maranhão 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 

Mato Grosso 0,5650 0,3626 0,6348 0,5650 0,6348 0,6348 0,6348 
Mato Grosso do Sul 0,6155 0,3182 0,8876 0,6155 0,8876 0,8876 0,8876 

Minas Gerais 0,6531 0,6525 0,7730 0,7725 0,7730 0,9498 0,9498 
Pará 1,0000 0,8086 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 

Paraíba 0,7175 0,6846 0,7005 0,7175 0,7175 0,7005 0,7175 
Paraná 0,6516 0,4954 0,9217 0,7114 0,9217 0,9471 0,9471 

Pernambuco 0,5984 0,6278 0,5866 0,6489 0,5984 0,6416 0,6489 
Piauí 0,7925 0,7925 0,7925 0,7925 0,7925 0,7925 0,7925 

Rio de Janeiro 0,5555 0,4757 0,5892 0,6645 0,6333 0,6795 0,7047 
Rio Grande do Norte 0,7609 0,5721 0,7326 0,7609 0,7609 0,7326 0,7609 
Rio Grande do Sul 0,6605 0,4965 1,0000 0,7375 1,0000 1,0000 1,0000 

Rondônia 0,9379 0,4824 1,0000 0,9379 1,0000 1,0000 1,0000 
Roraima 0,8476 0,4494 0,9260 0,8476 0,9260 0,9260 0,9260 

Santa Catarina 0,5873 0,3574 0,9493 0,6003 0,9493 0,9493 0,9493 
São Paulo 0,6430 1,0000 0,6991 1,0000 0,7766 1,0000 1,0000 
Sergipe 0,9066 0,5702 0,8735 0,9066 0,9109 0,8735 0,9109 

Tocantins 0,7474 0,7474 0,8167 0,7474 0,8167 0,8167 0,8167 
Eficiência média 0,7531 0,5845 0,8179 0,7881 0,8376 0,8492 0,8650 

N.º DMUs eficientes 3 2 4 5 6 6 8 
SEFF 7,5307 5,8445 8,1788 7,8805 8,3759 8,4923 8,6502 
SDIS 9,2308 9,6154 8,8462 8,4615 8,0769 8,0769 7,3077 
S 16,7615 15,4598 17,0250 16,3420 16,4528 16,5692 15,9579 

 
 

Na Tabela 4 apresenta-se o índice de eficiência com a aplicação da fronteira invertida 
para o modelo composto das variáveis Consumo e IDH, obtida pelo software SIAD (Angulo 
Meza et al., 2005). É interessante ressaltar que esta fronteira corresponde, no presente 
caso, à óptica da empresa fornecedora de energia eléctrica, tal como mencionado na 
secção 1. Este índice permite ordenar as DMUs e evitar alguns dos problemas clássicos de 
DEA, como DMUs eficientes ao considerar apenas um conjunto restrito de variáveis e 
DMUs eficientes à partida. 
 

Tal como pode-se observar, os estados com melhor índice estão situados na região 
amazónica. Isso pode ser explicado pelo facto de existir um grande número de 
comunidades isoladas, as quais ou não usam energia eléctrica ou geram a sua própria 
energia sem recorrer às empresas distribuidoras.  
 



32 L. Angulo-Meza et al. / Investigação Operacional, 27 (2007) 21-36 
 

Tabela 4: Resultados que consideram a fronteira invertida 
 

DMU Eficiência BCC 
padrão 

Eficiência BCC 
invertida 

Índice composto 
normalizado 

Acre 0,9447 0,7446 0,9391 
Alagoas 0,6500 1,0000 0,5086 
Amapá 0,8097 0,7832 0,8033 

Amazonas 0,8927 0,7565 0,8890 
Bahia 0,8757 0,8189 0,8269 
Ceará 0,7478 0,9102 0,6554 

Distrito Federal 0,7940 0,9280 0,6777 
Espírito Santo 0,7987 0,8336 0,7552 

Goiás 0,6864 0,8365 0,6650 
Maranhão 1,0000 0,9762 0,8011 

Mato Grosso 0,6348 0,8624 0,6044 
Mato Grosso do Sul 0,8876 0,8260 0,8308 

Minas Gerais 0,7730 0,8065 0,7563 
Pará 1,0000 0,7617 0,9690 

Paraíba 0,7005 0,9639 0,5764 
Paraná 0,9217 0,8097 0,8701 

Pernambuco 0,5866 0,9464 0,5010 
Piauí 0,7925 1,0000 0,6202 

Rio de Janeiro 0,5892 1,0000 0,4610 
Rio Grande do Norte 0,7326 0,8371 0,7007 
Rio Grande do Sul 1,0000 0,8275 0,9175 

Rondônia 1,0000 0,7221 1,0000 
Roraima 0,9260 0,7427 0,9260 

Santa Catarina 0,9493 0,8351 0,8719 
São Paulo 0,6991 1,0000 0,5471 
Sergipe 0,8735 0,7658 0,8668 

Tocantins 0,8167 0,9116 0,7083 
 
 

Na Figura 3 pode-se observar a representação gráfica das duas fronteiras. A região 
compreendida entre as duas forma a região onde é possível uma DMU estar situada e 
serve para estimar intervalos de variação do consumo residencial dado o IDH, ou vice-
versa.  
 

A análise visual da Figura 3 mostra que as DMUs estão bem próximas à fronteira 
eficiente, sendo esta constituída por um número pequeno de DMUs, o que caracteriza que 
o método cumpriu com seus dois objectivos (máxima discriminação e mínimo número de 
DMUs eficientes na fronteira). No entanto, existe pouca aderência à fronteira invertida, já 
que o método selecção de variáveis considera apenas a fronteira padrão.  
 

Caso deseje-se usar uma óptica inversa (óptica da empresa), o consumo passa a ser 
considerado um output e os três índices considerados como inputs, tal como ser observado 
na Figura 4. Ao aplicar-se o mesmo método de selecção de variáveis para este caso com o 
modelo BCC, foram seleccionadas as variáveis PIB e Consumo per capita.  
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Figura 3: Fronteira DEA BCC e fronteira DEA BCC invertida para o caso investigado 
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Figura 4: Fronteira DEA BCC e fronteira DEA BCC invertida para a óptica do empresário 
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4  Conclusões 
 
Uma análise geral do método de selecção de variáveis, com o uso dos modelos CCR e 
BCC, mostra que em nenhum deles a variável IPC foi seleccionada. Ou seja, os outros 
índices usados são mais úteis para explicar o consumo do que o índice criado com esse 
fim.  
 

Salienta-se o facto de os estados de região amazónica terem um bom desempenho 
segundo o índice composto. Uma possível explicação é o uso de geradores individuais que 
não entram no cálculo do consumo residencial de energia eléctrica, além da deficiente 
rede de energia eléctrica da região, que obriga o uso de outras fontes de energia.  
 

Quanto ao objectivo do método de selecção de variáveis, a análise visual da Figura 3 
mostra que as DMUs estão bem próximas à fronteira eficiente, sendo esta constituída por 
um número pequeno de DMUs, o que caracteriza que o método cumpriu com seus dois 
objectivos (máxima discriminação e mínimo número de DMUs eficientes na fronteira). A 
Figura 4 mostra a óptica do empresário, onde pode ser observado um melhor ajuste à 
fronteira. 
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Abstract 
 

This paper focuses on the optimal scheduling of hydro power systems. A new 
methodology based on nonlinear optimisation is proposed for solving the problem 
considering the head change effect. The numerical results obtained for a case study 
illustrate the behaviour of the new methodology proposed. 

 
 

Resumo 
 

Neste artigo é enunciado e descrito o problema de optimização da exploração de 
recursos hídricos. Uma nova metodologia baseada em optimização não linear é proposta 
para a resolução deste problema tendo em consideração o efeito de queda. Apresentam-se 
os resultados numéricos obtidos para um caso de estudo e conclui-se sobre o 
desempenho da nova metodologia proposta. 
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1  Introdução 
 
O sistema electroprodutor nacional é caracterizado actualmente por uma acentuada 
dependência externa dos combustíveis fósseis e por uma elevada intensidade energética 
do Produto Interno Bruto, que traduz a quantidade de energia necessária para produzir 
riqueza. Esta intensidade para Portugal, sendo uma das mais elevadas na União 
Europeia, resulta não só de um problema estrutural da economia nacional, mas também 
da menor eficiência de exploração do sistema electroprodutor nacional no que respeita 
aos recursos endógenos e renováveis, como por exemplo, os recursos hídricos. Assim, a 
promoção da eficiência energética e das energias renováveis constitui uma importante 
contribuição para a descarbonização da economia nacional (Catalão, 2006). 
 

A componente hídrica assume relevo na produção anual de energia eléctrica, quer 
pela potência já instalada, quer pelo potencial ainda por aproveitar, embora a sua 
contribuição varie de anos húmidos para anos secos de acordo com a maior ou menor 
pluviosidade. Atendendo à evolução típica do diagrama de cargas ao longo do dia, os 
recursos hídricos têm a vantagem de poder responder prontamente a solicitações de 
potência, visto que, o armazenamento de energia sob a forma potencial constitui uma 
reserva estratégica de utilização praticamente imediata. Pelo que, os recursos hídricos 
desempenham um papel fundamental para o sistema electroprodutor nacional, aliando 
segurança, fiabilidade e economia de produção, apresentando ainda uma elevada 
flexibilidade de operação. 

 
Os aproveitamentos hidroeléctricos podem ser classificados de acordo com a potência 

instalada, atendendo ao Decreto-Lei n.º 189/88, em: 
• Mini-hídricas, de potência instalada inferior a 10 MW; 
• Grandes aproveitamentos hidroeléctricos, de potência instalada superior a 10 MW. 
 
Ainda, os grandes aproveitamentos hidroeléctricos podem ser classificados de acordo 

com a capacidade de armazenamento em: 
• Aproveitamentos a fio de água — apresentam uma capacidade de armazenamento 

reduzida, aproveitando a energia do caudal afluente; 
• Aproveitamentos de albufeira — armazenam o caudal afluente para utilização em 

condições mais vantajosas. Alguns destes aproveitamentos possuem capacidade 
de bombagem, podendo funcionar como turbina gerando energia eléctrica, ou 
podendo funcionar como bomba voltando a repor água na albufeira. 

 
Nos aproveitamentos a fio de água a capacidade de armazenamento e a altura de 

queda são reduzidas. O tempo de vazamento, i.e., o tempo que levaria um reservatório a 
atingir o nível mínimo de água partindo do nível máximo de água e sem afluência hídrica, 
é de apenas algumas horas. Devido ao reduzido volume de água nestes reservatórios, a 
altura de queda pode variar significativamente, tornando a eficiência de exploração 
sensível à altura de queda: efeito de queda. Em Portugal, essa é a situação por exemplo 
no rio Douro, cujos aproveitamentos contribuem de forma relevante para a produção de 
energia eléctrica, dispondo no seu conjunto de uma potência instalada que é cerca de 
metade da potência total do sistema hidroeléctrico nacional. 

 
O efeito de queda é um problema complexo e relevante na optimização da exploração 

de recursos hídricos. Tipicamente, considera-se que os recursos hídricos operam em 
condições estacionárias com altura de queda constante, sendo assumindo que a potência 
entregue é representada por uma função afim do caudal de água turbinado. Contudo, nos 
aproveitamentos a fio de água a potência entregue tem que ser considerada como uma 
função não só do caudal de água turbinado, mas também da altura de queda. 
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Assim, para aproveitamentos a fio-de-água é necessário considerar matematicamente 
o efeito de queda ao nível da função objectivo, e não só a nível contabilístico com 
actualizações de potência para a altura de queda realmente obtida. O problema do efeito 
de queda na optimização é ainda mais agudizado pelo aumento da potência instalada, 
quer de produção, quer de bombagem. O volume de água nos reservatórios mantém-se, as 
capacidades de turbinar e de bombear aumentam, logo o efeito de queda pode ser mais 
acentuado. 

 
A programação dinâmica foi uma das primeiras metodologias utilizadas para a 

resolução do problema de optimização da exploração de recursos hídricos (Amado and 
Ribeiro, 1987). A utilização da programação dinâmica para a resolução do problema 
permite obter a solução óptima. Contudo, a maldição da dimensionalidade implica que a 
sua utilização só seja possível para problemas de dimensão reduzida. 

 
A programação linear em rede (Hreinsson, 1988; Piekutowski et al., 1994; Wood and 

Wollenberg, 1996) foi proposta como alternativa à programação dinâmica, tendo 
despertado interesse nos investigadores pelo facto de uma cascata hídrica ter uma 
estrutura que pode ser matematicamente modelada por uma rede de fluxos, o que torna 
esta alternativa apropriada ao problema de optimização da exploração de recursos 
hídricos. A programação linear em rede acomoda facilmente várias restrições, tais como, o 
balanço da água para cada reservatório, limites mínimos e máximos do volume de água 
nos reservatórios, e tempo de trânsito hídrico. A programação linear em rede proporciona 
códigos eficientes e robustos, comercializados e facilmente à disposição dos utilizadores. 
Contudo, a programação linear em rede apresenta a desvantagem de não permitir a 
consideração correcta das curvas características de potência entregue versus caudal de 
água turbinado para as centrais hídricas, tipicamente curvas não lineares e não 
convexas. 

 
Mais recentemente, a metodologia baseada em optimização linear inteira-mista foi 

utilizada para a resolução do problema de optimização da exploração de recursos hídricos 
(Chang et al., 2001; Conejo et al., 2002; Guan et al., 1999; Nilsson and Sjelvgren, 1999), 
usufruindo das vantagens da programação linear em rede e, simultaneamente, 
permitindo considerar a existência de zonas proibidas, i.e., valores de potência para os 
quais não se pode manter a turbina hídrica em funcionamento. Contudo, a discretização 
das curvas características de potência entregue versus caudal de água turbinado, 
utilizada nesta metodologia para considerar as variações da altura de queda, requer um 
incremento significativo na capacidade de memória e no tempo de computação. 

 
Metodologias baseadas em inteligência artificial, nomeadamente redes neuronais 

artificiais (Liang and Hsu, 1996; Naresh and Sharma, 2002) e algoritmos genéticos (Cau 
and Kaye, 2002; Chen and Chang, 1996), foram também utilizadas para a resolução do 
problema de optimização da exploração de recursos hídricos. Embora estas metodologias 
se apresentem como prometedoras para a resolução deste problema, apenas podem ser 
encontradas soluções sub-óptimas devido às heurísticas utilizadas no processo de 
decisão, para além da desvantagem do elevado tempo de computação. 

 
A evolução tecnológica no final da década de noventa, ao nível da capacidade de 

cálculo dos computadores e do desempenho dos solvers, motivou a utilização de 
metodologias baseadas em optimização não linear para a resolução do problema de 
optimização da exploração de recursos hídricos (Ni et al., 1999; Pursimo et al., 1998). As 
metodologias baseadas em optimização não linear permitem uma representação mais 
aproximada e fidedigna da realidade, comparativamente à programação linear em rede, 
apresentando hoje em dia tempos de computação aceitáveis (Catalão et al., 2006; Mariano 
et al., 2006). 
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Neste artigo é enunciado e descrito o problema de optimização da exploração de 
recursos hídricos. Uma nova metodologia baseada em optimização não linear é proposta 
para a resolução deste problema tendo em consideração o efeito de queda. Apresentam-se 
os resultados numéricos obtidos para um caso de estudo e conclui-se sobre o 
desempenho da nova metodologia proposta. 
 
 
2  Formulação do Problema 
 
A notação usada neste artigo para a formulação do problema é apresentada 
seguidamente: 

•   — índice da hora; k
•  — índice do reservatório; j
•  — índice do reservatório a montante da central j; )( jf
•  — índice do reservatório a jusante da central j; )( jt
• K   — número total de horas; 
• J   — número total de reservatórios; 
• kλ   — preço da energia eléctrica na hora k; 
•   — potência entregue pela central j na hora k; kjp
•  — volume de água no reservatório j no final da hora k; kjv

•  — volume mínimo de água no reservatório j; min
jv

•  — volume máximo de água no reservatório j; max
jv

•  — volume inicial de água no reservatório j; 0jv
•  — volume final de água no reservatório j; Kjv
•  — afluência ao reservatório j na hora k; kja
•  — caudal de água turbinado proveniente do reservatório j na hora k; kjq

•  — caudal mínimo de água turbinado proveniente do reservatório j; min
jq

•  — caudal máximo de água turbinado proveniente do reservatório j na hora 
k; 

max
kjq

•  — tempo que o caudal de água turbinado demora desde o reservatório y 
até ao reservatório j, em número de horas; 

q
jyτ

•  — caudal de água descarregado pelo reservatório j na hora k; kjs

•  — tempo que o caudal de água descarregado demora desde o reservatório 
y até ao reservatório j, em número de horas; 

s
jyτ

• kjη  — eficiência de exploração associada à central j na hora k; 

•  — eficiência mínima de exploração associada à central j; min
jη

•  — eficiência máxima de exploração associada à central j; max
jη

•  — altura de queda entre o reservatório j e o reservatório imediatamente a 
jusante, na hora k; 

kjh

•  — altura mínima de queda entre o reservatório j e o reservatório 
imediatamente a jusante; 

min
jh

•  — altura máxima de queda entre o reservatório j e o reservatório 
imediatamente a jusante; 

max
jh

•  — nível de água no reservatório j, em relação ao mar, na hora k; kjl
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•  — nível mínimo de água no reservatório j, em relação ao mar; min
jl

•  — nível máximo de água no reservatório j, em relação ao mar; max
jl

• jΨ  — função que determina o valor económico futuro da água armazenada no 
reservatório j; 

• z  — vector das variáveis de fluxo; 
•  — vector dos limites mínimos associados às variáveis de fluxo; minz

•  — vector dos limites máximos associados às variáveis de fluxo; maxz

•  — vector dos limites mínimos para as restrições; minb

•  — vector dos limites máximos para as restrições; maxb
• H  — matriz Hessiana; 
• A  — matriz dos coeficientes das restrições; 
•  — Conjunto de reservatórios imediatamente a montante do reservatório j. jY
 
O problema de optimização da exploração de recursos hídricos visa determinar os 

níveis de utilização para cada reservatório da cascata, durante o horizonte temporal 
considerado, atendendo à disponibilidade de água e às restrições físicas e operacionais de 
cada recurso. A forma de resolução deste problema consiste na maximização do valor 
económico da produção hidroeléctrica durante o horizonte temporal de uma semana, 
subdividido em períodos de uma hora. 

 
O problema de optimização da exploração de recursos hídricos corresponde neste 

artigo a um problema de optimização não linear. A função objectivo a ser maximizada é 
dada por: 

  (1) )(
111
∑∑∑
===

+=
J

j
Kjj

K

k
kjk

J

j

vpF Ψλ

A função objectivo em (1) é composta por dois termos. O primeiro termo representa o 
lucro total auferido com a exploração dos recursos envolvidos no planeamento. O segundo 
termo representa o valor económico que a água armazenada nos reservatórios tem para a 
exploração futura, sendo este valor fornecido pelo planeamento de médio prazo. 

 
O problema de optimização da exploração de recursos hídricos é sujeito a restrições de 

igualdade e restrições de desigualdade ou limites nas variáveis. As seguintes restrições 
descrevem as limitações de exploração associadas aos recursos: 

      kjkj
y

kykykjkjkj sqsqavv
j

s
jy

q
jy

−−+++= ∑
∈

−−−
Y

)( ττ ,,1, Jj ∈       (2) Kk ∈

 )( kjkjkjkj hqp η=      Jj ∈      Kk ∈  (3) 

 )()( )()()()( kjtkjtkjfkjfkj vlvlh −=      Jj ∈      Kk ∈  (4) 

      maxmin
jkjj vvv ≤≤ Jj ∈      Kk ∈  (5) 

      )(maxmin
kjkjkjj hqqq ≤≤ Jj ∈      Kk ∈  (6) 

      0kjs ≥ Jj ∈      Kk ∈  (7) 
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Em (2) é apresentada a equação do balanço da água para cada reservatório. O volume 
de água contido num determinado reservatório da cascata depende, quer da afluência a 
esse reservatório, quer do volume de água utilizado na conversão energética ou 
descarregado por esse reservatório, e ainda depende do volume de água proveniente dos 
reservatórios imediatamente a montante. Assim, os volumes de água são 
interdependentes devido à configuração física dos trânsitos hídricos na cascata, i.e., uma 
vez tomadas quaisquer decisões envolvendo um determinado reservatório, estas decisões 
vão influenciar, naquela hora e nas horas seguintes, as decisões posteriores, quer neste 
reservatório, quer em outros reservatórios a montante e a jusante deste. Esta 
interdependência entre os volumes de água obriga à utilização de restrições sobre uma 
estrutura que pode ser matematicamente modelada por uma rede de fluxos (Ferreira et 
al., 1989). A diferença entre o tempo que o caudal de água turbinado e o caudal de água 
descarregado demora entre dois reservatórios poderá ser considerável quando existe 
conduta forçada entre reservatórios para o trânsito do caudal de água turbinado, sendo 
normalmente o caudal de água descarregado para o leito do rio. O tempo de trânsito 
hídrico é considerado apenas no caso da duração desse trânsito hídrico ser significativa 
relativamente ao intervalo de tempo estabelecido para um período do horizonte temporal. 

 
Em (3) a potência entregue  é considerada uma função do caudal de água 

turbinado  e da eficiência de exploração 
kjp

kjq kjη , que depende da altura de queda  
entre o reservatório a montante, donde provém a água para a central, e o reservatório a 
jusante, para onde é enviada posteriormente a água, da central. 

kjh

 
Em (4) a altura de queda é considerada uma função do nível de água nos reservatórios 

a montante  e a jusante  da central, que dependem do volume de água nos 
reservatórios respectivos. 

kjfl )( kjtl )(

 
Em (5) impõem-se limites mínimos  e máximos  para o volume de água em 

cada reservatório j. 

min
jv max

jv

 
Em (6) impõem-se também limites mínimos e máximos para o caudal de água 

turbinado. O caudal mínimo de água turbinado  é considerado nulo neste artigo, 
podendo no entanto ser imposto por razões de navegabilidade, recreativas ou ambientais. 
O caudal máximo de água turbinado  pode ser diferente em cada hora k, quando 
existe uma significativa dependência com a altura de queda. 

min
jq

max
kjq

 
Em (7) impõe-se um limite mínimo nulo para o caudal de água descarregado, não 

tendo contudo limite máximo, i.e., o seu valor é suficientemente grande. Por exemplo, esta 
descarga ocorre quando o volume de água está no seu limite máximo, sendo a descarga 
necessária por razões de segurança. 

 
O volume inicial de água nos reservatórios , bem como a afluência aos 

reservatórios, são considerados valores conhecidos. Assume-se também que não existem 
quaisquer restrições de carácter dinâmico associadas aos recursos hídricos, em 
consequência da sua elevada flexibilidade de operação. 

0jv
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maxmin

 
3  Problema de Optimização Não Linear 
 
O problema de optimização não linear considerado neste artigo é formulado por: 

 Max   (8) )(zF

sujeito a: 

  (9) maxmin bzAb ≤≤

  (10) zzz ≤≤

Em (9) é apresentada uma restrição mais genérica que não só descreve (2), com 
, correspondendo à equação do balanço da água para cada reservatório, mas 

também descreve a dependência que o caudal máximo de água turbinado tem 
relativamente à altura de queda. Esta dependência é assim representada por uma nova 
restrição de desigualdade que, após conveniente aproximação por uma função linear e 
posterior tratamento algébrico, é escrita de acordo com (9). 

maxmin bb =

 
A restrição (10) corresponde às restrições (5) a (7), i.e., corresponde aos limites 

mínimos e máximos para o volume de água, para o caudal de água turbinado, e para o 
caudal de água descarregado. 

 
Em (3) a eficiência de exploração depende da altura de queda entre os reservatórios a 

montante e a jusante da central. Assumindo uma aproximação por uma função linear, 
esta dependência é dada por: 

      kjjjkj hαηη += 0 Jj ∈      Kk ∈  (11) 

em que os parâmetros  e 0
jη jα  são a ordenada na origem e o declive, respectivamente, 

dados por: 

      maxmax0
jjjj hαηη −= Jj ∈  (12) 

      )(/)( jjjjj hh −−= ηηα minmaxminmax Jj ∈  (13) 

Em (13) o parâmetro jα  para cada reservatório j depende dos valores mínimos e 
máximos para a eficiência de exploração e para a altura de queda. 

 
Em (4) o nível de água depende do volume de água no reservatório respectivo. 

Assumindo uma aproximação por uma função linear, esta dependência é dada por: 

      kjjjkj vll β+= 0 Jj ∈      Kk ∈  (14) 

em que os parâmetros  e 0
jl jβ  são a ordenada na origem e o declive, respectivamente, 

dados por: 

      maxmax0
jjjj vll β−= Jj ∈  (15) 

      )()( minmaxminmax / jjjjj vvll −−=β Jj ∈  (16) 
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Em (16) o parâmetro jβ  para cada reservatório j depende dos valores mínimos e 
máximos para o nível de água e para o volume de água. 

 
Substituindo (11) em (3) tem-se que: 

      )( 0
kjjjkjkj hqp αη += Jj ∈      Kk ∈  (17) 

Ainda, substituindo (4) e (14) em (17), a potência entregue é representada por uma 
função não linear, sendo dada por: 

kjtkjjtjkjfkjjfjkjjtjkjjfjkjjkj vqvqqlqlqp )()()()(
0

)(
0

)(
0 βαβαααη −+−+=       

                                                                                                    Jj ∈       (18) Kk ∈

Um novo parâmetro jχ , que corresponde ao produto de jα  por )( jfβ , é definido para 
ponderar a dependência não linear da potência entregue com o caudal de água turbinado 
e com o volume de água. 

 
Em (6) o caudal máximo de água turbinado é considerado dependente da altura de 

queda. Assumindo uma aproximação por uma função linear, esta dependência é dada 
por: 

      kjjjkj hqq δ−= 0max Jj ∈      Kk ∈  (19) 

em que os parâmetros  e 0
jq jδ  são, respectivamente, dados por: 

      minmin0
jjjj hqq δ+= h Jj ∈  (20) 

      )()( / jjjjj hhqq −−=δ hh minmaxmaxmin Jj ∈  (21) 

Em (21) o parâmetro jδ  para cada reservatório j depende dos valores mínimos e 
máximos para a altura de queda e para o correspondente caudal máximo de água 
turbinado. 

 
Substituindo (4) e (14) em (19) tem-se que: 

      kjtjtjkjfjfjjtjjfjjkj vvllqq )()()()(
0

)(
0

)(
0max βδβδδδ +−+−= Jj ∈       (22) Kk ∈

Assim, o caudal máximo de água turbinado é representado por uma função linear, 
sendo dado por: 

      kjtjkjfjjkj vvq )(
2

)(
10max γγγ +−= Jj ∈      Kk ∈  (23) 

em que os parâmetros ,  e  são, respectivamente, dados por: 0
jγ 1

jγ 2
jγ

      0
)(

0
)(

00
jtjjfjjj llq δδγ +−= Jj ∈  (24) 

      )( jfjj βδγ =1 Jj ∈  (25) 

      )( jtjj βδγ =2 Jj ∈  (26) 
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Substituindo (23) em (6) obtém-se uma nova restrição de desigualdade, escrita de 
acordo com (9), sendo dada por: 

      0
)(

2
)(

1
jkjtjkjfjkj vvq γγγ ≤−+ Jj ∈  (27) 

Na nova metodologia baseada em optimização não linear a exploração de recursos 
hídricos é determinada tendo em consideração o efeito de queda. 
 
 
4  Caso de Estudo 
 
O caso de estudo é constituído por um sistema hidroeléctrico com sete reservatórios em 
cascata, apresentado na figura 1, sendo o horizonte temporal de 168 horas. Este sistema 
hidroeléctrico é baseado no Douro Nacional: aproveitamentos a fio de água de 1-Pocinho, 
2-Valeira, 4-Régua, 5-Carrapatelo e 7-Crestuma-Lever; aproveitamentos de albufeira de  
3-Vilar-Tabuaço e 6-Torrão. 

 
Figura 1: Sistema hidroeléctrico com sete reservatórios em cascata 

 
 

O tempo de trânsito hídrico não é considerado neste caso de estudo, visto que, a 
duração desse trânsito hídrico não é significativa relativamente ao intervalo de tempo 
estabelecido para um período do horizonte temporal. A afluência aos reservatórios 1 a 6 é 
apresentada na figura 2, sendo que o reservatório situado no fim da cascata recebe 
apenas a água dos reservatórios a montante. Ainda, não é considerada a possibilidade de 
bombagem no reservatório 6. O perfil dos preços da energia eléctrica é apresentado na 
figura 3, sendo $ uma quantidade monetária simbólica. 
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Figura 2: Afluência aos reservatórios 1 a 6 
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Figura 3: Perfil dos preços da energia eléctrica 
 
 

A nova metodologia proposta foi implementada num computador com processador a 
600-MHz e 256 MB de RAM, usando a aplicação informática MATLAB e o solver Xpress-
MP. 

 
Nas figuras 4 e 5 são apresentadas as trajectórias para o volume de água nos 

reservatórios e para o caudal de água turbinado. 
 
O volume final de água nos reservatórios é restringido de forma a ser igual ao volume 

inicial de água nesses reservatórios, correspondendo a 80% do volume máximo de água. 
Ainda, o volume mínimo de água nos reservatórios corresponde a 40% do volume máximo 
de água. 
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Figura 4: Volume de água nos reservatórios. As linhas a traço contínuo e as linhas a traço 
interrompido representam, respectivamente, os resultados obtidos com a nova metodologia baseada 
em optimização não linear e os resultados obtidos com uma metodologia baseada em optimização 

linear 
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Figura 5: Caudal de água turbinado proveniente dos reservatórios. As linhas a traço contínuo e as 

linhas a traço interrompido representam, respectivamente, os resultados obtidos com a nova 
metodologia baseada em optimização não linear e os resultados obtidos com uma metodologia 

baseada em optimização linear 
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Os resultados obtidos para o volume de água nos reservatórios, apresentados 
anteriormente na figura 4, permitem ilustrar a influência do efeito de queda na exploração 
óptima de recursos hídricos. Nos resultados obtidos com a nova metodologia baseada em 
optimização não linear, a trajectória para o volume de água nos reservatórios situados no 
início da cascata é elevada, visando a maximização do lucro total. Contrariamente, a 
trajectória para o volume de água no reservatório situado no fim da cascata é reduzida, 
visando aumentar a altura de queda para os reservatórios imediatamente a montante. 

 
Os resultados obtidos para o caudal de água turbinado proveniente dos reservatórios, 

apresentados anteriormente na Figura 5, mostram que o caudal de água turbinado varia 
mais acentuadamente, entre o mínimo e o máximo, para uma metodologia baseada em 
optimização linear comparativamente à nova metodologia baseada em optimização não 
linear, visto que, a metodologia baseada em optimização linear ignora o efeito de queda. 

 
Na tabela 1 são apresentados os resultados comparativos entre as metodologias 

baseadas em optimização linear e não linear, para este caso de estudo. Assim, a nova 
metodologia proposta conduz a um lucro total superior. 
 
 

Tabela 1: Resultados comparativos entre as metodologias baseadas em optimização linear e não 
linear 

 

Optimização Lucro ($) % Aumento Tempo de computação (s) 

Linear 1 522 440 - 2.25 

Não Linear 1 598 700 5.01 4.14 

 
 

Ainda, o tempo de computação adicional requerido pela nova metodologia proposta é 
de apenas 1.89s. 
 
 
5  Conclusões 
 
Nos aproveitamentos a fio de água, por exemplo no rio Douro, a reduzida capacidade de 
armazenamento torna a eficiência de exploração sensível à altura de queda. Assim, o 
problema de optimização da exploração de recursos hídricos deve ter em consideração o 
efeito de queda. 
 

A resolução deste problema foi obtida através de uma nova metodologia baseada em 
optimização não linear, que considera não só a potência entregue como uma função do 
caudal de água turbinado e da altura de queda, mas também que o caudal máximo de 
água turbinado pode ser função da altura de queda, visando beneficiar a eficiência de 
exploração. A exploração óptima de recursos hídricos foi ilustrada em consequência do 
novo parâmetro apresentado, que pondera a dependência não linear da potência entregue 
com o caudal de água turbinado e com o volume de água. 

 
Os resultados numéricos confirmam o bom desempenho da nova metodologia 

proposta, visto que, obtém uma melhor exploração comparativamente a uma metodologia 
baseada em optimização linear, com um tempo de computação reduzido. 
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Abstract 
 

In this paper we present the study and the numerical implementation of the primal-
dual interior-point method for the solution of the convex nonlinear multicommodity 
network flow problem. At each iteration of the interior-point method, we solve the 
corresponding linear system, expressed by the augmented-indefinite system,  using an 
indefinite preconditioned conjugate gradient algorithm combined with the AINV 
algorithm. We conduct some numerical experiments for networks of different dimensions 
and number of products and for some nonlinear costs. The computational results show 
the effectiveness of the interior-point method for this class of network problem. 

 
 

Resumo 
 

Neste trabalho são apresentados o estudo e a implementação numérica do método 
de pontos interiores primal-dual para o problema não linear convexo de fluxo em rede 
com múltiplos produtos. Em cada iteração do método de pontos interiores, resolve-se o 
correspondente sistema linear, expresso na forma de aumentado indefinido usando o 
algoritmo do gradiente conjugado com um pré-condicionador indefinido apropriado 
combinado com o algoritmo AINV. Foram realizados alguns testes numéricos para redes 
de várias dimensões e vários produtos, com funções de custos não lineares. Os resultados 
computacionais mostram a eficiência do método de pontos interiores para o caso de fluxo 
em rede para múltiplos produtos. 

 
Keywords: Nonlinear programming. Interior-point method. Network flow problem 
 
Title: Computational experiments with flow models for multicommmodity using non linear and non 
separable cost functions. 
 
 
 
1  Introdução 
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O presente trabalho trata da solução numérica de um problema de fluxo em rede, com 
vários produtos em circulação pelo mesmo arco. Considera-se que, de forma geral, o custo 
associado a cada arco é uma função não linear e não separável. Há ainda restrições de 
capacidade para os arcos.  
Este problema pode ser representado em um grafo orientado G =  (N,E ) em que  N  é o 
conjunto de nós e E  o conjunto de arcos. O grafo representa uma rede no qual K 
produtos diferentes podem ser enviados a partir de certas origens até determinados 
destinos. Será usada a seguinte nomenclatura: bk é o vetor de suprimento/procura para 
cada produto k, onde bki > 0 representa o suprimento do produto k no nó i, e bki < 0 
representa a procura do produto k no nó i. A matriz  A∈Rmxn  é a matriz de incidência nó-
arco do grafo G. O vetor xk = ( xka ), a ∈ E  representa o fluxo do produto k nos arcos da 
rede, e  xν  ∈ Rn é o vetor da variável de folga sendo x = (xk)k=1,...,K. Considera-se que a 
matriz A é de posto completo. Caso isso não aconteça, retira-se qualquer linha dessa 
matriz de forma que ela fique de posto completo. Supõe-se ainda que a função f  é de 
classe C2 (possui segunda derivada continua). 
O problema em estudo é apresentado em seguida: 
 

Minimizar f(x) = ∑ =

K

k k xf
1

)(                 (1) 

sujeito a :   A xk = bk ,  k = 1,...,K        (2) 

∑
=

K

k 1

xk+xν = bmc,                                  (3) 

xν ≥ 0, xk ≥ 0, k =1,...,K.                        (4) 
 
A relação (1) é a função objectivo, a minimizar. A igualdade  (2) é a restrição de 
conservação de fluxo na rede enquanto a (3) é conhecida como a restrição de capacidade 
sendo bmc ∈ Rn . A restrição (4) expressa o facto de os fluxos serem não negativos. 
Existem poucos trabalhos na literatura relacionados a este tipo de problema. Entre eles 
destaca-se o trabalho de Lawphongpanich [2000] que usa uma decomposição de Dantzig-
Wolfe. A maioria dos trabalhos neste assunto trata com funções não lineares, mas que 
sejam separáveis. Entre eles pode-se citar os trabalhos de Goffin, et al. [1996] e Ouorou, 
et al. [2000], onde a optimização é realizada em função dos fluxos nos caminhos. O 
presente trabalho difere dos citados por fazer a optimização em função dos fluxos nos 
arcos.  
Outros trabalhos que tratam de problemas relacionados a este foram apresentados por 
Babonneau e Vial [2005] que apresentam um método que combina plano de corte com a 
idéia do centro analítico. No que diz respeito às aplicações, Nagurney [2006] apresenta 
diversos modelos de equilíbrio para redes de transporte, de telecomunicações e de 
economia e finanças, formulados como um problema de inequações variacionais, em que 
no caso geral, os custos no arco da rede não dependem exclusivamente do fluxo nesse 
arco. Outras aplicações podem ser encontradas no trabalho de Nagurney [2006].  
Quando o problema de optimização correspondente é formulado em função de fluxo nos 
arcos, o método tradicional é usar o algoritmo de Frank-Wolfe, ou seu caso melhorado. 
Também existe o método alternativo simplicial e de geração de colunas, dentre outros. 
Para maiores detalhes destes métodos, consultar o trabalho de Migdalas [2006]. 
Este trabalho é organizado da seguinte forma. Na secção 2 descreve-se brevemente o 
método de pontos interiores primal-dual. Na secção 3 desenvolve-se uma especialização 
do método de pontos interiores para o problema não linear de fluxo e a formação do 
respectivo sistema aumentado e sua solução. Na secção 4 apresentam-se os resultados 
computacionais para redes de diferentes dimensões e um número variados de produtos 
para algumas funções de custo não linear e não separáveis. Finalmente na última secção 
são apresentadas as conclusões. 
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2  Método de pontos interiores primal-dual 
 
O método de pontos interiores, iniciado pelo algoritmo de programação linear de 
Karmarkar [1984] teve grande sucesso computacional por causa de sua complexidade 
polinomial. Este método foi posteriormente aplicado em programação não linear. As 
vantagens deste método adequam-no, principalmente, à resolução de problemas de 
grande porte. Para uma melhor compreensão da teoria de fluxo em rede, pode-se 
consultar o livro de Ahuja, et al. [1993]. Para a teoria de pontos interiores primal-dual, 
analisar o livro de Wright [1997]. 
Apresenta-se a seguir uma breve descrição do método de pontos interiores primal-dual 
para resolver o seguinte problema de programação não linear com restrições lineares: 
 

Minimizar  f(x)          (5) 
                                                    sujeito a:   Ex = b 
                                                 x ≥ 0, 
 
onde x ∈ Rq, b ∈ Rp e E é uma matriz, E ∈ Rpxq, p < q e de posto completo. Assume-se que 
a função objectivo f : Rq → R possui segunda derivada contínua e conhecem-se a primeira 
e segunda derivadas da função objectivo. 
A função de Lagrange associada ao problema (5) é: 
 
                                 L(w) = L( x,y,z ) = f(x) + (Ex – b)ty -xtz 
 
onde o multiplicador de Lagrange y ∈ Rp corresponde às restrições de igualdades e z ∈ Rq+ 
corresponde às restrições de desigualdades. As variáveis x e z são denominadas de 
variáveis primais, e a variável y é denominada de variável dual. 
As condições necessárias de primeira ordem de optimalidade de Karush-Kuhn-Tucker 
(KKT), ver El-Bakry et al. (1996),  para a solução do problema (5) são dadas por: 
 

                                     F(w)    =     = 0                                        (6a) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

∇

XZe
bEx
wLx )(

                                                       x ≥ 0  ,   z ≥ 0.                                       (6b) 
 
sendo:                                ∇x L(w)  = ∇xf(x) + Et y – z, 
                                        X = diag(x1,x2,...,xq), 
                                           Z = diag(z1,z2,...,zq), 
                                            e = (1,1,...,1)t ∈ Rq . 
 
Nesta formulação ∇x L(w) é o gradiente de L(w), e  X expressa a matriz diagonal tendo 
como componentes os elementos do vector x. Analogamente, a matriz Z também é 
diagonal e os componentes são os elementos do vector z. As equações (6a) são 
denominadas  condições primais, condições duais e condições de complementaridade, 
respectivamente. 
O problema (5) pode ser aproximado introduzindo a função de barreira ϕμ (x), conforme 
apresentada no problema de optimização (7): 
 

                              minimizar ϕμ (x) := f(x) - μ ∑ =

q

i ix
1

)ln(                              (7)                   

                              sujeito a     Ex = b, 
 
onde μ > 0 é denominado o parâmetro de barreira dado. 
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Sabe-se que se μ é suficientemente pequeno, o problema (7) é uma aproximação do 
problema original (5), ver Fiacco e McCornick (1968). 
Assim, para μ > 0, as condições de optimalidade de barreira de KKT associadas ao 
problema (7) são dadas por: 
 

Fμ(w)    =    = 0                  (8a) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

∇

eXZe
bEx
wLx

μ

)(

x > 0,    z > 0,                                       (8b) 
 
Note-se que se μ = 0 e x ≥ 0, z ≥ 0 , então as condições de KKT para o problema (8) 
coincidem com as condições de KKT do problema original (5). Por isso, a escolha do 
parâmetro μ tem um papel importante nos métodos de pontos interiores. 
O algoritmo primal-dual determina a solução para uma sequência de problemas de 
barreiras (8) o qual dá lugar a uma sequência de parâmetros de barreira μ de tal modo a 
convergir para zero. Assim, o problema de barreira é resolvido para um valor fixo dado μ , 
isto é, resolve-se o sistema (8a) usando o método de Newton. Seja essa direcção de 
Newton dw = (dx,dy,dw)t, obtida através  da linearização do sistema (8a), e definida pela 
solução do sistema de equações lineares: 
 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −∇

XZ
E

IEwL t
x

0
00

)(2

.    =  -                               (9) 
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eXZe
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wLx
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onde ∇2x L(w) é a matriz Hessiana de L(w).  Neste caso, tem-se ∇2x L(w) = ∇2 f(x), sendo    
∇2 f(x) a matriz Hessian de f(x). Assume-se que a matriz do sistema (9) é não singular. 
Essa matriz também é conhecida por matriz KKT. 
A solução de um sistema linear deste tipo é necessária em cada iteração de um método de 
pontos interiores. Este, em termos computacionais, é um passo crucial  do método. Esse 
sistema linear pode ser representado como um sistema simétrico indefinido, cuja solução 
pode ser obtida usando o algoritmo do gradiente conjugado com um pré-condicionador 
indefinido. 
Seja na iteração k, dwk = ( dxk, dyk, dzk )t solução do sistema  (9), obtida por algum 
processo de resolução.  Em uma nova iteração, determina-se um novo ponto wk+1 = ( xk+1, 
yk+1, zk+1 )t  o qual é dado por: 
 
                                            xk+1 = xk + αk dxk                                                                                          
(10) 
                                            yk+1 = yk + αk dyk 

                                            zk+1 = zk + αk dzk, 
 
sendo αk o tamanho de passo determinado por um procedimento apropriado de busca de 
linha. Devido a que o sistema de restrições do problema (5) é linear,  usa-se um esquema 
similar ao usado em programação linear para determinar αk: 
 

αkmax = min{ mini{-(xk)i /(Δxk)i / (Δxk)i<0}, mini{ -(zk)i/(Δzk)i /(Δzk)i<0}}   (11) 
 

                         αk = β α′k ,   α′k = min { αkmax, 1 }                                                      (12) 
 
para  β ∈ (0,1) e próximo de 1.  
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Com este novo ponto wk+1, actualiza-se o parâmetro de barreira μ segundo certas regras, 
forma-se um novo sistema (9) o qual é resolvido usando qualquer processo de solução, e o 
processo continua até que um critério de paragem do algoritmo de pontos interiores seja 
satisfeito. 
O método de pontos interiores primal-dual pode ser descrito da seguinte maneira: Sejam 
dados os vectores x ∈ Rq, z ∈ Rq tal que (x, z ) > 0 e um parâmetro de barreira μ > 0. 
Determina-se a direcção de Newton (dx, dy, dz ) resolvendo o sistema linear equivalente 
ao sistema da relação (9). Escolhe-se um passo α, actualiza-se um novo ponto usando a 
relação (10). Finalmente um novo parâmetro de barreira μ > 0 é determinado e o processo 
continua até que um certo critério de paragem do algoritmo primal-dual seja satisfeito. 
 
 
3  Fluxo em rede para múltiplos produtos e o método 

primal-dual 
 
Nesta secção aplicar-se-á o método de pontos interiores primal-dual apresentado na 
secção anterior para o caso de múltiplos produtos definido no problema (1)-(4). 
Usando o segundo membro do sistema (9), define-se: 
 
                        ξc = ∇x L(w) = ∇f(x) + Ety – z,    
                        ξb = Ex – b,            
                        ξμ = XZe - μe. 
 
Uma forma de solução do sistema (9) consiste em eliminar a variável dz desse sistema tal 
que: 
 
                                        dz =  -X-1 (  ξμ  + Z dx ),                                   (13) 
 
e assim tem-se o seguinte sistema simétrico indefinido, também denominado de sistema 
aumentado, ver Wright [1997]:                                                                                                              
 

                        = -                  (14) ⎥
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⎡ +∇ −
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Por facilidade de notação, o sistema (14) pode ser escrito da seguinte forma: 
 

                                   =                                        (15) ⎥
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0E
ED t

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
dy
dx

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

2

1

v
v

 
onde  
                        v1  =  -( ξc + X-1 ξμ ),  
                        v2   =  - ξb   
                        D = ∇2 f(x) + X-1 Z. 
 
A matriz  (15) é simétrica mas indefinida e algoritmos para realizar a decomposição de tal 
matriz são mais complicados. Por outro lado, este sistema tem vantagens quanto à 
estabilidade e flexibilidade. Para uma melhor compreensão da teoria de sistemas 
indefinidos e algoritmos de solução, consultar os livros de Wright [1997] e Nocedal e 
Wright [1999]. 
Um dos  maiores esforços computacionais requerido no método primal-dual é determinar 
a solução do sistema linear (9), agora expresso como o sistema simétrico indefinido (14) 
ou (15). 
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Matrizes da forma (15) frequentemente aparecem na solução de problemas em muitas 
áreas, por exemplo na formulação de elementos finitos em problemas de equações 
diferenciais, em dinâmica de fluidos, etc. Para um extensa revisão deste assunto , ver 
Benzi, et al. [2005]. 
Um método directo para a solução, como o de decomposição triangular esparsa de Bunch 
e Parlett [1971] pode ter alto custo computacional em termos de tempo de processamento 
e espaço de armazenamento. Este problema é agravado no caso de problemas de grande 
porte, mesmo que os coeficientes da matriz sejam esparsos e esta esparsidade seja 
explorada. Por outro lado, a matriz associada a (15) é indefinida, já que possui 
autovalores positivos e negativos. Portanto, o sistema (15) não pode ser resolvido usando 
métodos interactivos, como o  do gradiente conjugado, porque pode fracassar, a menos 
que um bom condicionador seja empregado. Por outro lado, existem diversos métodos 
interactivos que usam bons condicionadores para determinar a solução do sistema (15). 
Entre eles, citam-se os trabalhos de Keller et al. [2000], de Golub et al. [2001], de 
Bergamaschi et al. [2004], Luksan et al. [2005], de Bai  e Wang [2006], de Dollar e Wathen 
[2006. No presente trabalho, usar-se-á o algoritmo do gradiente conjugado pré-
condicionado de Durazzi e Ruggiero [2003]. Ele promove a combinação com um pré-
condicionador indefinido apropriado de tal forma a acelerar a convergência para a  
solução  (menor tempo computacional) que o problema original (15). O esquema 
interactivo pode ser dado como segue: 
 

(1)  Sejam dx0, dy0 os vectores iniciais dados; 
(2)  r10 = v1 – D dx0 – Et dy0;   r20 = v2 – E dx0; 
(3)  z20 = R-1 ( -r20 + ED′-1 r10 );   z10 =  D′-1 ( r10 – Et z20 ); 
(4)  p10 = z10;   p20 = z20; 
(5)  num = ( z10 )T r10 + ( z20 )T r20; 
(6)  para i = 0,1,... 
(7)  t1i = D p1i + Et p2i;   t2i = E p1i; 
(8)  den = ( p1i )T t1i + ( p2i )T  t2i; 
(9)  α = num / den; 
(10) dxi+1 = dxi + α p1i;    dyi+1 = dyi + α p2i; 
(11)  r1i+1 = r1i - α t1i;    r2i+1 = r2i - α t2i; 

      (12)  se um critério de paragem é satisfeito, parar; 
      (13)  z2i+1 = R-1 ( - r2i+1 + ED′-1 r1i+1 ); 
      (14)  z1i+1 = D′-1 ( r1i+1 – Et z2i+1 ); 
      (15) den = num; 
      (16) num = ( z1i+1 )T r1i+1 + (z2i+1 )t r2i+1; 
      (17) β = num / den; 
      (18) p1i+1 = z1i+1 + β p1i;     p2i+1 = z2i+1 + β p2i; 
      (19) final 
 
Para  iniciar o processo exposto , apresentam-se as matrizes X e Z para o caso de 
múltiplos produtos, que são as seguintes matrizes diagonais de bloco: 
 

       X =  ,             Z = , 
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sendo cada sub-matriz  Xk, k=1,..., K uma matriz diagonal com componentes xki, i=1,...,n 
para cada produto k, e Xν é a matriz diagonal com componentes da variável de folga xν. 
Uma estrutura similar é dada para a matriz Z. 
 
Por outro lado, a matriz de restrições desse problema (1)-(4) é visualizada como segue:                               

                          E  =                                          (16) 
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onde cada bloco A corresponde à matriz de incidência nó-arco para cada produto 
 k, k = 1, . . . ,K. As matrizes identidades I correspondem às restrições de capacidade (3). 
 
Finalmente,  D é uma matriz diagonal de blocos dada por: 

                             D =                                        (17) 
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sendo cada sub-matriz  Dk , k = 1,..., K é uma matriz  dada por   
 Dk =[∇2 fk(x) + Xk-1 Zk ]  e sendo Dν = X-1

ν Zν  uma matriz diagonal associada ao vector de 
folga xν . 
Do esquema interactivo anterior, escolhe-se D′ como a matriz diagonal de blocos da 
matriz D, isto é, D′ = diag(Dk), k=1,...,K. Por outro lado, a escolha da matriz R  deve ser tal 
que se aproxime à matriz ED′-1Et  e seja também uma matriz não singular. O formato da 
matriz E D′-1Et   é dado em (18): 
 

        ED′-1Et  =         (18) 
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Este esquema interactivo requer a inversa da matriz R, isto é, a inversa da matriz E D′-1Et 
Como isto poderia ser um elemento complicador para o problema em estudo, usa-se a 
diagonal de blocos da matriz  ED′-1Et, isto é, R = diag(ED′-1Et ), ou seja R é a matriz dada 
por: 
 

                      R =  
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Assim, a inversa da matriz R é determinada calculando as matrizes inversas de AD′k-1 At, 
para k=1,...,K. Deve ser lembrado que a última matriz de bloco de R é uma matriz 
diagonal, portanto a sua matriz inversa é fácil de ser calculada. 
Para calcular as matrizes inversas de A (D′k)-1 At, usa-se o algoritmo AINV de Benzi et al. 
[2000]  tal que: 
 
                                     (A (D′k)-1 At )-1  ≅ Zk Pk-1 Zkt,   k = 1,…,K. 
 
Esse algoritmo é baseado em um processo de uma (A (D′k)-1 At) – ortogonalização aplicado 
aos vectores unitários base ei. O algoritmo AINV de Benzi et  al. [2000] é apresentado a 
seguir para obter a matriz inversa da matriz  BBk = A (D′k)-1 A  ,  de dimensão m, onde  et i  é 
o i-ésimo vector unitário base, e por facilidade foi eliminado o sub-índice k: 
 
            (1)  Seja zi(0) = ei    (1≤ i ≤ m) 
            (2)  Para i = 1,2,...,m   fazer 

(3) vi = (AD′-1 At ) zi(i - 1) 
(4) Para  j = i,i+1,…, m  fazer 
(5)          pj(i - 1) = viT zj(i - 1) 
(6) final 
(7) se  i = m  ir a  (12) 
(8) Para  j = i+1,..., m  fazer 
(9)          zj(i) = zj(i - 1)  -  (pj(i - 1) / pi(i- 1) ) zi(i- 1) 
(10) final 
(11) final 
(12) Seja  zi = zi(i-1)  e  pi = pi(i – 1) ,  para  1≤ i ≤ m.  Retornar 
                  Z = [ z1, z2, . . ., zm ]   e  P = diag (p1, p2, . . . , pm ) 

 
 
No passo (3) do algoritmo AINV anterior, pode-se observar que o método realiza o produto 
matriz-vector  (A D′-1 At ) zi. Para o presente problema de rede, não é necessário 
armazenar, nem a matriz  A, nem a matriz  AD′-1 At . Como a  matriz  D′  é diagonal pode-
se aproveitar a estrutura que possuem tais matrizes na aplicação aos problemas de 
grande porte.  
Com as observações anteriores, pode-se aplicar o algoritmo do gradiente conjugado com 
um pré-condicionador indefinido para o sistema aumentado (15).  
Uma outra alternativa, em vez de aplicar o algoritmo AINV, seria  determinar a 
decomposição de Cholesky da matriz AD′-1 At, ver Castro [2000] para o caso da função 
objectivo ser linear ou (ver passo (13) da solução do sistema aumentado) resolver o 
sistema de equações: 
 
                                          R z2i+1 =   - r2i+1 + ED′-1 r1i+1 , 
isto é:   
                            (AD′k-1 At)  z2i+1 =   - r2i+1 + ED′-1 r1i+1,          
 
e neste caso, usa-se o esquema apresentado em Júdice, et al. [2003].                         
Com a solução do sistema (15), determinou-se dx e dy. Usando (13) determina-se então 
dz e, novamente, um novo ponto interior é calculado usando a relação (10). O processo 
repete-se até que um critério de paragem do método primal-dual seja satisfeito. 
Para o caso em que a função objectivo seja separável, o problema não linear de múltiplos 
produtos pode ser resolvido usando o sistema normal de equações, em vez do sistema 
aumentado, ver Torres [2006]. 
 
 
4  Resultados computacionais 
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Nesta secção, são apresentados os resultados computacionais para determinar a solução 
do problema não linear de fluxo em rede, de diferentes dimensões, para diversos produtos 
e diferentes funções de custos não lineares e não separáveis. As experiências foram 
realizadas usando o método de pontos interiores primal-dual, cujo correspondente 
sistema linear foi resolvido usando os diferentes métodos de solução discutidos 
anteriormente. 
Todos os testes computacionais foram realizados em um microcomputador PC Duron, 
plataforma Windows XP, de 512 MB de memória RAM e 1600 MHz de frequência. Os 
códigos computacionais foram totalmente escritos em FORTRAN. Foi usada dupla 
precisão para todos os cálculos computacionais. 
Na aplicação do método primal-dual, a sequência do parâmetro de barreira {μk} deve 
convergir para zero tão rápido quanto possível. Várias regras foram estudadas para o 
decrescimento desse parâmetro μ, ver por exemplo os trabalhos de Waltz et al. [2005], 
Wächter et al. [2006], Yamashita e Yabe [2005]. Neste trabalho usou-se a estratégia 
adoptada por Luksan et al. [2005] que segundo os autores desenvolve-se bem na prática. 
A regra é a seguinte: 
                         

μ = σ xt z / np 
onde 

 σ = 0,1 min {0,05 (1- ρ)/ρ  ,  2}3 

e 

ρ = 
npzx

zx
t

ii

/
)min(

 

 
sendo np o número de variáveis. 
Foram analisadas redes de diversas dimensões, baseadas na rede básica do trabalho de 
Nagurney [1984], p. 476. Essa rede básica consiste de 20 nós e 28 arcos e é usada para 
determinar a solução do problema de equilíbrio de tráfego em rede de transporte. Essa 
rede básica foi depois estendida para formar redes de grande porte. Para isso, foi 
implementado um programa especial FORTRAN para determinar a dimensão da nova 
rede, isto é, o número de arcos e de nós e os dois vectores que determinam a origem e o 
destino que definem cada arco da rede. 
Em todos os testes computacionais do método primal-dual é necessário partir-se de um 
ponto inicial, não necessariamente viável. Para determinar o tamanho de passo α, foi 
usado o valor de β = 0,99995. Neste caso, aceita-se o primeiro passo α, sem usar qualquer 
função de mérito nem qualquer filtro, como é usado em problemas gerais da programação 
não linear. 
O critério de paragem na solução do respectivo sistema linear simétrico indefinido foi 
fixado para: 
 

                                           r   =     -    ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

2

1

v
v

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

0E
ED t

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
dy
dx

tal que | r | <  ∈1 , ∈1 uma determinada tolerância  ou quando um número máximo de 
iterações é alcançado, digamos 600 iterações. Já o critério de paragem do método de 
pontos interiores é quando o valor da função objectivo no ponto actual é suficientemente 
próximo do valor da função objectivo no ponto anterior, isto é, a diferença relativa 
absoluta desses valores das funções objectivo é menor ou igual a 10-8 e o valor do 
parâmetro μ é próximo a zero. Nesse caso, verifica-se se ⎜⎢F(w) ⎜⎢ ≤ ∈2, para ∈2 uma certa 
tolerância, por exemplo ∈2 = 10-3 ou quando 
 
                                     ( | gap | / (1+| gap | ) ) ≤ ∈3
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sendo ∈3  é uma certa tolerância que depende do número de produtos. 
 
Aqui, “gap” é a diferença da função primal, do problema (5),  f(x), e a função dual d(x,y,z) 
dada por: 
                                      d(x, y,z) = bty – (xt ∇f(x) – f(x)). 
 
Foram feitas análises para K= 20, 50, 100, 500 e 1000 produtos. Como cada variável de 
decisão xk, k=1,...,K tem dimensão igual ao número de arcos, então a dimensão total de 
todas essas variáveis de decisão x = (xk)k=1,...,K é igual ao número de arcos da rede 
multiplicado pelo  número de produtos. Não foram levados em conta o número de 
componentes da variável de folga xν. Assim, por exemplo, o número total de variáveis para 
a rede de 390 arcos e 210 nós e 1000 produtos, como é um dos casos estudados, é de 
390.000 variáveis. 
No presente trabalho foram usados dois tipos de funções de custo não linear não 
separável, encontrados na literatura, indicados a seguir: 
 
      i)  f(xk) =  x∑ ki2  + x∑

< ji
ki xkj, para xk = (xki) para produto k 

     ii) f(xk) = x∑ ki4 + 0,5 x∑ ki2  + ∑
< ji

xkixkj, para xk = (xki) para produto k. 

          
Shi [2004] usou funções deste tipo, mas trabalhou com o caso menos geral de 
programação convexa linearmente restringido e com um único produto. 
A seguir são apresentados os resultados computacionais para a primeira função não 
linear. 
 
                         Função de custo  f(x) =  ∑ xi2  + ∑

< ji
xi xj 

 
Tabela 4.1 – Rede de 105 arcos e 60 nós 

 
Número de 
produtos 

μ gap Número de 
iterações 

Tempo 
(segundos) 

20 10-12 10-15 17 3,24 
50 10-12 10-15 15 13,47 
100 10-12 10-15 16 17,24 
500 10-12 0,572201x10-

5
9 19,73 

1000 10-12 10-15 14 167,92 
 

 
Tabela 4.2 – Rede de 390 arcos e 210 nós 

 
Número 
produtos 

μ gap Número 
iterações 

Tempo 
(segundos) 

20 10-12 10-15 17 42,97 
50 10-12 10-15 18 111,81 
100 10-12 10-15 15 203,65 
500 10-12 10-15 15 1047,56 
1000 10-12 0,174788x10-

2
15 2066,87 

 
 
A seguir são apresentados os resultados computacionais para a segunda função. 
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Função de custo f(x)  = ∑ xi4 + 0,5∑ xi2  + ∑
< ji

xixj 

Tabela 4.3 – Rede de 105 arcos e 60 nós 
 

Número 
produtos 

μ gap Número 
iterações 

Tempo 
(segundos) 

20 10-12 0,619884x10-

5
9 0,63 

50 10-12 0,762934x10-

5
9 1,50 

100 10-12 0,114439x10-

4
9 2,94 

500 10-12 0,596457x10-

1
9 14,92 

1000 10-12 0,366077x10-

3
8 26,81 

 
 

Tabela 4.2 – Rede de 390 arcos e 210 nós 
 

Número 
produtos 

μ gap Número 
iterações 

Tempo 
(segundos) 

20 10-12 0,343285x10-

2
25 37,97 

50 10-12 0,555181x10-

2
25 94,63 

100 10-12 0,532985x10-

1
24 182,24 

500 10-12 0,211540081 23 881,55 
1000 10-12 0,229695103 24 1845,61 

 
Como pode ser observado, o valor do parâmetro de barreira μ é bastante pequeno em 
todos os problemas de teste, e o número de iterações necessárias para alcançar uma 
solução aceitável é razoável. 
O algoritmo AINV comportou-se muito bem e é robusto para o caso de determinar a 
inversa da matriz BBk = A (D′k)-1 A , k=1,...,K. Este algoritmo é um dos passos 
computacionalmente caro no método de pontos interiores primal – dual. Uma outra 
alternativa seria determinar a decomposição dessas matrizes usando o algoritmo de 
Cholesky, ver Castro [2000] para o caso do custo da função objectivo ser linear.  

t

Pode-se observar também, que o método de pontos interiores para a maioria dos casos 
usando a primeira função, o gap é nulo. Já para a segunda função, esse gap é próximo a 
zero. 
O tempo computacional, como era de esperar-se, aumenta quando o número de produtos 
também aumenta, mas que é bastante aceitável.. O algoritmo de pontos interiores 
aplicado para fluxo em rede poderia ainda ser melhorado com refinamentos adicionais. 
 
 
5  Conclusões 
     
Neste artigo, o método de pontos interiores primal-dual foi desenvolvido para resolver 
problemas de fluxo em rede para múltiplos produtos. O algoritmo apresentado  explora a 
estrutura da matriz de restrições de tal forma a não precisar armazenar nem a matriz de 
restrições nem o produto das matrizes envolvidas, o que pode ser útil para problemas de 
grande porte. 
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Foram construídas uma série de problemas não lineares não separáveis,  para diferentes 
número de produtos (até 1000 produtos) e diferentes dimensões da rede. 
A solução do sistema simétrico indefinido foi determinada usando o algoritmo do 
gradiente conjugado pré-condicionado através da diagonalização de cada sub-matriz  
Dk = [ ∇2 fk(x) + Xk-1Zk ], k=1,...,K, obtendo-se a matriz diagonal D´. Com isto foi possível 
aplicar o algoritmo AINV para determinar, aproximadamente, a inversa da matriz  
A (D′k)-1 At. Esse algoritmo AINV mostrou-se robusto e comportou-se bem na prática. 
Igualmente pode-se concluir a eficiência do método de pontos interiores para problemas 
de grande porte, apesar da solução, usando o gap, estar próximo à solução exacta. Pode-
se aceitar que são erros satisfatórios para problemas de grande porte. 
Futuros trabalhos incluirão o desenvolvimento de novos pré-condicionadores mais 
eficientes para este tipo de aplicação. Também poderão ser incluídos o uso de algoritmos 
numéricos em paralelo e/ou a comparação com o método de Cholesky. 
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Abstract 
 

In 1973 Black and Scholes [2] published their article on the valuation of European 
option. Since then, there have been many works extending this work in many directions. 
One such direction is the valuation of American options. On the matter, no exact 
analytical formula has been developed yet. In stead, numerical methods have been used 
in their valuations. Monte Carlo simulation has been the method which has become more 
and more popular among researchers in this field. 

The threshold curve method, used by Grant, Vora and Weeks [7] to value American 
options, is calculated through Monte Carlo simulation. This is the traditional method 
used in finance. We propose to modify the methodology of Ibáñez and Zapatero [9], which 
also uses the threshold curve, to obtain a more efficient and more accurate method than 
that of Grant, Vora and Weeks [7]. In this work, the described procedures and numerical 
tests are focused in American Put Options. 

 
 

Resumo 
 

Em 1973 Black e Sholes [2] publicaram um seminal artigo no qual, pela primeira 
vez, se avaliava analiticamente uma opção do tipo européia. Desde então, tem surgido 
uma grande quantidade de trabalhos estendendo esse artigo para diversas áreas e 
aplicações. O apreçamento de opções americanas é uma das vertentes. Sobre isso, não 
existe até o momento uma fórmula analítica que permita calcular de maneira exata o 
preço de uma opção americana. Portanto, métodos numéricos vêm sendo utilizados nesta 
tarefa. Entre eles, o método da simulação de Monte Carlo tem se tornado o de maior 
popularidade entre os pesquisadores dessa área. 

A curva de gatilho, método utilizado por Grant, Vora e Weeks [7] para avaliar opções 
americanas, é calculada através da simulação de Monte Carlo. Este é o método 
tradicional utilizado em Finanças. Nossa proposta consiste em modificar a metodologia 
desenvolvida por Ibáñez e Zapatero [9], que também calcula a curva de gatilho, para obter 
um método mais eficiente e mais preciso do que o apresentado por Grant, Vora e Weeks 
[7]. Neste trabalho, os procedimentos descritos e os testes numéricos realizados, foram 
orientados para opções de venda americanas. 

 
Keywords: American Put Options, Monte Carlo Simulation, Threshold Curve. 
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  © 2007 Associação Portuguesa de Investigação Operacional



68 J.G. Castro et al. / Investigação Operacional, 27 (2007) 67-83 
 
1  Introdução 
 
Em 1973 Black e Scholes [2] apresentaram um artigo seminal em que foi apreçada 
analiticamente uma opção financeira do tipo européia. Até então, este era um grande 
desafio para os pesquisadores nessa área. Mas, no caso de opções americanas, não existe 
nenhum procedimento analítico que permite avaliá-las com exatidão. Inicialmente a 
literatura propôs métodos que aproximam analiticamente o valor da opção americana, 
como é o caso de Barone-Adesi e Whaley [1]. Por outro lado, o método binomial, utilizado 
por Cox, Ross e Rubinstein [5] para avaliar opções européias, resulta também útil no 
apreçamento de opções americanas Mas todos esses procedimentos têm a desvantagem 
de ficarem restringidos a uma série de condições, tais como ter no máximo uma variável 
estocástica e o ativo subjacente ser modelado por um processo estocástico de Movimento 
Geométrico Browniano. Estas restrições inviabilizam sua aplicação em problemas 
complexos. 

 
Em relação à técnica de simulação de Monte Carlo, existe um histórico relativamente 

recente no que diz respeito à sua utilização no apreçamento de opções americanas. As 
primeiras abordagens propostas foram realizadas por Boyle et al. [3] e Broadie e 
Glasserman [4], tornando-se referências para os trabalhos que posteriormente 
desenvolveram-se nessa área de pesquisa. Estas metodologias tentam aproximar o preço 
da opção usando os conceitos da programação dinâmica, isto é, utilizando procedimentos 
recursivos de cálculo (de trás para frente) a partir de simulações dos valores do ativo 
subjacente ao longo do tempo. 

 
Neste contexto, um método que tem tido uma ampla difusão devido a sua facilidade de 

aplicação é o desenvolvido por Grant, Vora e Weeks [7]. Este método tem a 
particularidade de calcular previamente a curva de gatilho (threshold curve) ou curva de 
preços críticos de exercício, sendo uma das primeiras metodologias que introduziram este 
conceito no apreçamento de opções americanas por simulação. 

 
A determinação dos instantes ótimos de exercício da opção (ou preços críticos de 

exercício), ao longo de todo o período de maturação, define o que na literatura se conhece 
como curva de gatilho. A curva de gatilho é um conceito bastante útil, sobretudo quando 
são analisadas opções reais. O tratamento de opções reais é análogo ao de opções 
financeiras, em que o ativo subjacente passa a ser um ativo real, por exemplo, o valor de 
um projeto. Assim, é possível por meio desta curva identificar o período adequado para 
realizar um investimento de valor K (preço de exercício). Este investimento ocorrerá 
quando o valor do projeto atinja um nível igual ou superior àquele definido na curva. Caso 
exista a possibilidade de abandonar o projeto (obtendo um valor de recuperação K), a 
opção de abandono deverá ser exercida assim que o valor do projeto seja igual ou inferior 
àquele definido na curva. Estes são alguns exemplos da utilidade prática da curva de 
gatilho. 

 
As opções financeiras ou reais do tipo americana podem ser exercidas ao longo do 

intervalo de tempo que vai de t0 = 0, até tN=T (tempo de maturidade). O prazo até a 
maturidade ou vencimento é dividido em N intervalos, sendo que a opção pode ser 
exercida em qualquer um desses intervalos. Ao utilizar a simulação de Monte Carlo, a 
modelagem da opção americana assemelha-se a uma opção bermuda, a qual se 
caracteriza por ter mais de uma data de exercício até o vencimento. Quanto mais 
intervalos discretos forem considerados no intervalo [t0;T], melhor será o modelo que 
descreve o comportamento real de uma opção americana (que se exerce em tempo 
contínuo e não discreto). 

 
Uma metodologia alternativa é a desenvolvida por Ibáñez e Zapatero [9]. Como feito 

por Grant, Vora e Weeks [7], eles também determinam primeiramente a curva de gatilho. 
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A novidade que trazem os autores é uma maneira diferente de calcular os preços críticos 
de exercício, o que se mostra muito eficiente. 

 
Neste artigo é analisado com especial ênfase o algoritmo de Ibáñez e Zapatero [9]. Por 

outro lado, foram feitas modificações nesse algoritmo que aprimoram a construção da 
curva de gatilho. Isto permitiu melhorar a precisão dos resultados usando os testes 
originais propostos pelos autores. O enfoque dado no trabalho está na avaliação de opções 
de venda americanas considerando que o ativo subjacente é a única variável estocástica. 
São comparadas três metodologias: o algoritmo de Grant, Vora e Weeks [7], Ibáñez e 
Zapatero [9] e Ibáñez e Zapatero modificado (aqui proposto).  

 
O artigo está assim organizado: a seção 2 descreve o algoritmo desenvolvido por 

Grant, Vora e Weeks [7] aplicando-o a uma série de testes numéricos; a seção 3 apresenta 
o algoritmo de Ibáñez e Zapatero [9]; a seção 4 aplica o algoritmo descrito na seção 3 aos 
mesmos testes numéricos da seção 1, detalhando as modificações que serão realizadas na 
implementação do algoritmo; a seção 5 compara os resultados obtidos com as diferentes 
metodologias; e a seção 6 apresenta as conclusões e considerações finais. 
 
 
2  O Método de Grant, Vora e Weeks 
 
2.1  Definição de Curva de Gatilho 
 
O algoritmo de Grant, Vora e Weeks [7] determina primeiramente a curva de gatilho ou 
fronteira de exercício ótima. Esta é formada pelo conjunto de pontos St* nos quais o valor 
de manter viva a opção (esperar) é igual ao valor intrínseco (exercer), onde St é o valor do 
ativo subjacente, que é uma variável estocástica, e o sobrescrito * indica que St é o preço 
crítico de exercício no instante t. 

 
Denote-se por Pt(St,K) o preço da opção de venda, e I(St,K) = K-St é o valor intrínseco 

ou valor da opção de venda quando é exercida, sendo K o preço de exercício. Portanto, na 
curva de gatilho se dá que . K) ,I(S K) ,(SP *

t
*
tt =

 
Dado um instante inicial t0, e um instante T (maturidade da opção ou prazo máximo 

de exercício), pode-se subdividir o horizonte de tempo T-t0 em N intervalos, com datas de 
exercício discretas em {t1, t2,...,tN=T}. Em algum instante de tempo tn, assume-se que o 
exercício da opção é ótimo se ≤  

ntS *
tn

S
 
Seja r a taxa livre de risco de curto prazo, e Q a medida de probabilidade martingale. 

Logo, em alguma data tn (n є {N-1, N-2,...,1}), o preço da opção é calculado por: 
 

   (1) K)],I(S[eEK),(SP τ*
drQ

ttt

*τ
nt ss

nnn

∫−=
 

Onde τ* Є {tn+1, tn+2,...,T} é o chamado tempo ótimo de parada, definido como o 
primeiro tn+i no qual ≤ ; noutro caso τ*=∞. Em outras palavras, é o primeiro 
instante em que o preço do ativo “S” fica abaixo da curva de gatilho. 

int
S

+

*
t in

S
+

 
Assumindo que St segue um Movimento Geométrico Browniano (MGB), sob a medida 

martingale, escreve-se: dSt/St =  αdt + σ dZ, onde α = r-q é o drift ou tendência neutra ao 
risco, q é a taxa de dividendos, σ é a volatilidade do preço do ativo, e, dZ = εt(dt)1/2 é o 
incremento do processo padrão de Wiener com εt ~ NID(0,1). Dado que Stn é uma variável 
estocástica a ser gerada por simulação de Monte Carlo, é conveniente utilizar um MGB 
discretizado, da seguinte forma: 
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  Stn+Δt = Stn exp [(α−σ2 /2)Δt + σ (Δt)1/2 εtn+ Δt]  (2) 
 

Onde Δt é o intervalo de tempo entre tn e tn+1. Desta maneira, é possível discretizar a 
equação (1) sob a mesma medida de probabilidade, resultando na seguinte equação: 
 
      (3) 
 

)1 ,(SP *
n )r −∑ S(Ke

M
 K) 

a

*
a

nn τ

A

1a

t(τ
tt =

=

−−

 
Onde A é o número total de caminhos Brownianos, dentre os M simulados a partir de 

um instante de tempo tn, nos quais num instante de tempo (o primeiro) tn+i tem-se ≤ 

 (podem existir caminhos que em nenhum t
int

S
+

*
t in

S
+

n+i aconteça tal situação). Por 

conseqüência existem “A” períodos τ*, identificados por *
aτ  (a=1,...,A) correspondentes a 

um determinado em que a mencionada restrição é satisfeita. *
aτ

S

 
 
2.2  Descrição do algoritmo de Grant, Vora e Weeks 
 
O método de Grant, Vora e Weeks [7] foi um dos primeiros em utilizar o conceito de curva 
de gatilho, e serviu de base para o algoritmo de Ibáñez e Zapatero [9], que será abordado 
posteriormente. Nascimento [10] apresenta de forma bastante ampla esta metodologia, 
inclusive com diversas experimentações numéricas. 
 

Para calcular os preços críticos de exercício, o algoritmo utiliza a condição de valor 
ótimo (value matching condition). A condição é ilustrada a seguir para uma opção de 
venda americana Pt sobre um ativo base St e com preço de exercício K: 
 

       (4) *
t

*
tt S-K(SP  K) , =

 
Onde  representa o preço crítico de exercício do ativo base no instante t. Na 

maturidade da opção, o valor crítico é dado pelo preço de exercício K: 

*
tS

 
Pt(ST , K) = máx(K-ST ,0 )  ⇒  =K   (5) *

TS
 

No instante de tempo t=T, o preço crítico de exercício  é igual ao preço de exercício 
da opção, representado pela letra K. Por definição, o preço da opção de compra é a 
diferença entre o preço do ativo S

*
tS

t e o preço de exercício K (ou seja St-K). Para a opção de 
venda temos K-St. Se no tempo t=T (último período para decidir o exercício) St é igual a K, 
o valor da opção seria zero, portanto, exercer ou não a opção forneceria o mesmo 
resultado (zero para essa data). Assim, o preço crítico de exercício  é igual a K. *

TS
 
Na equação (5), T é a data de vencimento da opção. Já para um instante t qualquer 

antes do vencimento, a decisão ótima depende do conhecimento prévio do preço crítico 
imediatamente posterior no futuro, , como pode ser visto a seguir: *

ttS Δ+

 
Pt( , K) = máx(K-  , e*

tS *
tS -r∆t Et[ P t+∆t ( , K) ] )  (6) *

ttS Δ+
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Onde o último termo à direita constitui o valor de continuação, ou o valor de manter a 
opção viva. Et é o valor esperado condicional à informação disponível no instante t e ∆t é o 
tamanho de uma discretização do tempo. 

 
A dificuldade surge quando são calculados os preços críticos que dependem de preços 

futuros. Como a informação futura é desconhecida no instante atual, utiliza-se a 
simulação de Monte Carlo como auxílio no cálculo destes valores. 

 
Para ilustrar o processo de cálculo do preço crítico de exercício, supõe-se que o valor a 

ser determinado é  , ou seja, o preço crítico de exercício do instante imediatamente 
anterior ao vencimento da opção. Primeiramente, adota-se como condição inicial S

*
t-TS Δ

T-∆t=ST. 
A partir de ST-∆t, simula-se valores para ST e PT. Obtém-se então o valor de PT, utilizando-
se a média das simulações executadas. A seguir, verifica-se se  satisfaz a condição de 
valor ótimo dada pela equação (6), o que significaria escrever: 

*
t-TS Δ

 
K-  = e*

t-TS Δ
-r∆t ET-∆t[PT ( , K) ]   (7) *

TS
 

Caso a condição acima não seja satisfeita, incrementa-se ST-∆t de um valor -∆S (um 
valor pequeno) e simula-se novamente valores para ST e PT, repetindo-se o procedimento 
até que o valor crítico  seja encontrado. A curva de gatilho é obtida repetindo-se o 
procedimento acima, recursivamente, até o instante inicial. 

*
t-TS Δ

 
 
2.3  Resumo do Algoritmo de Grant, Vora e Weeks 
 
O algoritmo Grant, Vora e Weeks [7], para o cálculo do preço de uma opção de venda 
americana, pode ser resumido nos seguintes passos: 
 

1. Discretiza-se a vida útil da opção em N=T/∆t partes, onde ∆t é o tamanho de cada 
intervalo, e adota-se a condição terminal =K. *

TS
 
2. No instante T-∆t , adota-se como aproximação de ST-∆t um valor igual ou próximo de 
. Em seguida, utiliza-se a simulação de Monte Carlo para se obter diferentes valores de 

S

*
TS
T e, conseqüentemente, de PT. O valor de PT é calculado através da média das simulações 

executadas. 
 
3. Verifica-se se a condição de valor ótimo, expressa pela equação (7), é satisfeita. 

Caso afirmativo, inicia-se o próximo passo. Caso contrário, incrementa-se ST-∆t de um 
valor -∆S e repete-se o passo anterior. 

 
4. Repete-se o segundo e o terceiro passos para os instantes anteriores, até chegar a 

t0. Para calcular o preço da opção de venda devem-se simular caminhos em todos os 
instantes posteriores ao momento avaliado, e aplicando a equação (3), obtém-se esse 
valor. 

 
5. Uma vez obtida a curva de gatilho, o preço da opção de venda é obtido através da 

aplicação da equação (3), a partir de simulações do preço do ativo subjacente. Detalhando 
passo a passo, faz-se: 

 
(i) Simular uma grande quantidade de caminhos (M) a partir do valor inicial do ativo 

subjacente St0=S0. As simulações são feitas em intervalos de tempos discretos {t1, 
t2,...,tN=T}. 
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(ii) Para cada caminho simulado, no primeiro instante de tempo tn (n = 1,2,...,N) em 
que o valor do ativo Stn seja menor ou igual ao ponto crítico da curva de gatilho 

, será exercida a opção, sendo o preço da opção de venda em t(*)
tn

S n o valor 
intrínseco: K- Stn. A seguir, desconta-se este preço com a taxa livre de risco: Pm = 
e-(tn-t0)r.(K- Stn), onde Pm (m є {1,2,...,M}) representa o preço da opção de venda em 
t0 para um caminho simulado  dentre as ‘M’  realizações. É provável que existam 
caminhos nos quais, em todo momento, os preços fiquem acima da curva de 
gatilho; para estes casos Pm = 0, naturalmente. 

(iii) O preço da opção de venda será a média aritmética de todos os Pm’s: 

 
      (8) ∑

=

=
M

1m
m0t P(SP

0
1/M  K) ,

 
A Figura 1 apresenta um exemplo ilustrativo que calcula o preço de uma opção de 

venda com três caminhos simulados a partir de um preço inicial do ativo S0 = 35, em um 
horizonte de tempo dividido em seis períodos. 
 
 
 

K=50

32

20

0

10

20

30

40

50

60

0 1 2 3 4 5 6

tempo

S Curva de Gatilho

Caminho 1

Caminho 2

Caminho 3

Caminho 1:
Não se exerce a opção.
P1=0

Caminho 3:
Exercer opção em t4.
P3 = e-4r(50-20)

T=

Caminho 2:
Exercer opção em t5.
P2 = e-5r(50-32)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
Figura 1: Exemplo de Cálculo do Preço da Opção de Venda. Faz-se a média aritmética dos três 

Pm’s. ( )/320)-(50e32)-(50e0  50)K 35,(SP -4r-5r
00 ++=== . 

 
 
2.4  Testes Numéricos com o algoritmo de Grant, Vora e Weeks 

 
Para testar a metodologia de Grant, Vora e Weeks [7] consideraram-se testes numéricos 
com os mesmos parâmetros dos realizados por Huang, Subrahmanyam e Yu [6], que 
utilizaram o método binomial, e cujos resultados são usados como benchmark. 
 

Dado que esse algoritmo não especifica claramente o valor que os incrementos -∆S 
devem ter, estipulou-se um valor muito pequeno igual a 0,01 (na seção 3 será visto este 
valor se fez igual ao erro ξ utilizado no passo 5 do algoritmo de Ibáñez e Zapatero [9], só 
para uniformizar o erro de convergência). Foram empregadas 100.000 simulações para o 
cálculo da curva de gatilho a cada tentativa de encontrar os preços críticos de exercício e 
outras 100.000 para o preço do ativo subjacente que permite calcular o preço da opção de 
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venda tendo já tracejada a curva de gatilho. Repete-se esta última etapa 50 vezes, com o 
fim de obter um preço médio da opção e um desvio padrão. Na Tabela 1 exibem-se os 
resultados. 

 
A seguir são apresentadas as explicações referentes à Tabela 1: 
• O número de datas de exercício refere-se à quantidade de intervalos discretos em 

que o espaço de tempo compreendido entre t0=0 e tN = T foi subdividido. Foram 
consideradas 5 e 25 datas de exercício para efeitos de comparar com os resultados 
obtidos por Ibáñez e Zapatero [9], os quais fizeram os testes somente com essas 
datas. 

• Para exemplificar, o primeiro teste numérico tem como parâmetros K=35, σ=20% 
ao ano, T=1 mês (0,0833 anos). O preço médio da opção de venda calculado pelo 
algoritmo de Grant, Vora e Weeks modificado (com 5 datas de exercício) resultou 
no mesmo valor do benchmark, com um desvio padrão de 0,0002. 

• A coluna “% diferença” mede a porcentagem, em valor absoluto, em que o preço da 
opção de venda calculado por meio das simulações se distancia do valor 
verdadeiro. Sua fórmula é: |Preço Opção de Venda – Opção de Venda 
Verdadeira|/(Opção de Venda Verdadeira). 

 
 

Tabela 1: Resultados do Preço da Opção de Venda aplicando o algoritmo Grant, Vora e Weeks 
(S0 = 40; r = 0,0488; q = 0) 

 
    5 datas de exercício 25 datas de exercício 

K σ T (anos) 
Opção de 

Venda 
Verdadeira* 

Preço 
Opção de 

Venda 
Desvio 
Padrão 

% 
diferença 

Preço 
Opção de 

Venda 
Desvio 
Padrão 

% 
diferença 

35 0,2 0,0833 0,0062 0,0062 0,0002 0,00% 0,0061 0,0002 1,61% 
35 0,2 0,5833 0,4328 0,4270 0,0031 1,34% 0,4300 0,0032 0,65% 
40 0,2 0,0833 0,8522 0,8485 0,0024 0,43% 0,8499 0,0022 0,27% 
40 0,2 0,5833 1,9904 1,9643 0,0056 1,31% 1,9841 0,0040 0,32% 
45 0,2 0,0833 5,0000 4,9654 0,0009 0,69% 4,9927 0,0001 0,15% 
45 0,2 0,5833 5,2670 5,2077 0,0066 1,13% 5,2559 0,0063 0,21% 
35 0,4 0,0833 0,2466 0,2463 0,0026 0,12% 0,2457 0,0026 0,36% 
35 0,4 0,5833 2,1549 2,1382 0,0084 0,77% 2,1496 0,0091 0,25% 
40 0,4 0,0833 1,7681 1,7645 0,0049 0,20% 1,7651 0,0038 0,17% 
40 0,4 0,5833 4,3526 4,3240 0,0066 0,66% 4,3457 0,0086 0,16% 
45 0,4 0,0833 5,2868 5,2781 0,0055 0,16% 5,2781 0,0055 0,16% 
45 0,4 0,5833 7,3830 7,3415 0,0089 0,56% 7,3733 0,0079 0,13% 

  MAPE 0,6156% MAPE 0,3698% 
   RMSE 2,6379% RMSE 0,6355% 

 
* Os preços verdadeiros da opção de venda americana em cada teste numérico (12 em total) são 
os obtidos por Huang, Subrahmanyam e Yu [8] usando um modelo binomial com 10.000 passos. 
Estes resultados servem como benchmark para o cálculo das medidas de erro: MAPE e RMSE. 

 
 

• O MAPE é uma medida estatística do erro para um conjunto de testes. No total 
foram realizados 12 testes numéricos (um em cada linha da Tabela 1). Em cada 
teste a “% de diferença” varia. Portanto, uma maneira de consolidar uma medida 
de erro para um conjunto de testes realizados sob certos parâmetros comuns e um 
determinado número de datas de exercício, é por meio desta medida. 
Numericamente, o MAPE é a média aritmética da coluna “% diferença” (explicada 
no parágrafo anterior). 

• O RMSE é outra medida estatística do erro de um conjunto de testes, que para o 

caso de 12 testes sua fórmula seria: 12)VerdadeiraPut Put (PreçoRMSE
12

1

2
ii∑

=

−=
i

. 

Em outras palavras, é a raiz quadrada do erro médio quadrático. 
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• Chame-se de “experimento” ao conjunto de testes numéricos realizados sob uma 
certa quantidade de datas de exercício. Por exemplo, a Tabela 1 exibe dois 
experimentos, os quais agrupam 12 diferentes testes numéricos. Em cada 
experimento o conjunto de testes numéricos são os mesmos, só varia o valor do 
parâmetro “número de datas de exercício”. 

• Quanto menor for a porcentagem nestas medidas de erro, melhor será a 
aproximação para os valores de referência ou benchmarks. Nos experimentos 
apresentados na Tabela 1 nota-se que um maior número de datas de exercício 
(esta é a variável que muda de um experimento para outro) faz que os valores do 
MAPE e do RMSE sejam reduzidos. 

 
 
3  O algoritmo de Ibáñez e Zapatero 
 
A seguir será descrita a metodologia de Ibáñez e Zapatero [9] para o cálculo do preço de 
opções americanas via Simulação de Monte Carlo, e que também utiliza o conceito de 
curva de gatilho. 
 
 
3.1  Determinar a fronteira de exercício ótima um período antes da 
maturidade 
 
Dado que o preço crítico de exercício no instante de tempo tN=T (StN*) é igual a K (como 
explicado na seção 2.2), o trabalho então, concentra-se em calcular recursivamente os 
outros pontos da curva de gatilho. Inicia-se então pelo preço crítico de exercício no 
período tN-1. 
 

Passo 1: Deseja-se achar o ponto . Começa-se com um ponto inicial  escolhido 
arbitrariamente. Normalmente toma-se este valor igual ao preço de exercício K. 

*
t 1-N

S (1)
t -1N

S

 
Passo 2: Depois, calcula-se o preço da opção: em tK) ,(SP (1)

tt 1-N1-N
N-1, aplicando para isso 

a simulação de Monte Carlo conforme a equação (3). Por outro lado, e só no instante tN-1, 
seria também possível empregar a conhecida fórmula de Black e Scholes [2], visto que 
entre tN-1 e tN existe um só período. Assim, tomando como valor inicial do ativo  e o 
preço de exercício K em t

(1)
t -1N

S
N, calcula-se o preço da opção de venda com a exatidão que 

fornece esta fórmula, sem ser necessário (neste particular caso) realizar as simulações. 
 
Passo 3: Para encontrar um novo preço  que se aproxime mais do , é 

necessário encontrar uma regra eficiente para ir de um ponto de aproximação a outro. 
Uma forma bastante rápida para convergir ao preço crítico de exercício é utilizar o método 
de aproximações sucessivas de Newton. A convexidade da função preço da opção garante 
a convergência até o ponto fixado . Assim: 

(2)
t -1N

S *
t 1-N

S

*
t 1-N

S
 
Para s = 1,2,3,..,* , usa-se a aproximação: 
 

      (9) K) ,I(S)-).(SP,(SP
11111
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tS

(s)
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onde 
S

K) ,P(S
 )(SP

(s)
t(s)

tS
1-N

1-N ∂

∂
= . Reorganizando a equação (9) encontra-se o valor StN-1

(s+1): 

 
      (10) ( ) ( ))(SP)S(SP,(SP-S

11111
++= 1K) K (s)

tS
(s)
t

(s)
tS

(s)
tt

1)(s
t -N-N-N-N-N1-N

÷+



J.G. Castro et al. / Investigação Operacional, 27 (2007) 67-83 75 
 

 
Para resolver a equação (10) deve-se calcular antes , que é a principal 

dificuldade na aplicação do método de Newton. 
)(SP (s)

tS 1-N

 
O cálculo analítico de  para uma opção de venda americana, a cada iteração 

‘s’, não é possível (só em opções européias existe expressão analítica para ). É um 
fato amplamente conhecido na literatura de Finanças que à medida que S

)(SP (s)
tS 1-N

)(SP (s)
tS 1-N

tn (nє {N-1, N-

2,...,1})se aproxima mais do preço crítico de exercício , a derivada se inclina mais 
tendendo a -1. Por esta razão, Ibáñez e Zapatero [9] sugerem inicializar as iterações com 
um valor =-0.60, e gradativamente realizar incrementos (negativos) a cada iteração 

até um máximo de =-0.90. 

*
tn

S

)(SP (1)
tS 1-N

)(SP (*)
tS 1-N

 
Passo 4: Achado  calcula-se o preço da opção , aplicando a equação 

(3), ou a equação de Black e Scholes (lembrado que esta só serve no período t

(2)
t 1-N

S K) ,(SP (2)
tt 1-N1-N

N-1). Após, 
calcula-se uma nova aproximação  usando a equação (10). (3)

t 1-N
S

 
Passo 5: Repete-se o procedimento ‘s’ vezes até convergir ao valor = , sendo 

que 

(*)
t 1-N

S (s)
t 1-N

S
ξSS 1)-(s

t
(s)
t 1-N1-N

<− , para algum número ξ muito pequeno. 

 
A convergência para o ponto fixado  se realiza de maneira monotônica, isto é, para 

uma opção de venda tem-se que: > >...> . As iterações finalizam quando se 

encontra  ou quando exista uma mudança no sinal da convergência: 

. Em qualquer dos dois casos estima-se o ponto médio das duas últimas 

iterações: , sendo esta a estimativa do valor de . 
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)/2S(SŜ 1)-(s
t

(s)
t

(*)
t 1-N1-N1-N

+= (*)
t 1-N

S
 
 
3.2  Determinar a fronteira de exercício ótima um período antes da 
maturidade 
 
Seguidamente, repete-se o mesmo procedimento para os pontos tN-2, tN-1, ...,t0 (de maneira 
recursiva). A cada ponto, sugere-se reiniciar o algoritmo tomando como preço inicial do 
ativo (o ponto fixado do período à frente, calculado previamente). (*)

t
(1)
t 1nn

SS
+

=
 
Assim, no final encontra-se um conjunto de pontos S(*) ={ , ,..., , }, que 

formam a fronteira de exercício ótima ou curva de gatilho: . Uma maneira 

eficiente de achar a função é fazendo uma regressão quadrática ou cúbica do conjunto 
S

(*)
t0

S (*)
t1

S (*)
t -1N

S (*)
Tt N

S =

( )nt
(*)
t tF̂ S

nn
=

ntF̂
(*) com os tempos {t0, t1,....,T}, embora resulte também aceitável fazer uma simples 

interpolação entre dois períodos discretos. 
 
A utilidade da curva de gatilho está no fato que, no primeiro instante de tempo em que 

o valor do ativo subjacente “S” fique abaixo desta curva, dever-se-á optar pelo exercício, 
sendo o preço da opção de venda em algum instante tn o valor intrínseco: K-Stn.  
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3.3  Determinar a fronteira de exercício ótima um período antes da 
maturidade 
 
Uma vez traçada a curva de gatilho, para calcular o preço da opção de venda, ao igual que 
em Grant, Vora e Weeks [7] (seção 2.3), aplica-se a equação (3) a partir de simulações do 
ativo subjacente. 
 
 
4  O algoritmo de Ibáñez e Zapatero modificado 
 
Nesta seção apresentamos uma proposta de aprimoramento do algoritmo de Ibáñez e 
Zapatero [9]. Posteriormente realizamos os experimentos numéricos. 
 
 
4.1  Aprimoramento no cálculo da curva de gatilho 
 
A primeira melhoria que se pode efetuar no cálculo do ponto  é empregar a fórmula de 

Black e Scholes [2] para calcular o preço exato da opção de venda nos passos 2 e 4 do 
algoritmo, dado que existe um único período até a maturidade da opção. Ibáñez e 
Zapatero [9] também fazem esta sugestão. A novidade estaria no passo 3, onde deve ser 
estimado  . Quando existe só um período até a maturidade da opção, o valor da 
derivada do preço da opção com relação ao preço do ativo subjacente é calculado por uma 
expressão analítica fechada proveniente da fórmula de Black e Scholes [2] dada por: 

(*)
t -1N

S

)(SP (s)
tS 1-N

 
      (11) 1])e)(SP −= [N(d1

)t-q(T(s)
tS

1-N

1-N

−
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N(.) = função distribuição normal padrão acumulada. 
q = taxa de dividendos. 
r = taxa de desconto livre de risco. 
K = preço de exercício. 
σ = volatilidade do preço do ativo subjacente. 
 

Portanto, no passo 3 do algoritmo, referente ao período tN-1 é conveniente usar a 
expressão analítica exata de . Isto permitirá uma melhor convergência para o 

ponto . 

)(SP (s)
tS 1-N

(*)
t 1-N

S
 
Ibáñez e Zapatero [9] sugerem aplicar o algoritmo em duas etapas para obter um 

melhor cálculo da curva de gatilho nos períodos tN-1, tN-2,...,t0. Seguindo esta sugestão, no 
algoritmo de Ibáñez e Zapatero modificado também se aplicam as duas etapas nos 
mesmos períodos com exceção do ponto fixado no período tN-1, que já foi calculado 
empregando valores analíticos exatos do preço da opção de venda e da sua derivada. A 
seguir se explica cada etapa. 

 
(i)  Primeira etapa
Determinar uma curva de gatilho simulando uma quantidade não muito grande de 

caminhos Brownianos aleatórios, por exemplo, 5.000, a cada vez que se utilize a equação 
(3) nos passos 2 e 4. Para efeitos de redução de variância, as 5.000 simulações devem 
estar constituídas por 2.500 simulações mais seus respectivos valores antitéticos. 
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Variável antitética é uma das principais e mais simples técnicas para reduzir 

variância. Consiste em gerar uma variável estocástica negativamente correlacionada à 
variável de estado do ativo objeto. Assim, cada trajetória deve ser associada a um par de 
seqüências, isto é, duas trajetórias negativamente correlacionadas. Para maior informação 
sugere-se consultar Frota [6]. 

 
Melhoria proposta: No passo 3 do algoritmo, Ibáñez e Zapatero [9] não fornecem 

maiores detalhes de como fazer os acréscimos de  a cada iteração. Eles sugerem 

começar com um valor =-0.60, e depois fazer incrementos (negativos) a cada 

iteração até um valor máximo de =-0.90. Mas, que valores devem ter tais 
incrementos? 

)(SP (s)
tS n

)(SP (1)
tS 1-N

)(SP (*)
tS 1-N

 
A curva de gatilho a ser calculada nesta etapa é uma primeira tentativa de aproximar 

os preços críticos { , ,..., , }, assim, observou-se através de diversos 

experimentos numéricos, que uma maneira rápida de achar a convergência é realizando 
acréscimos de -0,05 (-∆=-0,05) começando com um valor de = -0,60. De acordo 

com as experimentações realizadas, na terceira ou quarta iteração já encontra-se o preço 
crítico de exercício, com um erro ξ=0,01 (erro de convergência descrito no passo 5 do 
algoritmo, que é do mesmo valor considerado por Ibáñez e Zapatero [9] nos testes que 
realizaram). 

(*)
t0

S (*)
t1

S (*)
t 3-N

S (*)
t 2-N

S

)(SP (1)
tS n

 
(ii)  Segunda etapa
Os preços críticos de exercício achados na primeira etapa, servirão de ponto de 

partida  a cada t(1)
tn

S n (n={0,1,...,N-2}) em um novo cálculo da curva de gatilho. Assim, 

da etapa 2 é igual a da etapa 1. Estes pontos iniciais estão muito mais próximos do 

verdadeiro valor , e conseqüentemente  se aproxima mais de -1. Portanto, ao 
aplicar novamente o algoritmo espera-se obter uma melhor aproximação da curva de 
gatilho. 

(1)
tn

S (*)
tn

S
(*)
tn

S )(SP (s)
tS n

 
Para melhorar ainda mais a precisão, foram simulados 100.000 caminhos Brownianos 

aleatórios (50.000 mais seus respectivos valores antitéticos) a cada vez que se utilize a 
equação (3) nos passos 2 e 4. 

 
Melhoria proposta: Nesta etapa, Ibáñez e Zapatero [9] não falam como fazer os 

acréscimos em . Então, visto que os pontos iniciais encontram-se muito próximos 

dos preços críticos de exercício, diversos testes práticos efetuados indicam que, 
começando as iterações com um =-0,85 e fazendo posteriormente incrementos (-∆) 

pequenos de -0,01, consegue-se uma boa aproximação. No máximo em 10 iterações 
encontrar-se-á o novo preço crítico de exercício, considerando um erro ξ=0,01. 

)(SP (s)
tS n

)(SP (1)
tS n

 
 
4.2  Experimentos utilizando o algoritmo de Ibáñez e Zapatero 
modificado 
 
Ibáñez e Zapatero [9] fizeram testes numéricos com os mesmos parâmetros dos realizados 
por Huang, Subrahmanyam e Yu [6], que utilizaram o método binomial, e cujos 
resultados são usados como benchmark. O algoritmo de Ibáñez e Zapatero modificado 
também replica esses testes e logo ambas as metodologias são comparadas. 
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Na Tabela 2 são exibidos doze testes numéricos nos quais é calculado o preço da 
opção de venda americana. Os parâmetros comuns são os seguintes: r = 0,0488 anual; 
q=0. Aplicam-se as duas etapas (como foram descritas) na determinação da curva de 
gatilho. Uma vez obtida a curva, para calcular o preço da opção de venda simulam-se 
100.000 caminhos Brownianos (50.000 com seus valores antitéticos) a partir do preço 
inicial do ativo S0 = 40. Simulam-se estes caminhos 50 vezes (sob a mesma curva de 
gatilho calculada previamente), e o preço da opção de venda provém da média aritmética 
do preço da opção obtido a cada vez em que se realizaram as 100.000 simulações de 
caminhos. 
 
 

Tabela 2: Resultados do algoritmo de Ibáñez e Zapatero modificado 
(S0 = 40; r = 0,0488; q = 0) 

 
    5 datas de exercício 25 datas de exercício 

K σ T (anos)
Opção de 

Venda 
Verdadeira* 

Preço 
Opção de 

Venda 

Desvio 
Padrão 

% 
diferença

Preço 
Opção de 

Venda 

Desvio 
Padrão 

% 
diferença 

35 0,2 0,0833 0,0062 0,0062 0,0003 0,00% 0,0062 0,0002 0,00% 
35 0,2 0,5833 0,4328 0,4263 0,0035 1,50% 0,4315 0,0038 0,30% 
40 0,2 0,0833 0,8522 0,8487 0,0023 0,41% 0,8512 0,0019 0,12% 
40 0,2 0,5833 1,9904 1,9654 0,0046 1,26% 1,9851 0,0050 0,27% 
45 0,2 0,0833 5,0000 4,9659 0,0011 0,68% 4,9927 0,0002 0,15% 
45 0,2 0,5833 5,2670 5,2076 0,0053 1,13% 5,2562 0,0058 0,21% 
35 0,4 0,0833 0,2466 0,2465 0,0027 0,04% 0,2467 0,0026 0,04% 
35 0,4 0,5833 2,1549 2,1408 0,0075 0,65% 2,1528 0,0089 0,10% 
40 0,4 0,0833 1,7681 1,7654 0,0040 0,15% 1,7676 0,0046 0,03% 
40 0,4 0,5833 4,3526 4,3243 0,0093 0,65% 4,3477 0,0084 0,11% 
45 0,4 0,0833 5,2868 5,2791 0,0054 0,15% 5,2853 0,0045 0,03% 
45 0,4 0,5833 7,3830 7,3406 0,0090 0,57% 7,3748 0,0094 0,11% 

  MAPE 0,5997% MAPE 0,1211% 
   RMSE 2,6196% RMSE 0,4991% 

 
* Os preços verdadeiros da opção de venda americana em cada teste numérico (12 em total) são 
os obtidos por Huang, Subrahmanyam e Yu [8] usando um modelo binomial com 10.000 passos. 
Estes resultados servem como benchmark para o cálculo das medidas de erro: MAPE e RMSE. 

 
 
4.3  Comparação dos resultados em Ibáñez e Zapatero (I&Z) e I&Z 
modificado 
 
Nesta seção se realiza uma comparação baseada nos resultados das medidas de erro 
entre os algoritmos de Ibáñez e Zapatero [9] e Ibáñez e Zapatero modificado, sendo que 
em ambos os casos são considerados os testes numéricos da Tabela 2. Na Tabela 3, são 
exibidos tais resultados. 
 
 

Tabela 3: Medidas de erro: Ibáñez e Zapatero (I&Z) versus I & Z Modificado 
 

5 datas de exercício 25 datas de exercício 
Algortimo utilizado MAPE RMSE MAPE RMSE 

Ibáñez e Zapatero (I & Z)* 1,0818% 2,7295% 0,6151% 0,9567% 

I & Z Modificado** 0,5997% 2,6196% 0,1211% 0,4991% 

Fonte: * Elaboração própria a partir dos resultados obtidos por I&Z. 
  ** Resultados provenientes da Tabela 2. 
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Observa-se na Tabela 3, que o algoritmo I&Z modificado gera menores erros em 
ambas as datas de exercício. Desta maneira, verifica-se que as modificações realizadas no 
algoritmo de Ibáñez e Zapatero [9] foram apropriadas. Esta melhora na precisão dos 
resultados é devido ao aprimoramento realizado na determinação da curva de gatilho. Na 
estimação do ponto crítico de exercício do penúltimo período, por exemplo, ao invés de 
simular caminhos entre uma iteração e outra até atingir o preço crítico de exercício, 
emprega-se a fórmula de Black e Scholes [2], e, além disso, ao utilizar as aproximações 
sucessivas de Newton usou-se a fórmula analítica da derivada da opção. Por outro lado, 
na estimação dos outros pontos críticos de exercício, o fato de que em cada uma das duas 
etapas de aplicação do algoritmo ter sido utilizado diferentes valores inicias da derivada e 
dos acréscimos (passo 3 do algoritmo), contribuiu também para obter uma melhor 
aproximação. 
 
 
4.4  Análise de sensibilidade do algoritmo de I&Z modificado 
 
Nesta seção são realizadas análises de sensibilidade de certos parâmetros, como o 
número de datas de exercício, o número de simulações para obter o preço da opção e o 
cálculo de uma curva de gatilho média. A seguir detalham-se estas experimentações. 
 
 
4.4.1. Número de Datas de Exercício 
 
Na Tabela 3, observa-se que o número de datas de exercício melhora a precisão dos 
resultados, obtendo menores valores para os erros. 
 
Foram realizados experimentos adicionais alterando-se o valor desta variável. Os testes 
numéricos são sempre os exibidos na Tabela 2, mantendo os mesmos parâmetros para o 
cálculo da curva de gatilho e para o cálculo do preço da opção de venda. Os resultados 
dessas experimentações são exibidos a seguir na Figura 2. 
 

De acordo com a Figura 2, nota-se que existe uma significativa redução das medidas 
de erro à medida que o número de datas de exercício vai crescendo até um valor 
aproximado de 25. A partir daí a redução das medidas de erro continua, mas já não é tão 
significativo o ganho obtido pelo acréscimo de maior quantidade de datas. 

 
O tempo de processamento computacional cresce à medida que se incrementa o 

número de datas de exercício. A Figura 3 exibe os tempos médios despendidos no cálculo 
do preço da opção de venda americana num teste numérico, em função do número de 
datas de exercício. 
 

Em relação ao tempo de processamento computacional nota-se uma significativa 
elevação à medida que o número de datas de exercício aumenta. Observa-se que, o tempo 
médio que se leva em computar um teste numérico com 25 datas de exercício é de 65,16 
segundos (1 minuto aprox.), mas ao se dobrar o número de datas de exercício (50 datas) o 
tempo de processamento sobe para 185,40 segundos (3 minutos aproximadamente). O 
ganho na melhora do erro de passar de 25 para 50 datas talvez não justifique o custo 
computacional. 

 
O programa que computou os diferentes testes numéricos foi desenvolvido em 

MatLab, rodado em um computador Pentium IV de 2,8 GHz e 480 MB de RAM. 
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Figura 2: Valor das medidas de erro em função do número de datas de exercício 
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Figura 3: Tempo computacional em função do número de datas de exercício 
 
 
4.4.2. Outras Análises de Sensibilidade 
 
Foram realizados experimentos numéricos para analisar o comportamento de algumas 
variáveis, por exemplo, o número de simulações de caminhos Brownianos do preço do 
ativo subjacente, que permite calcular o preço da opção de venda americana uma vez que 
se tenha determinado a curva de gatilho. Dividindo o tempo até a maturidade em 25 
datas de exercício, constatou-se que a partir de 10.000 simulações consegue-se uma 
estabilidade nas medidas de erro MAPE e RMSE, e, em relação ao tempo de 
processamento computacional, existe uma diferença de poucos segundos entre o que se 
consome com 10.000 e 100.000 simulações. No entanto, optou-se por fazer os testes com 
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100.000 simulações, pois Ibáñez e Zapatero [9] utilizaram essa quantidade de simulações. 
Desta forma, e para efeitos de comparação, manteve-se o mesmo valor do parâmetro. 
 

Adicionalmente realizou-se um experimento para analisar se a média de várias curvas 
de gatilho melhoraria a precisão dos resultados. Os resultados mostraram que o fato de 
calcular várias curvas de gatilho e com estas se obter uma curva média (tirando a média 
dos valores dos preços críticos de exercício em cada instante de tempo), não implicou em 
uma melhora nas medidas de erro. Conclui-se então que basta calcular uma única curva 
aplicando sempre as duas etapas descritas. A média de várias curvas de gatilho resultou 
ser desnecessária aumentando exponencialmente o tempo de processamento 
computacional. 
 
 
5  Análise dos resultados e comparações das metodologias 
testadas 
 
Apresenta-se na Figura 4 um resumo das medidas de erro para os três algoritmos 
testados, sendo que o tempo até a maturidade foi dividido em 25 datas de exercício, o que 
mostrou ser uma quantidade razoável para conseguir uma boa precisão nos resultados. 
Nota-se que o algoritmo I&Z modificado ofereceu as menores medidas de erro. 
 

No que diz respeito ao tempo de processamento computacional (ver Figura 5) os 
algoritmos de Ibáñez e Zapatero [9] e Ibáñez e Zapatero modificado empregam tempos 
bastante similares, mas o algoritmo de Grant, Vora e Weeks [7] demanda um tempo muito 
maior, isto porque não existe uma regra específica que acelere a convergência para os 
pontos críticos de exercício. Sempre utiliza-se o mesmo valor -∆S e conseqüentemente em 
determinados períodos são requeridas muitas iterações até aproximar o ponto crítico. 
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Figura 4: Medidas de Erro nos três algoritmos abordados 
 
 
 
 



82 J.G. Castro et al. / Investigação Operacional, 27 (2007) 67-83 
 
 
 

Tempo Computacional

0

20

40

60

80

100

120

140

160

0 5 10 15 20 25 30

Nro. Datas de Exercício

Se
gu

nd
os

GVW

I & Z

I & Z Modificado
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 5: Tempo computacional em função do número de datas de exercício 
 
 
6  Conclusões e Considerações Finais 
 
O grande apelo na utilização do algoritmo de Grant, Vora e Weeks [7], deve-se ao fato de 
que esta metodologia permite o cálculo prévio de uma curva de gatilho, a qual é muito 
relevante, especialmente quando são avaliadas opções reais. A curva de gatilho permite 
identificar o momento ótimo de exercer a opção, tanto em opções financeiras bem como 
em opções de projetos de investimento, por exemplo, investir ou abandonar o projeto. 
 
No presente trabalho foram avaliados os algoritmos de Grant, Vora e Weeks [7] e Ibáñez e 
Zapatero [9]. Este último também determina uma curva de gatilho, e portanto, ambos os 
algoritmos são possíveis de serem comparados em quanto à eficiência na determinação da 
curva de gatilho e na exatidão dos resultados. Adicionalmente foram propostas 
modificações no algoritmo de Ibáñez e Zapatero [9], de forma a obter uma melhor precisão 
no cálculo dos preços das opções de venda americanas. O resultado final dos testes é 
exibido na Figura 4. 
 
Por outro lado, observou-se que o número de datas de exercício é um parâmetro que 
influencia de maneira relevante na precisão dos resultados (ver Figura 2). É lógico que ao 
aumentar as datas de exercício os resultados fiquem mais próximos dos verdadeiros, já 
que representa melhor o comportamento real de uma opção americana, na qual o 
exercício dá-se em tempo contínuo e não por intervalos de tempo discretos (opção 
bermuda). 
 
A proposta feita para melhorar a convergência para os preços críticos de exercício, 
estabelecendo valores iniciais das derivadas do preço da opção e dos incrementos a cada 
iteração (passo 3 do algoritmo Ibáñez e Zapatero [9]), mostrou ser bastante eficiente, 
permitindo melhorar os resultados obtidos por Ibáñez e Zapatero [9]. Da mesma forma, o 
algoritmo de Ibáñez e Zapatero modificado obteve erros bem menores do que Grant, Vora 
e Weeks [7]. Todos estes algoritmos têm em comum a necessidade de determinar 
previamente a curva de gatilho. O que varia é como as aproximações para os preços 
críticos de exercício são realizadas. 
 



J.G. Castro et al. / Investigação Operacional, 27 (2007) 67-83 83 
 
Com relação ao tempo computacional, o algoritmo de Ibáñez e Zapatero modificado 
consome um tempo muito menor do que a metodologia de Grant, Vora e Weeks [7], sendo 
esta última não prática em problemas complexos. 
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Abstract 
 

The main aim of the present work is to develop a formulation and some strategies for 
implementation and comparison of methods in nonlinear programming without 
restriction applied to the calculation of displacements in structural elements, presenting 
as example the analysis and calculation of the displacements in a truss element through 
the formulation of the minimum potential energy. The displacements had been calculated 
through the following methods: Univariant, Gradient Descent Method, Powell Conjugated 
Directions Method, Fletcher-Reeves Method, Standard Newton Raphson Method, Modified 
Newton Raphson Method, Rank One Correction Method, Rank Two Correction Method 
and BFGS Method. The algorithms had been implemented in Fortran language. After the 
solution of the problem if carries through comparisons between the methods. 

 
 

Resumo 
 

O presente trabalho trata do estudo e implementação de métodos em programação 
não-linear sem restrição utilizando os métodos Univariante, Máximo Declive, Powell, 
Fletcher-Reeves, Newton Raphson Padrão, Newton Raphson Modificado, Rank One 
Correction, Rank Two Correction e BFGS. O algoritmo é implementado em linguagem 
fortran. Em seguida a implementação dos métodos executa-se um exemplo para o cálculo 
dos deslocamentos em uma treliça através da formulação da energia potencial mínima, 
no qual a função-objetivo é uma função não-linear das variáveis de decisão. Em seguida a 
solução do problema realiza-se uma comparação entre os métodos. 

 
Keywords: Mathematical programming, optimization without restrictions, Truss Elements, 
Algorithms. 
 
Title: Potential Energy Minimization of Nonlinear Structural Systems: a comparison of numerical 
algorithms for nonlinear programming. 
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1  Introdução 
 
Otimizar é melhorar o que já existe, projetar o novo com mais eficiência e menor custo. A 
otimização visa determinar a melhor configuração de projeto sem ter que testar todas as 
possibilidades envolvidas. Problemas de otimização são caracterizados por situações em 
que se deseja maximizar ou minimizar uma função numérica de várias variáveis, num 
contexto em que podem existir restrições. Tanto as funções acima mencionadas como as 
restrições dependem dos valores assumidos pelas variáveis de projeto ao longo do 
procedimento de otimização. 

Pode-se aplicar otimização em várias áreas, como por exemplo, no projeto de sistemas 
ou componentes, planejamento e análise de operações, problemas de otimização de 
estruturas, otimização de forma, controle de sistemas dinâmicos. A otimização tem como 
vantagens diminuir o tempo dedicado ao projeto, possibilitar o tratamento simultâneo de 
uma grande quantidade de variáveis e restrições de difícil visualização gráfica e/ou 
tabular, possibilitar a obtenção de algo melhor, obtenção de soluções não tradicionais, 
menor custo. Como limitações se tem o aumento do tempo computacional quando 
aumenta-se o número de variáveis de projeto, pode surgir funções descontínuas que 
apresentam lenta convergência, funções com presença de muitos mínimos locais onde o 
mínimo global raramente é obtido. 

De acordo com vários autores dentre os quais se citam Gill, P. E, Murray, W. & Wright 
M. (1981), Filho (2004) e Friedlander (1994) uma das subáreas da Pesquisa Operacional é 
a Programação Matemática, que é dividida em Programação Linear e Programação Não-
Linear com ou sem restrições. Quando se otimiza um problema, trabalha-se com um 
modelo que é uma representação simplificada do real, o qual abrange apenas as variáveis 
mais relevantes e que exercem maior impacto sobre a solução, porém, a maioria dos 
problemas possui não-linearidades que é uma melhor representação da realidade. 

O presente trabalho apresenta o cálculo dos deslocamentos em uma treliça através da 
formulação da energia potencial mínima, nesse problema a função-objetivo é uma função 
não-linear das variáveis de decisão. 
 
 
2  Métodos de Programação Não-Linear sem Restrições  
 
Os métodos de programação não-linear sem restrição se dividem em três métodos. Os 
métodos de ordem zero que são utilizados quando o valor da função é obtido com precisão 
pobre. Pode ser uma função não diferenciável ou altamente não-linear e, portanto, os 
valores das derivadas (ou gradientes) não são confiáveis e não devem ser utilizados, pois é 
difícil obter as derivadas de forma precisa. Dessa forma, somente o valor da função-
objetivo é utilizado.  Entre os mais importantes métodos de ordem zero, há o método 
univariante e o método das direções conjugadas de Powell. Os métodos de primeira ordem 
utilizam os valores da função-objetivo e de suas derivadas (gradientes) em relação às 
variáveis de projeto. Exemplos clássicos destes métodos são o “Steepest Descent”, ou 
máximo declive, método dos gradientes conjugados e método de Fletcher e Reeves e por 
fim os métodos de segunda ordem que utilizam os valores da função-objetivo, de suas 
derivadas e também da matriz hessiana. Os exemplos mais importantes são os métodos 
de Newton Raphson Padrão e Quase-Newton.  

Os métodos existentes para resolver problemas de Programação Não-Linear sem 
restrições procuram, inicialmente, encontrar uma direção d a seguir que reduza a função-
objetivo, às vezes chamada de direção de busca. Uma vez obtida essa direção, decidem o 
quanto “andar” nessa direção, t. Através desse procedimento, a cada passo, um problema 
de encontrar n variáveis x é reduzido a um problema de encontrar uma variável t, como 
está descrito na equação a seguir: 

( ) ( ) )t(fdtxfxfdtxx oooooo =+=⇒+=   (1) 
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onde xo é o ponto inicial. O problema de encontrar t pode ser resolvido fazendo uso de 
técnicas de minimização de uma função de uma variável que são de fácil implementação. 
Essa etapa é denominada busca unidimensional, e, quando a direção d coincide com a 
direção de um dos eixos coordenados é denominada busca univariada. O algoritmo 
seguido pelos métodos de otimização sem restrições é apresentado a seguir: 

- Encontrar xo e do que reduzam a função-objetivo; 
- Encontrar t na direção do que minimize f (busca unidimensional) e obter 

ooo dtxx += ; 
- Verificar a convergência, e, se satisfeita, pare ( x = x* ); 
- Caso contrário, xi+1 = x, i = i+1 (controle do número de iterações) e voltar à etapa 

inicial. 
Detalhes sobre este assunto podem ser encontrados em Friedlander (1994) 

 
 
3  Métodos Implementados 
 
 
3.1  Método Univariante 
 
Por ser um método para resolução de problemas de otimização sem restrições, deve-se 
trabalhar com uma direção de busca d, que minimize a função-objetivo f, um incremento 
t (o quanto andar) e um ponto inicial x0. 

 

- Algoritmo: 
1- Determinar se t é positivo ou negativo, sendo que seu valor deve ser bem pequeno; 
2- Partindo de um ponto inicial x0 escolhido e conhecendo-se t, encontrar o valor de 

xk+1 para uma dada direção ek  na qual se caminha. Verificar se f(xk+1) decresce no sentido 
positivo ou negativo para este ek , calculando-se f(xk+1) = f(xk  ± tek); 

3- Se f(xk+1) < f(xk), continuar nesta direção, “avançando” mais um incremento, ou 
seja, dobrar t e testar novamente, voltando ao passo 2. Enquanto f estiver sendo 
minimizada, a direção ek é mantida. Caso contrário, parar no último valor xi  bem 
sucedido na direção ek  e escolher uma nova direção ek+1 para continuar a “caminhada”, 
voltando portanto, ao passo 1, com t original; 

4- Parar quando o valor da função f ficar constante, ou seja, quando nenhuma direção 
ek  melhorar f. 
 
3.2  Método do Máximo Declive 

 
Apesar de ser um método semelhante ao método univariante, sua particularidade é o fato 
de que a “caminhada” em busca do ponto ótimo ocorre sempre na direção do gradiente da 
função-objetivo, direção de busca dk. Além disso, o tamanho do passo com o qual se 
caminha, tk, é determinado a cada iteração através de uma busca linear na direção dk. 
- Algoritmo: 

1- Determinar x0, ponto a partir do qual se inicia a busca pelo ponto ótimo; 
2- Sendo , o gradiente da função-objetivo f(x) no k-ésimo ponto xk, a direção de 

busca na qual se caminha partindo de xk é o versor de um vetor de sentido oposto ao 
gradiente de f(x), sendo esta dada por: 

)x(f k∇

                                           dk=
)x(f
)x(f

k

k

∇
∇

−                                                              (2) 

3- Em cada iteração obtém-se um ponto seguinte xk+1 dado por: 
                    xk+1 = xk  + tk dk                                                                      (3) 

Sendo tk determinado por busca linear na direção dk e tk > 0; 
4-  Dessa forma há a geração de sucessivos pontos nos quais o valor da função-

objetivo f(x) se torna cada vez menor:  
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                                               f(xk+1) = f(xk + tkdk)                                                      (4) 
5- O algoritmo termina quando os valores assumidos pela função-objetivo nos 

sucessivos pontos gerados forem muito próximos, devido à proximidade destes pontos, xk 

e xk+1. Ou seja: 
                                                      xk+1 ≈  xk                                                             (5) 

                                                   f(xk+1) ≈  f(xk)                                                        (6) 
Assim 0)x(f k ≈∇                                   
 

3.3  Método das Direções Conjugadas de Powell 
Uma maneira de acelerar o método Univariante é utilizar o chamado “movimento padrão” 
(pattern move) e esta foi a metodologia implementada por Powell. 
 
Algoritmo: 
1- Minimizar a função f(x) com busca linear ao longo das direções gk , 

                                                gk = 
)(
)(

k

k

xf
xf

∇
∇

−       (7) 

      partindo do ponto inicial xk0 de forma a gerar os pontos xk1, ..., xkn; 
2- Após encerrar a busca linear, encontrar o índice m, normalmente m=n, correspondente 
à direção em que a função-objetivo apresenta maior decréscimo, indo de xkm-1 para xkm;                            
3- Calcular a direção “padrão” dk = xk – xk-m e determinar o tamanho do passo tk  que 
minimize f(x), tal que 

                                 x = xk0 + tk dk                                                           (8) 
Minimizar  f(x) com busca linear nesta direção “padrão”  dk  e com o passo tk; 

4- Descartar uma das direções, substituí-la por dk na próxima etapa de minimizações e 
repetir as etapas (2) e (3). 
 
3.4 Método de Fletcher-Reeves 

 
O método de Fletcher-Reeves é um método do gradiente conjugado para funções não-
quadráticas, que não necessita da avaliação da matriz hessiana H(x), sendo esta 
substituída por uma busca linear (“Linear Search”). 

 
- Algoritmo: 
1. Determinar o ponto inicial x0 e calcular a direção de busca dk, dada por: 

                                                      00 gddk −==                                                   (9) 
Onde, 
                                                      )( 00 xfg ∇=                                                      (10) 
2. Para k = 0,1, ... , n – 1 faz-se: 
                                                         kkkk dtxx +=+1                                               (11) 
Onde tk é o tamanho do passo, sendo este determinado por busca linear; 
3. Ao obter-se o ponto xk+1, caçula-se o gradiente da função-objetivo f no ponto xk+1, 

dado por: 
                                                          )( 11 ++ ∇= kk xfg                                             (12) 
4. Para determinar a nova direção de busca, dk+1, faz-se: 
                                                      kkkk dgd β+−= ++ 11                                           (13) 
Onde, 

                                                        
k

t
k

k
t
k

k gg
gg 11 ++=β                                                 (14) 

 Enquanto k ≠ n – 1; 
5. Ao obter-se xn , substituir x0 por xn e retornar ao passo 1. 
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3.5  Método de Newton Raphson Padrão 
 

O princípio deste método é minimizar uma função f através de uma aproximação local por 
uma função quadrática. As aproximações quadráticas ganham importância à medida que 
se aproximam do ponto ótimo do problema, sendo melhores do que as lineares. Esse 
método trabalha com λk = 1, sem “linear search”(busca linear). 

Para minimizar quadrática q(xk+1) devemos ter 
1+∂

∂

kx

q
= 0 , logo : 

 
∇ k + Hk (xk+1 – xk) = 0                                                          (15) 

ou 
xk+1 = xk – Hk-1∇ k                                                                                                 (16) 

 
Esta equação é a forma pura do método de Newton. O valor de Hk-1 é interpretado 

como uma correção na direção oposta ao gradiente da função, de forma a acelerar o 
processo iterativo. Concluindo que a direção de busca será: 

 
dk = -Hk-1∇ k                                                                                                        (17)  

 
3.6  Método de Newton Raphson Modificado 

 
Esse método consiste na mesa formulação que o Newton Raphson Padrão, porém evita a 
atualização da matriz hessiana Hk em cada passo: 

 
dk = -H0-1∇ k                                                                                                (18) 

 
Uma modificação do método de Newton-Raphson é que ele pode ser implementado 

com “line search” ao invés de tk =1 
 
 

3.7  Método Correção de Posto Um (Rank One Correction) 
 

Primeiramente, examina-se a fórmula de recorrência. 
 

Sk+1 = Sk + ak Zk Zkt                                                         (19) 
 

Que preserva simetria. Para i = k, a expressão (19) seria: 
 

k
t
kkkkkkkk qZZaqSqS +== +1δ                                      (20) 

ou 

k
t
kk

kkk
k qZa

qS
Z

−
=
δ

                                                   (21) 

                               
 
O produto interno por qk t em (20) fornece: 
 

 ( )2k
t
kkkk

t
kk

t
k qZaqSqq =−δ                                          (22)                       

               
Substituindo (21) em (19) tem-se: 
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( )( )
( )kkk

t
k

t
kkkkkk

kk qSq
qSqS

SS
−

−−
+=+ δ

δδ
1                                         (23) 

                                                                      
 

3.8  Método Rank Two Correction 
 

O algoritmo DFP segue as mesmas idéias do algoritmo de “Rank One Correction”, mas 
nele a inversa da Hessiana é atualizada pela soma de duas matrizes simétricas de posto 1 
e é denominada de rank two. 

O algoritmo se inicia com uma aproximação de H-1 → S0 no ponto x0. Seguem-se os 
mesmos passos do rank one, mas a atualização de Sk+1 é feita desse modo: 

 

kk
t
k

kk
t

kk

kk

t
kk

kk qSq
SqqS

q
SS −+=+ δ

δδ
1                                       (24) 

                                                                        
 
3.9  Método BFGS 

 
Método de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) para problemas de minimização 
irrestrita. Esse método possui o algoritmo mais bem sucedido para atualização da 
inversa. Ele garante as seguintes propriedades: 

 
Sk simétrica  → Sk+1 simétrica 
Sk positiva definida → Sk+1 positiva definida 
 
A fórmula de recorrência é a seguinte: 

k
t
k

t
kk

k
t
k

t
kk

k
k

t
k

t
kk

k qq
qIS

q
qIS

δ
δδ

δ
δ

δ
δ

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=+1                                            (25) 

 
O método BFGS é denominado muitas vezes na literatura como método DFP 

complementar. Um processo de busca linear para determinação de αk e parte integrante 
do algoritmo. 

 
 

4  Resolução de Um Elemento de Treliça 
 
Deseja-se determinar os deslocamentos (u1 e u2) da treliça não-linear mostrada na Figura 
1 através da formulação da energia potencial mínima, onde L é o comprimento da barra 
na direção 1, A é a área da seção transversal, E1 é o módulo de elasticidade na direção 1, 
E2 é o modulo de elasticidade na direção 2 e P é a carga aplicada no ponto B. Os valores 
das variáveis citadas são dados de entrada no programa implementado e são definidos 
por:  

 
 L = 400 cm; A = 4 cm²; E1 = 2x106 kN/cm²; E2 = -2.5x108 kN/cm², P = 8000 Kn     (26) 
 
 
 
 
 
A relação tensão-deformação não-linear é dada por: 
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                                                                                                          (27) 2

1 εεσ 2EE +=
 
 

 
 

Figura 1: Treliça Não-Linear (Sacramento & Buffoni (2006)) 
 

A energia potencial total de um sistema é obtida através do somatório das energias de 
deformação, U, (Timoshenko & Gere, [4]). As energias são expressas por unidade de 
volume do material. Considerando-se um elemento sujeito à tensão e deformação, tem-se: 

                                                                                                      (28) ∫=
ε

εσ
0

d u

                                                                   (29) ∫= dVu U

 
Utilizando-se as equações de compatibilidade chegam-se as seguintes expressões: 

L
u
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1

1 1
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Δ
=ε                                                  (30) 
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L
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2
1)( 212 +=ε                                               (32) 

Fazendo uso das expressões (29), (31) e (32), chega-se às seguintes expressões para os 
deslocamentos:  
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Dessa forma, a energia potencial é dada pela seguinte expressão: 
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onde L é o comprimento da barra na direção 1, A é a área da seção transversal, E1 é o 
módulo de elasticidade na direção 1, E2 é o modulo de elasticidade na direção 2 e P é a 
carga aplicada. A Figura 2 apresenta as curvas de nível para a energia potencial da 
expressão (34) e verifica-se que esta é mínima próxima aos pontos u1 = 0.5 e u2 = 1.   

 
 

 
 

Figura 2: Curvas de nível da energia potencial expressa em (34). 
 
4.1  Resolução de Um Elemento de Treliça Utilizando os Métodos 
Estudados 
 
O objetivo é verificar a convergência dos métodos estudados para os valores de 
deslocamentos da treliça nas direções 1 e 2 que tornam a energia potencial mínima, onde 
os valores exatos apresentam-se na Figura 2. Dessa forma, realizaram-se testes para o 
ponto de partida é  x0  = (0,0), ou seja, u1 = 0 e u2 = 0. 

 
4.1.1  Método Univariante 

 
Com um passo t = 0.000001, o método apresentou os resultados da Tabela 1. 

 
Tabela 1: Método Univariante – Ponto de partida (1,3). 

 
ITERAÇÃO u1 u2 Energia 

Potencial 
Mínima ( ) Π

1 0 0 -0.01599999 
2 1E-006 0 -0.01599999 
3 3E-006 0 -0.04799988 
4 7E-006 0 -0.1119993 
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ITERAÇÃO u1 u2 Energia 
Potencial 

Mínima ( ) Π

5 1.5E-005 0 -0.239997 
6 3.1E-005 0 -0.495987 
7 6.3E-005 0 -1.007946 
8 0.000127 0 -2.031782 
9 0.000255 0 -4.07912 
10 0.000511 0 -8.172466 
11 0.001023 0 -16.35384 
12 0.002047 0 -32.6953 
13 0.004095 0 -65.29319 
14 0.008191 0 -130.1492 
15 0.016383 0 -258.5058 
16 0.032767 0 -509.8255 
17 0.065535 0 -991.1171 
18 0.131071 0 -1870.121 
19 0.262143 0 -3308.304 
20 0.524287 0 -5021.3 
21 0.524287 1E-006 -5021.305 
22 0.524287 3E-006 -5021.314 
23 0.524287 7E-006 -5021.333 
24 0.524287 1.5E-005 -5021.369 
25 0.524287 3.1E-005 -5021.443 
26 0.524287 6.3E-005 -5021.59 
27 0.524287 0.000127 -5021.884 
28 0.524287 0.000255 -5022.472 
29 0.524287 0.000511 -5023.648 
30 0.524287 0.001023 -5025.999 
31 0.524287 0.002047 -5030.697 
32 0.524287 0.004095 -5040.073 
33 0.524287 0.008191 -5058.752 
34 0.524287 0.016383 -5095.812 
35 0.524287 0.032767 -5168.75 
36 0.524287 0.065535 -5309.934 
37 0.524287 0.131071 -5573.801 
38 0.524287 0.262143 -6029.705 
39 0.524287 0.524287 -6671.613 
40 0.524287 1.048575 -7015.154 
41 0.524286 1.048575 -7015.155 
42 0.524284 1.048575 -7015.157 
43 0.52428 1.048575 -7015.162 
44 0.524272 1.048575 -7015.171 
45 0.524256 1.048575 -7015.189 
46 0.524224 1.048575 -7015.226 
47 0.52416 1.048575 -7015.3 
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ITERAÇÃO u1 u2 Energia 
Potencial 

Mínima ( ) Π
48 0.524032 1.048575 -7015.448 
49 0.523776 1.048575 -7015.742 
50 0.523264 1.048575 -7016.328 
51 0.52224 1.048575 -7017.485 
52 0.520192 1.048575 -7019.746 
53 0.516096 1.048575 -7024.052 
54 0.507904 1.048575 -7031.799 
55 0.49152 1.048575 -7043.806 
56 0.458752 1.048575 -7053.644 
57 0.458752 1.048574 -7053.644 
58 0.458752 1.048572 -7053.645 
59 0.458752 1.048568 -7053.645 
60 0.458752 1.04856 -7053.647 
61 0.458752 1.048544 -7053.649 
62 0.458752 1.048512 -7053.654 
63 0.458752 1.048448 -7053.663 
64 0.458752 1.04832 -7053.682 
65 0.458752 1.048064 -7053.72 
66 0.458752 1.047552 -7053.794 
67 0.458752 1.046528 -7053.94 
68 0.458752 1.04448 -7054.22 
69 0.458752 1.040384 -7054.732 
70 0.458752 1.032192 -7055.568 
71 0.458752 1.015808 -7056.478 
72 0.458752 1.015807 -7056.478 
73 0.458752 1.015805 -7056.478 
74 0.458752 1.015801 -7056.478 
75 0.458752 1.015793 -7056.478 
76 0.458752 1.015777 -7056.478 
77 0.458752 1.015745 -7056.479 
78 0.458752 1.015681 -7056.481 
79 0.458752 1.015553 -7056.484 
80 0.458752 1.015297 -7056.49 
81 0.458752 1.014785 -7056.501 
82 0.458752 1.013761 -7056.52 
83 0.458752 1.011713 -7056.546 
84 0.458752 1.007617 -7056.549 
85 0.458752 1.007618 -7056.549 
86 0.458752 1.00762 -7056.549 
87 0.458752 1.007624 -7056.549 
88 0.458752 1.007632 -7056.549 
89 0.458752 1.007648 -7056.55 
90 0.458752 1.00768 -7056.55 
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ITERAÇÃO u1 u2 Energia 
Potencial 

Mínima ( ) Π

91 0.458752 1.007744 -7056.55 
92 0.458752 1.007872 -7056.551 
93 0.458752 1.008128 -7056.552 
94 0.458752 1.00864 -7056.554 
95 0.458752 1.009664 -7056.555 
96 0.458752 1.009663 -7056.555 
97 0.458752 1.009661 -7056.555 
98 0.458752 1.009657 -7056.555 
99 0.458752 1.009649 -7056.556 
100 0.458752 1.009633 -7056.556 
101 0.458752 1.009601 -7056.556 
102 0.458752 1.009537 -7056.556 
103 0.458752 1.009409 -7056.556 
104 0.458752 1.00941 -7056.556 
105 0.458752 1.009412 -7056.556 
106 0.458752 1.009416 -7056.556 
107 0.458752 1.009424 -7056.556 
108 0.458752 1.009423 -7056.556 
109 0.458752 1.009421 -7056.556 
110 0.458752 1.00942 -7056.556 

 
A Figura 3 mostra o caminho descrito pelo método Univariante. 
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Figura 3: Convergência do método Univariante para o ponto onde a energia potencial é mínima. 
Ponto de partida (0,0). 
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4.1.2  Método do Máximo Declive 

 
Com um passo t = 0.000001, o método apresentou os resultados da Tabela 2. 

 
Tabela 2: Método do Máximo Declive – Ponto de partida (0,0). 

 
ITERAÇÃO u1 u2 Energia 

Potencial 
Mínima ( ) Π

1 0 0 0 
2 0.4689374       0.2344687      -5773.422 
3 0.6541881       0.4199456      -6507.465 
4 0.4453029       0.9008249      -7024.204 
5 0.5016987       0.9342088      -7047.586 
6 0.4709735       0.9455975      -7052.063 
7 0.4814727       0.9581753      -7054.520 
8 0.4637894       0.9857623      -7056.416 
9 0.4710845       0.9894892      -7057.094 
10 0.4695538       0.9975370      -7057.239 
11 0.4686248       0.9979678      -7057.243 
12 0.4689887       0.9983280      -7057.245 
13 0.4684940       0.9992246      -7057.247 
14 0.4687252       0.9993346      -7057.247 
15 0.4686671       0.9993617      -7057.248 
16 0.4686701       0.9994896      -7057.248 
17 0.4686383       0.9994926      -7057.248 
18 0.4686443       0.9995240      -7057.248 
19 0.4686284       0.9995253      -7057.248 
20 0.4686344       0.9995305      -7057.248 

A Figura 4 apresenta o caminho descrito pelo método do máximo declive. 
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Figura 4: Convergência do método do Máximo Declive para o ponto onde a energia potencial é 
mínima. Ponto de partida (0,0). 
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4.1.3  Método de Powell 

 
Com um passo t = 0.000001, o método apresentou os resultados da Tabela 3. 

 
Tabela 3: Método de Powell – Ponto de partida (0,0). 

 

ITERAÇÃO 
u1 u2 Energia Potencial 

Mínima ( ) Π

1 0 0              -
2 0.626612 0.402244 -6488.465 
3 0.514226 0.903053 -7037.739 
4 0.497187 0.934596 -7048.978 
5 0.481182 0.960045 -7054.741 
6 0.470234 0.989313 -7057.087 
7 0.469695 0.993630 -7057.195 
8 0.469463 0.997154 -7057.238 
9 0.469067 0.998240 -7057.245 
10 0.468873 0.998791 -7057.247 
11 0.468873 0.999233 -7057.247 
12 0.468657 0.999377 -7057.248 
13 0.468646 0.999447 -7057.248 
14 0.468642 0.999503 -7057.248 
15 0.468637 0.999518 -7057.248 
16 0.468634 0.999533 -7057.248 
17 0.468632 0.999538 -7057.248 
18 0.468632 0.999538 -7057.248 
19 0.468631 0.999541 -7057.248 
20 0.468631 0.999541 -7057.248 
21 0.468631 0.999541 -7057.248 
22 0.468630 0.999543 -7057.248 
23 0.468630 0.999543 -7057.248 
24 0.468630 0.999543 -7057.248 
25 0.468630 0.999543 -7057.248 
26 0.468630 0.999543 -7057.248 
27 0.468630 0.999543 -7057.248 
28 0.468630 0.999543 -7057.248 
29 0.468630 0.999543 -7057.248 
30 0.468630 0.999543 -7057.248 

 

A Figura 5 mostra o caminho descrito pelo método de Powell. 
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Figura 5: Convergência do método de Powell para o ponto onde a energia potencial é mínima. 
Ponto de partida (0,0). 

 
4.1.4  Método de Fletcher-Reeves 

 
Com um passo t = 0.000001, o método apresentou os seguintes resultados: 

 
Tabela 4: Método de Fletcher-Reeves – Ponto de partida (0,0). 

 
ITERAÇÃO u1 u2 Energia 

Potencial 
Mínima ( ) Π

1 0 0 0 
2 0.7502999       0.3751500       0 
3 0.5788475       0.4959164      -6303.224 
4 0.6029188       0.7042455      -6655.573 
5 0.5116172       0.7558123      -6883.635 
6 0.5385898       0.8571415      -6964.260 
7 0.4902307       0.8773943      -7013.171 
8 0.5022644       0.9284234      -7034.250 
9 0.4783418       0.9391426      -7046.619 
10 0.485991       0.964216      -7051.618 
11 0.473804       0.969040       -7054.507 
12 0.477007       0.981750      -7055.825 
13 0.471011 0.984394      -7056.582 
14 0.472972       0.990647      -7056.895 
15 0.469928       0.999288      -7057.075 
16 0.470723       0.995037      -7057.158 
17 0.469231       0.995714      -7057.205 
18 0.469718       0.997278      -7057.225 
19 0.468961       0.997591      -7057.237 
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ITERAÇÃO u1 u2 Energia 
Potencial 

Mínima ( ) Π

20 0.469154       0.998387      -7057.242 
21 0.4687856       0.998564      -7057.245 
22 0.4689022       0.998957      -7057.246 
23 0.4687154       0.999041      -7057.247 
24 0.4687619      0.999241      -7057.247 
25 0.4686714       0.991858      -7057.247 
26 0.4686976      0.999387     -7057.247 
27 0.4686523       0.999411      -7057.248 
28 0.4686630       0.999461      -7057.248 
29 0.4686412       0.999475      -7057.248 
30 0.4686464       0.999500      -7057.248 
31 0.4686358       0.999507      -7057.248 
32 0.4686398       0.999532      -7057.248 
33 0.4686334       0.999532      -7057.248 

 

A Figura 6 mostra o caminho descrito pelo método de Fletcher Reeves. 
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Figura 6: Convergência do método de Fletcher-Reeves para o ponto onde a energia potencial é 
mínima. Ponto de partida (0,0). 
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4.1.5  Método de Newton Raphson Padrão 

 
A Tabela 5 apresenta os resultados para um passo t = 1. 

 
Tabela 5: Método de Newton Raphson Padrão – Ponto de partida (0,0). 

 
Iteração u1 u2 Energia Potencial Mínima (Π ) 

1 0 0 0 
2 0.4 0.7313709 -6792.15 
3 0.4666667 0.9740878 -7055.774 
4 0.4686275 0.9993314 -7057.247 
5 0.4686292 0.9995434 -7057.248 

 
A Figura 7 mostra o caminho descrito pelo método de Newton Raphson Padrão. 
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Figura 7: Convergência do método de Newton Raphson Padrão para o ponto onde a energia 
potencial é mínima. Ponto de partida (0,0). 

 
4.1.6  Método Newton Raphson Modificado 

 
A Tabela 6 apresenta os resultados para um passo t = 1. 

 
Tabela 6: Método de Newton Raphson Modificado – Ponto de partida (0,0). 

 

ITERAÇÃO u1 u2 
Energia Potencial 

Mínima (Π ) 
1 0 0 0 
2 0.4 0.7313709 -6792.15 
3 0.45 0.8813709 -7018.028 
4 0.4632813 0.9450503 -7050.114 
5 0.4670717 0.974205 -7055.839 
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ITERAÇÃO u1 u2 
Energia Potencial 

Mínima (Π ) 
6 0.4681737 0.9877719 -7056.959 
7 0.4684958 0.9940903 -7057.188 
8 0.4685901 0.9970242 -7057.235 
9 0.4686177 0.9983821 -7057.245 
10 0.4686258 0.9990089 -7057.247 
11 0.4686282 0.9992976 -7057.247 
12 0.4686289 0.9994305 -7057.248 
13 0.4686291 0.9994915 -7057.248 
14 0.4686291 0.9995196 -7057.248 
15 0.4686291 0.9995324 -7057.248 

 
A Figura 8 mostra o caminho descrito pelo método de Newton Raphson Modificado. 
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Figura 8: Convergência do método de Newton Raphson Modificado para o ponto onde a energia 
potencial é mínima. Ponto de partida (0,0). 

 
4.1.7  Método Correção de Posto Um (Rank One Correction) 

 
Com um passo t = 0.000001, o método apresentou os resultados da Tabela 7. 

 
Tabela 7: Método Rank One Correction– Ponto de partida (0,0). 

 

ITERAÇÃO u1 u2 
Energia Potencial 

Mínima (Π ) 
1 0 0 0 
2 .5031503 .9199736 -7044.990 
3 .5036367 .9208747 -7044.993 
4 .4966970 .9165216 -7045.883 
5 .5017961 .9101100 -7043.422 
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A Figura 9 mostra o caminho descrito pelo método Rank One Correction. 
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Figura 9: Convergência do método Rank One Correction para o ponto onde a energia potencial é 
mínima. Ponto de partida (0,0). 

 
4.1.8  Método Correção de Posto Dois (Rank Two Correction) 

 
Com um passo t = 0.000001, o método apresentou os seguintes resultados: 

 
Tabela 8: Método Rank Two Correction – Ponto de partida (0,0). 

 

ITERAÇÃO u1 u2 
Energia Potencial 

Mínima (Π ) 
1 0 0 0 
2 .4689374 .2344687 -5773.422 
3 .7016331 .3551842 -6350.297 
4 .5859184 .4167470 -6511.552 
5 0.4888443 0.5048179 -6584.202 
6 0.5261520 1.027777 -7020.407 
7 0.5106777 0.9640939 -7044.817 
8 0.4925829 0.9367751 -7050.315 
9 0.4780165 0.9442755 -7052.563 
10 0.4640229 0.9739052 -7055.337 
11 0.4677314 1.006463 -7057.172 
12 0.4683698 0.9982956 -7057.243 
13 0.4688688 0.9981811 -7057.245 
14 0.4690156 0.9983908 -7057.245 
15 0.4688557 0.9994022 -7057.247 
16 0.4686606 0.9995679 -7057.247 
17 0.4686338 0.9995854 -7057.247 

 
A Figura 10 mostra o caminho descrito pelo método Rank Two Correction. 
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Figura 10: Convergência do método Rank One Correction para o ponto onde a energia potencial é 
mínima. Ponto de partida (0,0).   

4.1.9  Método BFGS 
 

Com um passo t = 0.000001, o método apresentou os resultados da Tabela 9. 
Tabela 9: Método BFGS – Ponto de partida (0,0). 

 

ITERAÇÃO u1 u2 
Energia Potencial 

Mínima (Π ) 
1 0 0 0 
2 0.4689374 0.2344687 -5773.422 
3 0.3274954 0.4551804 -5892.787 
4 0.589635 0.4536538 -6583.731 
5 0.4506282 0.6759072 -6816.933 
6 0.3990856 0.9329341 -6985.949 
7 0.4409088 0.8824784 -7010.541 
8 0.4620554 0.8574471 -7013.439 
9 0.4217083 0.9821547 -7033.454 
10 0.4607974 0.9295524 -7045.051 
11 0.4645898 0.9949785 -7056.99 
12 0.4669828 0.9916543 -7057.054 
13 0.4710787 0.9916351 -7057.148 
14 0.4686867 0.9949601 -7057.208 
15 0.4677857 0.9967992 -7057.218 
16 0.468425 0.9959994 -7057.22 
17 0.4691035 0.9979317 -7057.243 
18 0.4684253 0.998699 -7057.245 
19 0.4686766 0.9986504 -7057.246 
20 0.4687946 0.9991486 -7057.247 
21 0.4685989 -7057.247 0.9993136 
22 0.4686617 0.9993017 -7057.247 
23 0.4685958 0.9994114 -7057.247 
24 0.4686512 0.9993793 -7057.247 
25 0.4686287 0.9994021 -7057.247 
26 0.4686349 0.999397 -7057.247 

A Figura 11 mostra o caminho descrito pelo método BFGS. 
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Figura 11 - Convergência do método BFGS. Ponto de partida (0,0). 

 
5  Conclusões 
 
Através dos resultados obtidos, concluiu-se que os deslocamentos u1 e u2 obtidos através 
de todos os métodos são compatíveis com a solução exata apresentada. Nota-se também 
que o método univariante, é um pouco “lento”, sendo necessárias muitas iterações para se 
chegar a uma solução ótima do problema. O método de Powell mostra-se mais eficiente 
que o univariante, pois a solução exata foi obtida com menos iterações. Já os métodos de 
Newton Raphson Padrão e Rank One Correction se mostraram mais eficientes do ponto de 
vista do número de iterações até se chegar a solução do problema. A Tabela 10 apresenta 
uma comparação entre os métodos. 

 
Tabela 10: Comparação entre os métodos. 

 
Deslocamentos Método Ponto de 

Partida 
Número de 
Iterações 

Energia 
Potencial 

Mínima (
u1 u2 ) Π

Univariante (0,0) 110 0.458752 1.00942 -7056.556 
Máximo Declive (0,0) 20 0.4686344  0.9995305  -7057.248 
Powell (0,0) 30 0.4686304  0.9995436 -7057.248 

-7057.248 Método de Fletcher 
– Reeves 

(0,0) 33 0.4686334  0.999532  
 

Newton Raphson 
Padrão 

(0,0) 5 0.4686292 0.9995434 -7057,248 

Newton Raphson 
Modificado 

(0,0) 15 0.4686291 0.9995324 -7057.248 

Correção de Posto 
Um (Rank One 
Correction) 

(0,0) 5 0.5017961 0.9101100 -7043.422 

Correção de Posto 
Dois (Rank Two 
Correction) 

(0,0) (0,0) 17 0.4686338 0.9995854 

BFGS (0,0) 26 0.4686349 0.999397 -7057.247 
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