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Abstract

Multiple criteria decision problems with one decision-maker haven been recognised and discussed in the
literature in optimisation theory, operations research and management science, Nevertheless a multiple criteria
problem can naturally arise in decision situations involving conflict among n-persons and conflict among the
criteria of each person. The corresponding concept with n-decision makers, namely multiple objective n-person
games, has not been extensively explored.

In this paper we consider several approaches for solving normal form multiple objective n-person games.
One of them is to find optimal response strategies. In non-cooperative games, characterised by strategic
behaviour and individual rationality, given all other player's strategies, each player may choose a best response as
an efficient solution of a vector maximisation problem. Also a best response can be established as a maximin
solution. Another approach to solve these games is based on security levels, We present the concept of Pareto
optimal security strategies for multiple objective n-person games and explore the relations with the optimal
response strategies.

Keywords
Game theory, multicriteria games, Nash equilibrium, maximin strategy, Pareto-optimal security strategy.

1. Introduction

Multicriteria decision making and game theory have contributed important insights to
several areas of social science. Multicriteria decision making has gained broad interest and has
been extensively described in the literature on operations research and decision theory over the

last two decades.

The research of the authors is partially supported by the Spanish Ministerio de Educaci6n y Cultura grant n.
PB97-07-07.
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On the other hand, game theory, born in 1944 with the publication of the book "Theory of
Games and Economics Behavior" by John von Neumann and Oscar Morgenstern [14], studies
the behavior of decision-makers whose decisions affect the others. In the last ten years recent
advances in game theory have ensured its recognition as a key subject across a wide range of
disciplines in the social science.

Both theories, multicriteria decision making and game theory, jointly applied yield to
important and novel results in various areas of applications. However, multiple objective games’
that emerge whenever players in a game have multiple objectives or a vector payoff to optimize,
have attracted limited attention in the game theory literature and have not yet been extensively
explored.

The first publication on multiple objective games dates back to 1956 [1] and some important
papers are [17, 6, 22, 10, 4, 2, 5, 9, 23].

Multicriteria games can naturally arise in decision situations involving conflict among n
persons. In practical problems, it is typical that a player deals not with one, but with several
criteria which he would like to satisfy, and there is not an explicitly given utility function.

As the methodology to solve multicriteria is based in solving multiple criteria problems we
do not need to scalarize all the objectives in order to get a single value function. Also, it is
interesting to analyze the possible extension of the results in classical game theory, because due
to the additional difficulty of dealing with multiple criteria, many of the elegant and intuitively
appealing theoretical results in scalar criterion games could not hold.

Multicriteria games can be both, cooperative and non-cooperative. In this paper we study
the non-cooperative case, although we also consider some cooperation and partial cooperation
situations.

Our main effort in this paper, has been devoted to show that, in multicriteria games, a
single solution concept in terms of equilibrium points is not sufficient. For this reason, we
propose and discuss different solution concepts associated with multicriteria games.

The paper is organized as follows. In section 3 we give the preliminary terminology used
throughout the paper. In section 3 we analyze four different solution concepts and some
examples are included to illustrate them. Finally a section devoted to conclusions and a list of

references is offered.

2. Preliminaries

In this paper we consider a multiobjective n-person game in normal form defined as
I'={N, Xi, ui} where N = {1, 2,..., n} is the set of players. For each ie N, X! is player i's
strategy set, which is assumed to be a non-empty subset in some finite-dimensional euclidean
space (Xi - ]RLi), ol X = i, X R™ g player i's vector payoff which is a real
m;-dimensional vector function. A joint strategy is xe X = H}Ll Xi, X = {xl, X2, x"} where

xe Xi, and the joint vector payoff is ue R(N) = [Ti.; R™, u = (o', v, u"}.
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Notice that each player values a different number m; of criteria. However, in order to
simplify the notation, in some sections we will consider that m; =m, =... =m; = m.

Let N, denote the set of all non-empty subsets of N, then each element of |, represents a

coalition of players. For each coalition Se i, let IS| denote the number of elements in S. For

2

each joint strategy x = {xl, x%..., x"}e X let xg denote the strategy of coalition S, x_g the

strategy of the players in the complementary coalition N-S. For the payoff vector associated,

u= {ul, w. u"}e R (N), we denote by ug and u_g the projection of u on R(S) and R(-S)

respectively: .
xg = {x'/ie S}e Xg = I X'
) ieS
xg=(x/igSleX g= O X'
_ ie S .
ug = {u’ie S}e R(S) = nq]Rm‘
1e
ug = {u/igS}e R(-S)= IT R™.
i¢S

By R(S), we denote the positive orthant of IR (S).
Recall that a partition of players {1, 2,..., n} in the game I' is a collection of coalitions
A ={Sy, S5,..., S¢} such that
k
UsS;=N

i=1
SiNSj=2 Vi=j
Example:
Consider the bicriteria three-person game represented in Table 1. Each player can play two
different strategies, A and B, and the results of the game are evaluated in two different
scenarios or with respect to two different criteria.

N = {L, II, 11T}

X! = {IA, IB} X* = (IIA, IIB} X = {IIIA, IIIB}.
3 .

X=IXx

i=1
In this example with finite joint strategy set the payoff functions are discrete and:
VxeX ui(x)e R% u= {ul, u2, u3} and so u(x)e R®
For instance, when player I plays IA, player II plays IIB and player III plays IIIA, that is to
say, x = (1A, 1IB, IITA) the payoffs are:

-50 0 50
w'o9=("50 ) w9=(_100) v®=(50)
u(x) =(-50 50 0 -100 50 5())t
This means that player I obtains -50 in his first criterion and 50 in his second criterion.

Player II obtains 0 in his first criterion and -100 in his second criterion. Player III obtains 50 in
his first criterion and 50 in his second criterion.
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A 1B
I &1
I A 1B 1 A 1B
(-50,-50,50) | (-50,0,50) (-50,-50,0) | (100,0,0)
A IA
0,0,0)  |(50,-100,50) (50,50,-100)| (100,-50,-50)
(0,-50,50) | (0,0,100) 0,100,0) | (0,0,0)
B B
(0,50,50) | (0,-50,-90) (50,100,-50)|  (0,0,0)

Table 1 - Game payoffs

3. Solution Comcepts

3.1 Nash equilibria

The concept of Nash equilibrium in conventional game theory can be extended to vector
game theory. Each player i takes other's strategies as given and chooses a "best response” as an
efficient solution of a vector maximization utility problem. Then there are a variery of solutions
that can be chosen as the "best response": properly efficient solutions, [23], efficient solutions,
[17,5], weakly efficient solutions, [12]. In this paper weakly efficient solutions are chosen as

the best response. In what follows we will refer to weak efficiency as efficiency.

Definition 3.1 A joint strategy X = {il, X%, x"}e X is a Nash equilibrium of the

multicriteria game I' = {N, Xi, ui} if Vie N, X! is an efficient solution of the vector
maximization problem:
max. ui(xi, i'i) where X7 = {{)_(1, X% ii'l, im,..., x") (D
xlex!

This solution concept is a noncooperative solution characterized by the strategic behavior
and the individual rationality. It requires that cach player chooses a best response given all other
players' strategies, and at the equilibrium no player has any incentive to deviate alone. However
Nash equilibrium is a local solution. If there are several equilibria, the players have no

compelling reason to choose among them.

Example (continued):
The Nash equilibria of the game whose payoffs are in Table 1 are the joint strategies:
xy; = (IA, IIA, TIIA), x, = (IA, 1IB, ITA), x4 = (IB, IIB, IITA),
x4 = (IB, IIA, IIIB), x5 = (IB, ITA, IIIA)
For instance x5 = (IB, IIB, ITIIA)e X is a Nash equilibrium:
Player I obtains ( 8 ) If the strategies of player IT and player II are fixed, he can obtain

( i g 8 ) also, but this last payoff is not strictly better than the other.
Player II obtains ( _5% ) Assuming now I and III's strategies as given, he can also

obtain ( i 55 8 ), which is not strictly better than the other payoff.
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Finally, III obtains ( 1_(9)8 ) If I and II's strategies are fixed, he can obtain too ( 8 ),

but again, it is not strictly better than the other.
x = (IB, IIB, IIIB)e X is not a Nash equilibrium because if I and III's strategies are fixed,

I obtains ( 8 ) but can also obtain ( ) 11 8 8 ) This payoff is strictly better than ( 8 )

Consider that there is a partition of players, then we have coexistence of competition across
coalition and cooperation within each coalition. In the Nash equilibrium each player takes all
other's strategies as given, because no cooperation with other players is allowed.

This strategic behavior can be generalized to a group of players: each coalition takes all
other coalitions' strategies as given, because no cooperation with other coalition is allowed.
Thus given coalition Se 7, and given the complementary strategies X_g, the coalition S has to

solve the vector maximization utility problem:

max uS(Xs, i_s) (2)
Xg€ XS
where the complementary strategies x_g are fixed parameters and there are z m; objectives to
ieS
be maximized. This leads to the following concept of S-efficiency:
Definition 3.2 For any coalition Se J,, a joint strategy X = {)‘(1, iz,.‘., in}e Xisa

S-efficient solution of the game I" = {N, Xi, ui} if Xg is an efficient solution of the vector
maximization problem (2).

Notice that a Nash equilibrium of the game I" is a S-efficient solution of the game I" for any
coalition with only a player.

Suppose there is a partition A = {Sy, S,,..., Si}. If we consider a S-efficient solution for
each Se A, we will have a hybrid solution concept between cooperative and non-cooperative
solution concepts that we call a Nash equilibrium for the partition A:

Definition 3.3 For each partition of players A = {S;, S,,..., S¢} in the game

2 =1 . TTTIOR .
,...,» X }€X 1s a Nash equilibrium corresponding

I'={N, Xi, ui} a joint strategy X = {il, X
to A if VSe A, Xg is an efficient solution of the vector maximization problem (2) where Xg are
the given strategies of the other players.

Notice that this kind of solutions generalizes the concept of Nash equilibrium because we
obtain a Nash equilibrium when each coalition in the partition of the game I' has only one
player.

An existence theorem for these solutions is in [23].

Theorem 3.1 Given a partition of players A = {S;, S,,..., S} in the game I" = {N, Xi, ui}
the set of the corresponding Nash equilibrium to A is non-empty if I" satisfies:

1. For each player i, X! is a closed bounded convex subset in R™.
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2. For each coalition Se A,: je S are all continuous in x = (Xg, x_g) and are
quasiconcave in xg.

Notice that this theorem generalizes the eatlier existence theorems in [13], [17] and [5].

It is difficult to solve the multicriteria problems involed in the computation of Nash
equilibria strategies. When more restricting conditions hold, such as concavity instead of
quasiconcavity, it could be computed some of the solutions based in weighted criteria. Notice
that a player has to know the other players' strategies to make his choice because of the local

character of this kind of solutions.

3.2 Maximin Solution
In this section we analyze how a player or a coalition can choose the strategy without
knowing the other player's choice. We will work from the point of view of a coalition Se T\,.
Players in S will try to maximize their payoffs. Being pessimist, for each strategy they can
play, they consider the worst possible payoff. With this information they will choose the
strategy with the better worst payoff. That is to say the maximin values of their utility function.
Hence, for any xge Xg, we will consider the efficient solutions of the vector minimization

problem:
min uS(Xs, X_S) (3)
X g€ X-S

The maximin values set for the function ug is:

max U min  ug(xg, X.g)
XsEXS X-SEX-S

We call a maximin strategy of coalition S to a strategy attaining a maximin value.
As it is shown in [15], if the strategy set is a compact set, the maximin values set is

non-empty.

Example (continued):
In order to find the maximin strategies for player I, we first consider the worst possible

payoffs when he plays strategy IA (efficient for the vector minimization problem):
min{ (70) (50) (50) (100)}={(0) (50}
The worst possible payoffs when he plays strategy IB:
min{(5) () (s0)(0)}={(0)(s0)}
Next we seek for the maximum values, that is to say:
ma{ (20) (50) (0) (500} ={C38)(8)(s0)}
Hence, maximin values can be attained either with strategy IA or with strategy IB and both are

maximin strategics.
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Notice that player I does not know which of the minimal values he is going to get when
playing a maximin strategy. Notice also that the valuation of each strategy, in general, is not a
vector but a set of vectors, what makes difficult the task of comparing them.

Now, we are going to obtain the maximin strategies for the fixed coalition S = {1,3}. The

joint strategies for coalition S are:
x = (IA, TIA), x§ = (IA, IIB), x§ = (IB, ITIA), x§ = (IB, I1IB)

The worst possible joint payoff for coalition S are:

-50 -50 -50 -50
} 1 . 0 50 0 50
min  ug(xg, X.g) =minj| 5 50 |[T)] 50 50
xg€Xg 0 50 0 50
-50 100 -50 100
) 2 . 50 100 50 100
min  ug(xg, X.g) = min 0 0 = 0 0
x.g€X.g -100 -50 -100 -50
0 0 0 0
A 5 o ol _J[ o 0
min - ug(xg, X.g) =miny| 50 || 100 [(=) 50 || 100
x g€X g 50 -90 50 -90
0 0 0 0
) 4 . 50 0 50 0
min US(Xs, X_S) = min 0 0 = 0 0
X s€Xg -50 0 -50 0

The maximin values are obtained from the comparison of these sets of vectors.

Strictly competitive games are an interesting particular case. In these conditions coalition S
plays against the other players that form the coalition -S, maximizing his utility function
ug(xg, X_g). The goal of -S will be to minimize the coalition S utility function. To this end, S
will look for a maximin strategy whereas -S will look for a minimax strategy.

We say that Xxge Xg is a "optimal response" strategy for coalition S against the given
strategy X_g€ X_g of the other players if Xg is an efficient solution for the vector maximization

problem:

max uS(Xs, i_s) (4)
XgE XS

Similarly, we say that x_ge X_g is a "optimal response” strategy for coalition -S against the
given strategy Xge Xg of the other players if X_g is an efficient solution for the vector
minimization problem:

max ug(Xg,X_g) S))
xg€X g
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The set of all optimal response strategies of a coalition S against the opponent's given
strategy X_g€ X_g is defined by Rg(X.g) and the set of all optimal response strategies of a
coalition -S against the opponent's given strategy Xxge Xg is defined by R_g(Xg). For
convenience, we denote each optimal response set as follows:

D; = {(xg, x.g)e X/x_ge R_g(xg), xg€ Xg}
D, = {(xg, x.g)e X/xge Rg(x_g), x.ge X g}.

As we defined in definition 3.3, a joint strategy X = (Xg, X.g)€ X is said to be a Nash
equilibrium of the game for the partition A = {8, -S} if:

xge Rg(x_g) and X geRg(X.g) @ xeD; N D, &

uS(iS,i_S)e min U.S(fs, X_S)n max us(Xs,i_S)
x.geX g xg€ Xg

We call an equilibrium value or saddle value to ug(Xg, x.g) where (Xg, X_.g)e X is an
equilibrium strategy or generalized saddle point. For convenience we will denote the set of all
saddle values of ug by SV(ug).

The set of all maximin values of ug and the set of all minimax values of ug respectively are:

max U min  ug(xg, X.g) = max ug (D;)
XSEXS X_SEX_S

min U max ug(xg, X.g) = min ug (D,).
x g€Xg xgeXyg

Also we call a strategy Xg (respectively X_g) attaining a maximin value (respectively a
minimax value) a maximin (respectively minmax) strategy.

The following theorems shows that under certain conditions, there exists at least an optimal
response strategy for each coalition against and opponent's given strategy, and that there exist a
maximin strategy and a minimax strategy. This results is an extension of Lema 5.5. given in
[21].

Theorem 3.2 Given a coalition Se |, let Xg and X _g be nonempty compact subsets of R(S)
and R (-S) respectively. If the vector-valued function ug is continuous then for each xge Xg
and x_*Se X.g:

@# min ug(xg, xg) Cmax U  min ug(xg xg) - R(S),
X_SEX_S XSEXS X_SEX_S

@# max ug(xg, X.*s) Cmin U max ug(xg, x.g) + R(S),.
X_SEX_S X_SEX_S XSEXS

Unfortunately, maximin strategies do not always provide equilibrium values, but may give
equilibrium values in the sense of security levels when maximin strategies satisfy certain
conditions. Thus, we note that the maximin and minimax values are upper and lower bounds of

such equilibrium values, respectively.
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Corollary 3.1 For a coalition Se L, if Xg and X_g are non-empty compact subsets of R(S)
and R(-S) and ug is continuous then

SV(Us) Cmax U min US(Xs, X_S) - IR(S)+
X36XS X g€ X—S

SV(ug) € min U max ug(xg, x.g) + R(S),.
X—SEXS X_SEX_S

Hence, if the game S against -S has a joint equilibrium strategy X = (Xg, X.g)€ X, then

there exist:

zyemax U min us(xs,x_s)—]RS+
XSEXS X_SEX_S

zi€min U max ug(xg, X.g) + RS+
XSEXS X_SEX_S

such that ug(xg, X.g) < 7, and ug(Xg, X_.g) = z;. We will say that the maximin inequality holds
if z; < z,. In [19], [20] and [21] we can find conditions under which this maximin inequality
holds.

Example (continued): In the case that player Il is interested only in minimizing the coalition
S = {1,3} joint payoff, he will seek for a minimax strategy.

-50 0 -50 0
max  ug(xg, [TA) = max 5% 5% 5(()) 58
xgeXg 0 50 J-100 )\ -50
_50 0,100 ,0
50 0 || 100 ][0
max ug(xg, IIB) = max 50 100 0 0
xgeXg 50 -90 )\ -50 J\ 0

Among these values player II will choose the minima.

3.3 Pareto-optimal security strategies (POSS)

We have seen in section 3.2 that the multicriteria extension of the concepts of maximin
strategies is difficult and looses many of its interesting properties. Although, in some cases it is
possible to establish the existence of such strategies, it is usually difficult to obtain them and in
most cases the values provided are not unique. Thus when it is not possible to obtain maximin
solutions, the concept of POSS becomes important in order to solve multicriteria games from a
conservative point of view. This concept is independent of the notion of equilibrium, so that the
opponents are only taken into account to establish the security levels for one's own payoff.

In this section we look for solutions to the n-person multiobjective game under the point of
view of a coalition Se l,. We assume that all the players value the same m criteria. Players in S

will use the security level vector defined as follows:
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Definition 3.4 The security level vector or guaranteed payoff vector to coalition Se ), is:

Vg : Xg = R(S)
. i . .
_/ min u(xg, x.g):ieS, j=1,2,.., m}
Vs(Xs) {X_SEX_S J .

Foreachie S

. i L
VS(XS)I :{X_gnelr)l(“s uj(xs’ X'S) . .] - 1’ 2,..., m}e IRIH

is player i's guaranteed vector payoff, given coalition's choice xg. Then

Vi(xg) = min uj(xg,x.g):j=1,2,..,m.
X_SEX_S

Coalition Se N, will try to choose a strategy among all the possible such that the associated

security vector be as best as possible:

Definition 3.5 A strategy xge Xg is a POSS for coalition S if it is an efficient solution of the
vector maximization problem:
max  Vg(xg). (6)
xg€ Xg
Problem (6) is equivalent to:
max { Vi(xg), Vixg),..., Viixg), ie s}

s.t.: xge Xg
By scalarization we will characterize efficient solutions in the multiple objective problem.
When payoff functions, uj, are concave, the problem is convex. In this case we obtain (see

[16]) the efficient solutions of the problem by solving the associated nonlinear scalar problem

P(A):

m
i
=1
ieS
S.t. xSeXS
where
m . .
A A’ = AeRED A =1,420,j=1,..,m, ieS

j=1
ieS

Each component 7\,; of parameter A can be seen as the relative importance that the coalition S
assigns to the scalar game with scalar payoff function uj.

For strictly competitive games, the security level vector for the opponent coalition -S is:
V-S : X—S - ]R(—S)

i . .
V_S(X'S)Z{XT:))((S Uj(XS, x.g)ieS, j=1,2,..., m}

The set of POSS for coalition -S is the set of efficient solutions of the vector minimization
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problem:
min V~S(X-S)- (7)
x.geX g

Notice that if (Xg, X_g)€ X is an equilibrium, then:
Vs(Xs) < ug(Xg, X.g) = V.g(X.g)
Conversely if (Xg and X_g) are strategies such that Vg(Xg) = V_g(X_g), then (Xg, X_g) is an
equilibrium of the game.

In effect X_g is a solution of problem (5) because if Elx_’ge X glug(Xg, X.*s) < ug(Xg, X.g)

then:
Vg(Xs) < ug(Xs, x.g) < ug(Xs, X.g) < V.g(X.g).
The inequalities above are really equalities; similarly we can see that Xg is a solution of problem
(4).

A necessary and sufficient condition for Vg(Xg) =V_g(X_g) is that Xg and X_g be ideal
strategies for coalition S and coalition -S respectively; that is, Xg maximizes Vg(xg)
simultaneously in all its components and X_g minimizes V_g(x_g) simultaneously all its
components. This result generalizes theorem 4.1 in [8] because Vj =1, 2,..., m each ideal
strategy is an equilibrium for the scalar game with payoff function u}(x).

Example (continued):
To obtain the POSS for player I we compute the security level vectors:

V|(IA) = min{-50,-50,-50,100} = -50
Vi(IA) = min{0,50,50,100} = 0

viam=("9)
Analogously:
vam-( )

Now, in order to make the choice, player I has to compare two vectors.

Then

The security level vectors for player 111 are:

vaam) = (3

V,(B) = ( oo )

We can also compute the POSS for any coalition. For coalition S = {1,3}, the security level
vectors are:

V%I,B}I(IAaHIA) = min{-SO,—SO} =-50
V{13),dAIIA) = min(0,50) = 0
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Then p
.50
viaaama) = (7).
250
0
Analogously V2, 5 (IAIIIA) = ( o0 ) and then V. 5, IATIA) =| 5
0
Similarly:
-50 0 0
ams) =| 20 |v, ,aema =] & lv, o= 2
Vs IAIIB) = "o t V) IBIMIA) = 54 | Vi5)BHIB) =)
-100 290 .50

Obtaining the optimal strategies in n-person games with multiple objectives is very difficult
with any of the proposed solution concepts. Nevertheless, the set of POSS can be obtained
imposing additional properties in the payoff functions of the game. This is the case of multiple
objective n-person games with multidimensional-matrix payoff.

LetP' = (e, 3. eL } denote the pure strategies of player 1.

Let A = [A, A%..., A" be the payoff function where Al = [Ai(l) Al2),..., Alm)] and

Al (j) is a matrix with L; rows (pure strategies of player i) and H L; columns (pure joint
=1
j#

strategies of the players in N\{i}).

Example (continued):
In this example there are two objective functions. Therefore, the payoff matrices for player
| are:

AI=[A1(1)A1(2)]=[ E -50 -5(()) -50 100] [(()) 58 55(()) 100] ]

Let S = {iy, iy,..., ig} be a coalition of players. The set of pure strategies for the coalition S

is given by P> = I P and its payoff function is a vector of matrices AS = [AS(I),
ie S

AS(2),..., AS(m)] where each AS(j) is a matrix with P3| rows and IP"S| columns whose
elements are the payoffs received in the j-th objective by the players which belong to S:

S, 1IS|
A =
@ = (@), 2@ RO, ps  pos
The following theorem reduces the computation of POSS, as defined in definition 3.5, to
obtain the efficient solutions of a multiobjective linear problem.

Theorem 3.3 The set of POSS strategies and the corresponding security level vector for a
coalition S = {ij, 15,..., 1jg} in a multiple objective n-person game with multidimensional

matrix payoff A, is given by the efficient solutions of the problem:
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i1t 11 i1 ilsl_iIsi ilsl
max (Vl s Vo seees Vimoseess Vi 5 Vo seees Vm)

st: xg(AS(D), AS),..., AS(m)) 2

xg€ Xg
The proof runs analogously to theorem 3.1 in [7] applied to the amalgation of the game induced
for the player in N\S (see [3] for the definition of amalgation of games).

Example (continued):
The security level vector and the set of POSS for the coalition S = {1} is obtained solving
the problem:

max (vy, Vo)

s.t.; -50%x; 2 vy
100x; 2 vy
02v,
50x, 2 v,
50%; + 50x, 2 v,
100x; 2 v,
X +X%Xy=1
x;20,i=1,2
vi, 1=1,2.

Using the software package ADBASE (see [18]), the POSS of this problem is:

X(1y = (0, 1), V(1)(X(1)) = (0, 0).

Therefore, in this example there is a unique POSS of player I which is IB and the security
levels are O in both payoff functions.

If we consider coalition S = {2} the set of POSS is given by the convex hull of the
strategies X (o) = (1, 0) and y(5) = (0, 1) whose associated security level vectors are
Vi2)&{2p) = (0, -100) and Vi23(¥(2)) = (-50, 0) respectively. Analogously, for the coalition
S = {3} we obtain the set of POSS as the convex hull of X3, = (13/25, 12/25) and
y(3y = (1, 0), and the corresponding security level vectors are V3y(Xy3)) = (658/25, -1684/25)
and V3,(y(3)) = (-50, -90).
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Examyple: Consider a bicriteria three-person game in strategic form. The pure strategy sets for
player I, player II and player III are:
P! = (1A, IB, IC}, P? = {IIA, IIB, IIC}, P? = {IIA, IB},
respectively. The payoff matrices for this game are given in Table 2.
For the coalition S = {1, 3} the joint pure strategy set is:
pS = {(IA, IIIA), (IB, ITTA), (IC, IIIA), (IA, IIIB), (IB, IIIB), (IC, 11IB)}
and P™S = {IIA, 1IB, IIC}.
The payoff matrix for the coalition S = {1, 3} is:

AS =1a5), AS2)]

with
(1,'1) (19'1) (1"1)
58 08 o
S s ’ ’
A=l 21 (01) (0.1)
(0,2) (-2,2) (-2,2)
(1,-1) (0,-1) (0,-1)
and
(0,2) (2,1) (0,2)
((12’01)) 58’53 ((12’01))
S " > "
A@=l (1,0) (1,0) (1,0)
(0,2) (2,-1) (0,2)
(0,0) (-1,0) (0,0)
:r”:":::: _‘ « .
(0,1,2) 20D | (0-1,2) (1,1,0) (1,0,0) (1,-1,0)
IB (0,1,0) (1,1,0) (1,-1,0) (0,0,2) (-2,1,2) (-2,-2,2)
(2,00 OLD | @1oJl ©12) [ @o-h | ©02)
IC (0,2,0) (1,0,0) (1,2,0) (1,1,-1) (0,-1,-1) (0,2,-1)
(1,0,-1) (0,1,0) (1,-1,-1) (0,2,0) (-1,1,0) (0,-1,0)

Table 2 - Payoffs matrices
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max (v}, v3, Vi, v3)

s.t.: x1-2x4+x62v}
x1+x2+x3-2x52v}
2x2+x3+x42v5
2x1+x4+2x5—x62v;
-x1+x4+2x5-x62vf
le-x3+2x52vg
x1+x2-x52vg
X +Xy+ X3+ Xg+Xs+Xg =1
x20,1i=1,2
vi i=1,3 j=1,2

associated, we solve the following multiobjective linear problem:

security level vectors:
Strategies Security Levels
Xs Vs(Xs)
(2/5,2/5,0,0,1/5,0) (2/5,4/5,0,3/5)
(1/4,1/2,0,0,1/4,0) (1/4,1,1/4,1/2)
(1/3,1/2,0,0,4/25,0) (1/3,1,0,2/3)
(3/20,23/50,0,2/25,31/100,0) (0,1,27/50,31/100)
(0,2/3,0,0,1/3,0) (0,2/3,2/3,1/3)
(1/4,5/8,0,0,1/8,0) (1/4,3/4,0,3/4)
(0,3/4,0,0,1/4,0) (0,1/2,1/2,1/2)
(0,0,0,0,1,0) (-2,0,2,-1)
(0,0,0,1/2,1/2,0) (-1,1/2,3/2,-1/2)
(0,2/5,0,1/5,2/5,0) (-2/5,1,1,0)
(1/2,1/2,0,0,0,0) (1/2,1,-1/2,1)
(1,0,0,0,0,0) (1,0,-1,1)

3.4 Core Solution

207

In order to compute the POSS for the coalition S = {1, 3} and the security level vector

The extreme efficient solutions of this problem lead to the following POSS strategies and

Security level vectors are used to define the core solution concept. A joint strategy is a core

solution if it is stable in the sense that no coalition can guarantee a better result than the payoff

obtained by the joint strategy.

Definition 3.6 A joint strategy X = (X;, X,,..., Xp)€ X is a core solution of the n-person

multiobjective game I'" = {N, Xi, ui} if:

VSe N : Qg(X) = {xge Xg/Vg(xg) >> ug(X)} =@
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Similarly, a vector ye R(N) is a "core vector" (or in the core) of the game I if it is feasible and
if:
VSe N : ®g(y) = {xge Xg/Vg(xg) >> yg} =
By feasible we mean dxe X/u(x) 2 y
With >> we note strictly greater than componentwise.
In the following theorem we shoe a relation between core solution and POSS.

Theorem 3.4 For the game I' = {N, Xi, ui}, if the joint strategy X is such that Xg is POSS
VSCN, then X is a core solution.

Proof: Xg is POSS for SCN, then there exists no xge Xg such that vg(xg) >> vg(Xg) =
minx_se X.g uS(is, X_S). But

ug(x)2 min  ug(Xg, x.g)
x.s€X g

then there exists no xge Xg such that vg(xg) >> ug(Xg). It follows that X is a core solution.

If there exists a fixed partition of the players A = {Sq, S,,..., S} then there will be partial
cooperation among the members of each coalition and competence between the different
coalitions, Then, the partition A will induce k parameiric multiple objective games:

Ts&.g) = (S, X, u'(xs, X.5)} VS =8y, Sg50.s Sic ®
For the fixed parameter X_g, each I'q(X_g) has ISI players with payoff functions ui(xs, X_g) and

is simply a new multiple objective game. The concept of hybrid solution can now be given as:

Definition 3.7 For each partition of players A = {S;, S,,..., S¢} in the n-person multiple
objective game I" = {N, Xi, ui}, a joint strategy X = {X{, X,,..., Xp}€ X is a core solution
corresponding to the partition A if VSe A, Xg is a core solution of the corresponding parametric
game: Tg(X.g) = (S, X', u'(xg, X9}

Notice that this definition generalizes the core solution concept given in definition 3.6,
because a core solution is a core solution for the trivial partition A = {N}.

In [23] an existence theorem of core solutions is established for any partition. The proof of
this result suggests an algorithm to find a core solution to the multiple objective game based on
Kakutani's fixed point theorem in [11].

Theorem 3 5 Given a partition of playetrs A = {Sy, S,,..., Sk} in the rnult1ple objective game
= {N, X u } the correspondmg core solutlons set is non-empty if I satisfies:
1. For each player i, X'isa closed bounded convex subset in ]RL1
2. For each coalition Se A, u](x), jeS, are all continuous in x = (Xg, X_5) and are

quaswonc ave in Xg.
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4, Conclusions

Nash equilibrium has been the most frequently used concepis in the analysis of n-person
non-cooperative games. However, the exhibits the same difficulties observed in bimatrix games
both in the computation and use. These inconveniences may be avoided by using different
solution concepts taken from the theory of matrix games. In this paper, we reviewed the
concepts of Nash equilibria, maximin strategies and Pareto-optimal security strategies in the
framework of n-person non-cooperative multiple objective games. New definitions were given
and properties showing relationships were stated. Examples were included to show so the
difficulty of the calculation of those strategies as their use. Finally, we proved the relationship
between POSS and core solutions in a game with a given coalitional structure.
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UMA ABORDAGEM AO PROBLEMA DO TRAJECTO
OPTIMO MULTIOBJECTIVO

José Luis Esteves dos Santos

Departamento de Matemdtica
Universidade de Coimbra
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Abstract
The multiobjective optimal path problem is viewed as the optimization of a function defined over a subset

of paths between a pair of nodes and with values in IRk (k > 1); an order relation is considered in ]Rk which
allows to determine a set of solutions - the nondominated paths,

The generalization for RE of the optimal path problems is considered as well as some of its properties. The
multiobjective shortest path problem is then presented and particularized for the biobjective case (k = 2), being
emphasised the properties of the non dominance relation for this case. Some new algorithms for the resolution of
the multiobjective shortest path problem are also presented, as well as computational results for k = 2.

Resumo
O problema do trajecto Optimo multiobjectivo é abordado em termos da optimizagio de uma funcéo definida

num subconjunto de trajectos entre um dado par de vértices e que assume valores em Rk, (k > 1); tem-se em

conta uma relagio de ordem definida em RE que permite a determinagio de um conjunto de solugdes ditas ndo
dominadas.

E feita a generalizagio para R¥ do trajecto Gptimo assim como de algumas das suas propriedades. Aborda-se
entdo o problema do trajecto mais curto multiobjectivo que se particulariza para o caso biobjectivo (k = 2),
salientando-se as propriedades da relagdo de dominincia para este caso. Apresentam-se ainda algotitmos novos
para a resolugdo do problema do trajecto mais curto e resultados computacionais para k = 2.

Keywords
Path, multiobjective, dominance relation.

1. Imtroducgio

Neste trabalho utilizam-se as notagdes e definigdes usadas em [4]!. Para aleriar o leitor,
dir-se-4 apenas que se designa por caminho um qualquer trajecto sem vértices repetidos
(excepto, eventualmente, o inicial que pode coincidir com o terminal - caso em que o caminho
serd designado por ciclo).

No problema do trajecto 6ptimo com valor em IR, a cada arco da rede estdo associados
Y(Y 2 1) custos reais pretendendo-se optimizar uma fungio real, denotada genericamente por f.
Designa-se pot 9’ ; 0 conjunto dos trajectos de i para j, com i,je 9\, e dados dois vértices s e

1 acessivel na internet no endereco:

"http://www.mat.uc.pt/~zeluis/INVESTIGACAO/mestrado_revisto.ps.gz"
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t(s # t), designa-se por ¥ o conjunto Ty ; pretende-se determinar um trajecto p*e TrCcy que
optimize fig- *, ou seja, que optimize a restri¢do de f ao conjunto T ¥; isto &, pretende-se
determinar um trajecto p*e ™ tal que

f(p*) = opt{f(q) : g€ T'"}.

O trajecto p* diz-se uma solugéo 6ptima do problema.

A generalizagio para R¥ (k > 1) é 6bvia. Associam-se ainda Y parAmetros reais a cada arco,
mas agora a fungdo objectivo assume valores em R, pelo que se pretende determinar p*e I°*
tal que f(p™) = opt{f(q) : ge T"*}. No entanto, o conceito de Gptimo exige um tratamento mais
cuidado pois normalmente existe conflito entre as vdrias componentes de f; isto €, o trajecto que
optimiza uma componente de f ndo optimiza necessariamente alguma das restantes. Sendo
assim, ter-se-4 de formalizar este conceito.

Inicialmente, serd necesséario saber decidir quando € que um trajecto € melhor do que um
outro, o que passa por definir uma relagéo de ordem. Para facilitar a exposi¢do, assume-se a
minimizagdo de todas as componentes de f. Assim, define-se a seguinte relagdo em RY:

Defini¢do 1: Sejam a = (a;,..., a) ¢ b = (by,..., by) dois elementos de RE.
a"<"b? o a <b;, qualquer que sejai=1,..., k.

Em [4] prova-se o seguinte teorema:

Teorema 1: A relagdo "<" € de ordem parcial.

Esta relagdo tem a desvantagem de ser parcial pelo que ndo permite relacionar o custo de
dois quaisquer trajectos, obrigando a rever o conceito de minimo (isto €, 6ptimo). Assim, o
minimo de um conjunto segundo uma qualquer relagao de ordem R, serd definido da seguinte

forma:

Defini¢io 2: Seja A um subconjunto ndo vazio de R¥e R uma relagdo de ordem definida em
A. Diz-se que x€ A € minimo de A relativamente a R, se e s6 se ndo existe ye A tal que y#x e

yRx.

Uma vez que "<" € uma relagfio de ordem parcial, da defini¢do 2 conclui-se que podem
existir varios minimos quando usada esta definicdo.
A partir desta relagio de ordem em REK, pode-se definir uma relagdo em & que permite

concluir quando é que um trajecto € menor, dado que se assumiu a minimizag¢fo, do que outro.

Defini¢ao 3: Seja § uma rede e, quaisquer que sejam i,je T, sejam p,q dois trajectos de
Ty j
Define-se a relagio "<" em 9 g = U jc g 9; ; da seguinte forma:

isto &, p e q sdo dois trajectos com 0 mesmo nd inicial i ¢ com 0 mesmo né terminal j.

p"<"qgseesose f(p)‘ <" 1(q).

2 Quando for mais vantajoso, também se usard b > a para denotar a < b.
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Esta niio é uma relagio de ordem, pois podem existir trajectos diferentes com 0 mesmo
custo (mesmo para a restri¢do "s"mvij). No entanto, prova-se que € uma relagéo de pré-ordem
parcial, [4]. Usando a relagdo da definigdo 3, obtém-se a relagdo de domindncia em ¥ da

seguinte forma:

Defini¢fio 4: Seja O uma rede e, quaisquer que sejam ije ., sejam p,q dois trajectos de
'y isto €, p e q sdo dois trajectos com o mesmo nd inicial € com o mesmo né terminal.
Define-se a relagdo de dominéncia em I g = Ujicq 9';; e denota-se por "<, da seguinte
forma:

p"<"qef(p)"<"f(q) e f(p) = f(q);
ou seja,

p'"<"gefyp)<fy(q), VAL =1,...,k e Fve{l,.., k}: fyp) < Q).

Neste caso diz-se que p domina q ou que q € dominado por p. Note-se que s6 € possivel
relacionar trajectos com o mesmo vértice inicial e o mesmo vértice terminal. Desta forma, dado
pe J'; j, pode-se definir o conjunto Dﬁ ={qe J’j;:p "<" q}, isto &, o conjunto dos trajectos
9’ j dominados por p. Assim, o conjunto dos trajectos dominados em U’ ; é definido por
D= UpE T i Dy, sendo os restantes trajectos de I ij 0 conjunto dos trajectos nao
dominados em J'; ;, isto &, ﬁi,j = J;j - Dj;. Para facilitar a notago, escreve-se D ¢ D para
denotar Dg (e ﬁs,t, respectivamente, onde s e t sdo os nés inicial e terminal da rede.

Finalmente, o teorema 2 permite caracterizar as solugdes Optimas do problema
multiobjectivo.

Teorema 2: Seja & o conjunto dos trajectos definidos em @ de s para t e seja p*e T f(p*) &

minimo de f(T’) relativamente 3 relagfio "<" se e s6 se p*e D.
Demonstracdo: Ver [4]. ¢

Assim, o problema do trajecto 6ptimo multiobjectivo consiste na determinagio de todos os
trajectos ndo dominados.

Dois conceitos muito importantes em qualquer problema geral do trajecto 6ptimo e,
consequentemente, no problema do trajecto 6ptimo multiobjectivo € a finitude e o conceito que

estabelece se o problema é ou nio limitado. Estes conceitos definem-se de seguida:

Defini¢ao 5: Um problema do trajecto 6ptimo multiobjectivo diz-se finito se e s6 se para todo
ve f(D), existe um trajecto 6ptimo finito p, isto &, um trajecto constituido por uma sequéncia

finita de nés e de arcos, tal que f(p) = v. Caso contrario o problema diz-se ngo finito.

Defini¢do 6: Um problema do trajecto 6ptimo multiobjectivo diz-se limitado se e s6 se todas
as componentes de qualquer elemento de f(D) sdo finitas. Caso contririo o problema diz-se
ilimitado.
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A abordagem computacional do problema do trajecto éptimo exige ndo s6 que este seja
finito mas também limitado. Para isso imp&em-se condi¢des que dependem do problema em
causa. Por tal motivo, estes dois conceitos devem ser estudados para cada problema do trajecto
6ptimo e, em particular, sé-lo-G0 para o problema do trajecto mais curto multiobjectivo.

Até ao momento, no problema do trajecto dptimo multiobjectivo s6 foram definidas rela¢oes

parciais. No entanto, é possivel definir relagdes de ordem total em R,

Definicio 7: Sejam a = (a,,..., ay) e b = (by,..., by) dois elementos de R¥. Diz-se que a é
lexicograficamente maior (menor) do que b e denota-se pora> b (a I b) se e s6 se a=b ou
existe i€ {1,..., k} tal que aj=b; paratodo j=1,...,i-1,e a; > b; (a; < by).

De forma idéntica pode definir-se uma relago lexicogréfica em .

Defini¢ao 8: Dados ije I\, sejam p e q dois trajectos de J ;. Diz-se que p €
lexicograficamente maior (menor) do que q e denota-se por p &> q (p < q) se e s6 se f(p) > f(q)
(f(p) < £(q)).

Em [4] prova-se que a relagdo da definigdo 7 € de ordem total. Porém, a ordem
lexicografica ndo traduz correctamente o problema do trajecto 6ptimo multiobjectivo, uma vez
que impde uma ordem as componentes da fungfo objectivo, isto &, o trajecto 6ptimo depende da
ordenag¢ido das componentes da fun¢io objectivo. Contudo, existem fortes ligagGes entre as
duas relagdes definidas, ligagOes estas descritas nos resultados seguintes e que permitem utilizar
a ordem lexicografica para determinar as solugdes Optimas do problema multiobjectivo.

Teorema 3: Sejam a ¢ b dois elementos de Rk, taisque a "<" b. Entio a 4 b.
Demonsiracio: Ver [4]. 3
Deste teorema, resulta trivialmente o seguinte corolério:

Corolario 1: Seja A um subconjunto de R¥. O minimo de A relativamente 2 relagdo < é um
minimo de A relativamente a relagio "<",

E pois possivel determinar uma solugio nio dominada do problema multiobjectivo
resolvendo o problema do trajecto lexicograficamente menor - 0 que geralmente € mais facil.

Uma vez que < ¢ uma relagéo de ordem total, pode ser utilizada para realizar um "ranking",
isto &, uma enumeragio ordenada de trajectos. Desta forma, utilizando o teorema 3 que garante
que os dnicos trajectos que podem dominar um trajecto p sdo trajectos lexicograficamente
menores do que p, ao realizar o "ranking” segundo a ordem lexicogréfica, quando se determina
o £-ésimo trajecto lexicograficamente menor, pode-se garantir, nesse instante, se esse trajecto é
ou ndo dominado.
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Note-se a importincia da ordenagdo das componentes na ordem lexicogrdfica. Se se
pretendesse realizar o "ranking" da m-ésima componente da fungio objectivo, bastaria trocar a
w-ésima componente com a primeira no custo de todos os arcos, podendo ainda realizar-se uma

permutacio das restantes componentes.

O facto de se poder realizar o "ranking" segundo a ordem lexicogrdfica (por ser uma relagio
total), permite sugerir novos algoritmos para resolver o problema do trajecto 6ptimo
multiobjectivo (suportados pela enumeragio de trajectos), algoritmos esses que irdo ser
descritos posteriormente para o caso particular do problema do trajecto mais curto
multiobjectivo.

Finalmente, serd dada alguma énfase ao caso biobjectivo onde a relagio de dominancia tem
propriedades especiais que facilitam a resolugo do problema; para este caso serdo apresentados

alguns resultados computacionais.

2 - Principio de Optimalidade e Algoritmos de Rotulago
Uma vez que as solugBes Gptimas j4 foram identificadas como sendo trajectos nao
dominados, entdo os Principios de Optimalidade podem ser descritos da seguinte forma:

Algoritmo 1 (Algoritmo geral de rotulacio em R ky
{ Xj: conjunto de rétulos, ainda ndo testados, associados ao né j}
{X: conjunto de rétulos ainda ndo testados, i.e., X = Uje 9N Xj}
{Y;: subconjunto de X;}
{I;: conjunto de rétulos, ndo dominados, associados ao né j}
{pg,ii o trajecto de s para i com rétulo x;e IT;}
X « {f(£s2)}
I « {f(<s>)}
Xe—Upeq Xp

enquanto X # ¢ faz
escolher Y; € X
para todo o arco (i,j)e A faz

Z (o] @ <i,0,ii>) @ yie i)
11 ¢ rétulos ndo dominados de LUz
X « IN(XUZ)
X Upeq Xp
fim_para

fim_enquanto
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Principio de Optimalidade Forte em R¥: Todo o trajecto ndo dominado (isto &,
trajecto 6ptimo) de i para j em 9, quaisquer que sejam i,je T, € constituido por subtrajectos

ndo dominados.

Principio de Optimalidade Fraca em RE. quaisquer que sejam i,je ., e para cada
ve f(D; i), existe pelo menos um trajecto ndo dominado (isto é, trajecto 6ptimo) com custo v,

de i para j em 9, que € constituido por subtrajectos nédo dominados.

Conclui-se assim que, quando um problema do trajecto dptimo multiobjectivo verifica o
Principio de Optimalidade, ndo h4 vantagem em gerar trajectos a partir de subirajectos
dominados, pelo que ao tentar gerar a rvore de todos os trajectos ndo dominados com raiz em
s, muitos ramos ficam por desenvolver, evitando-se a pesquisa exaustiva no conjunto J .

O algoritmo geral de rotulagfio apresenta-se no algoritmo 1, onde a opera¢do ¢ representa a
concatenagio de trajectos.

Se o problema verificar o Principio de Optimalidade Forte, este algoritmo garante a
determinagio do conjunto D; no entanto, se 0 problema em causa s6 verificar o Principio de
Optimalidade Fraca, entdo o algoritmo 1 garante unicamente a determinagio de f(D).

O Principio de Optimalidade € de extrema importincia, pois quando o problema néo verifica
o Principio de Optimalidade Fraca (e portanto, também néo verifica o Principio de Optimalidade
Forte), pode ser dificil desenvolver um algoritmo para resolver esse problema; em muitos casos
s6 € possivel recorrer 4 pesquisa exaustiva para obter a solugdo do problema. Outro processo
consiste na utilizagdo de heuristicas que, embora ndo garantam a solugdo dptima, podem ser
bastante eficientes. Considere-se, por exemplo, o problema do trajecto mais curto por unidade
de tempo, onde se pretende minimizar o quociente de duas fungdes f; e f,, descritas como a
soma da distdncia ou do tempo, respectivamente, dos arcos do trajecto. Este problema é de
dificil resolugdo por ndo verificar, em geral, o Principio de Optimalidade. No entanto, em [4]
refere-se que, sob algumas condi¢des, o problema biobjectivo (min f;, max f,) verifica o
Principio de Optimalidade (Forte) pelo que o problema biobjectivo pode ser resolvido utilizando
um algoritmo de rotulagdo. Em [4], prova-se que toda a solugio 6ptima do problema do trajecto
mais curto por unidade de tempo € uma solugdo do problema biobjectivo atrds referido,
podendo-se assim resolver, indirectamente, o problema inicial.

3 - Problema do Trajecto Mais Curto Multiobjectivo
Nesta sec¢o generaliza-se para varios objectivos, o problema do trajecto mais curto assim
como algumas das suas propriedades (por exemplo, a finitude e o facto de ser ou ndo limitado).
Esta generalizagdo consiste em associar um vector Cjj = (cil,j,..., cllf,j)e IR.k a cada arco
(i,j)e A (portanto, um vector com a mesma dimensdo da fungio objectivo), sendo a £-ésima

componente da fungdo objectivo definida por
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fz : ‘3‘9 - R
plo fa(p) =, ofp (4 =1,..., 1.
P

Como j4 foi referido, uma questio importante € impor condigdes para que o problema seja
finito e limitado. Em [4] provam-se os seguintes teoremas que garantem estas propriedades no

problema do trajecto mais curto multiobjectivo.

Teorema 4: O problema mais curto em R¥ ¢ finito se e s6 se ndo existem ciclos negativos em
9, isto é, f;(C) 2 0,..., fi(C) 2 0, qualquer que seja o ciclo Ce ‘J"g.

Teorema 5: O problema do trajecto mais curto em R¥ ¢ ilimitado se e s6 se & finito.

Por vezes o problema do trajecto mais curto multiobjectivo, onde T coincide com bY
confundido com o problema do caminho mais curto multiobjectivo, isto é, o problema onde g’
¢ 0 subconjunto de U constituido pelos trajectos sem ciclos (isto €, caminhos). De facto, e ao
contrario do problema do trajecto mais curto multiobjectivo, este € sempre finito (e como tal
limitado) sendo também sempre finito o ndmero de solugdes 6ptimas. O facto destes dois
problemas serem, muitas vezes, confundidos resulta do teorema 6 que é consequéncia da

demonstracio do teorema 4.

Teorema 6: Para cada valor ve f(D), existe um trajecto nio dominado com esse valor que é

caminho se e s6 se ndo existem ciclos negativos na rede.

No entanto, estes problemas s6 sio equivalentes em algumas situag¢des, como se refere no
seguinte teorema, cuja demonstragdo pode ser vista em [4].

Teorema 7: Admita-se que f;(C) 20,i=1,..., k, e dje {1,..., k} tal que £;(C) > 0 qualquer
que seja o ciclo C da rede. Sob esta condi¢do, o problema do trajecto mais curto em R¥ ¢
equivalente ao problema do caminho mais curto em ]Rk; isto &, todo o trajecto ndo dominado é

caminho ndo dominado e vice-versa.

J4 foi referido anteriormente um algoritmo para determinar as solugdes 6ptimas do
problema multiobjectivo quando este verifica o Principio de Optimalidade. O teorema 8
estabelece condig¢des para que o problema do trajecto mais curto multiobjectivo verifique este

principio.

Teorema 8: Admita-se que ndo existem ciclos negativos numa rede. Entdo o problema do
trajecto mais curto em R* verifica o Principio de Optimalidade.

Demonstracdo: Ver [4]. é
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Note-se que a condigio estabelecida no teorema 8 € apenas suficiente ao contrario do que
acontece no caso real (k = 1), onde a condic¢io é também necessdria. Em [4] ilustra-se esta
situagdo com um exemplo, onde a condigio néo é necessdria no caso multiobjectivo.

Note-se que o teorema 8 também ¢é vélido para o problema do caminho mais curto. No
entanto, e ao contririo do problema do trajecto mais curto em ]Rk, esta condigdo ndo é
necesséria para k = 1, como se prova em [4] com um contraexemplo.

Quando se verifica o Principio de Optimalidade, o algoritmo de rotulagio € simplificado
(ver algoritmo 2).

Tal como no caso real, as vérias formas de manipular o conjunto X originam as formas lifo,
fifo e dijkstra das quais a que se mostrou mais eficiente foi uma versio dijkstra com
enderecamento calculado, [1], onde se escolhe, em cada iteragdo o rétulo lexicograficamente
menor. Em [4] apresenta-se uma descrigao detalhada sobre a estrutura de dados utilizada e a sua
implementagdo. Também se apresenta um estudo comparativo entre as vdrias versdes do

algoritmo de rotulagdo que foram implementadas.

Algoritmo 2
(Algoritmo geral de rotulagdo para o problema do trajecto mais curto em Rk)

{Xj: conjunto de rétulos, ainda ndo testados, associados ao no j}
{X: conjunto de rétulos ainda ndo testados, isto €, X = Uje 9N Xj}
(Y subconjunto de X;}

{Hj:
Xs < {Ogx}; ITj ¢ {Ogk}

conjunto dos rétulos ndo dominados associados ao nd j}

X Upeq X
enquanto X # ¢ faz
escolher Y; € Xj
para todo o arco (i,j)e A faz
Z <« {yj+cijyE Y}
IT; ¢ rétulos ndo dominados de I;UZ
X; « INXUZ)
X Upeq Xp
fim_para

fim_enquanto
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4 - Algoritmos baseados no 'ranking'

Os algoritmos apresentados nesta secgio baseiam-se em vdrias té€cnicas para realizar o
"ranking" e constituem a parte mais inovadora deste artigo. Nesta secgfio descrevem-se, de uma
forma resumida, as vérias versdes implementadas. Estas versdes foram elaboradas unicamente
para o caso biobjectivo, ndo sendo a sua generalizagéo para R* (k > 2) aqui apresentada.

A classe de algoritmos baseados no "ranking" ¢ justificada pela grande eficiéncia de alguns
algoritmos para a enumerago de trajectos, de entre os quais se destacam o algoritmo MS, [3],
e o algoritmo MPS, [2]. De um modo muito resumido, dir-se-4 que o primeiro desses
algoritmos é baseado na determinagio da melhor alternativa (isto €, o melhor trajecto ainda ndo
determinado) para cada subtrajecto pf’i do £-ésimo trajecto de s para t com melhor custo, p’e ,
onde i é um né intermédio de p'e.

O algoritmo MPS é bem mais recente, nio estando ainda suficientemente estudado aquando
da elaboragio de [4]. Por esta razdo, s6 foi utilizado o algoritmo MS na elaboragdo de todas as
versdes implementadas para os algoritmos baseados no "ranking" para o problema
multiobjectivo.

O "ranking" s6 é possivel quando se utiliza uma relagio de ordem total; no caso presente,
utilizar-se-4 a ordem lexicografica ja que, pelo teorema 3, um trajecto s6 podera ser dominado
por trajectos lexicograficamente menores; dado que a relagdio "<" € transitiva, facilmente se
conclui que basta realizar o teste da dominincia com trajectos lexicograficamente menores e ndo
dominados.

Uma questdo muito importante ao realizar o "ranking" é o de saber quando é que este pode
terminar, isto €, quando se pode garantir que todos os trajectos nio dominados foram
determinados. Em [4] € proposta uma condi¢do de paragem nova que se baseia no seguinte
teorema:

Teorema 9: Seja p um dado trajecto de s para t. Para determinar todos os trajectos nio
dominados de s para t basta determinar todos os trajectos q tais que fj(q) < fi(p), para algum

i=1,..., k; isto &, basta realizar k "rankings", um em cada objectivo, onde o limite superior
do i-ésimo "ranking" & fi(p).

Pde-se entdo o problema da escolha do trajecto p que indicarda um limite superior do
"ranking" em cada objectivo. Pode provar-se que, se p € o trajecto lexicograficamente menor
em algum dos objectivos, entio nfio € necessdrio realizar o "ranking" nesse objectivo, pelo que
bastaria realizar o "ranking" segundo k - 1 objectivos. No entanto, algum estudo computacional
deste problema, permite concluir que esta escolha ndo é mais vantajosa. De facto, em [4]
reportam-se alguns resultados computacionais, para o caso biobjectivo, onde se tentou
determinar todos os trajectos ndo dominados numa rede aleatéria com 100 nés e 500 arcos,
escolhendo-se para p o trajecto lexicograficamente menor. Nessa rede, foi possivel realizar o

"ranking" de quase um milho de trajectos em menos de seis segundos, embora s6 se tenham
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determinado cinco dos seis trajectos ndo dominados. Nao foi possivel determinar o Gltimo
trajecto nio dominado apesar de se ter usado todo o espago de memodria disponivel do
computador (cerca de 120Mb RAM). Por esta razio, optou-se por se escolher o trajecto p para a
condigio de paragem de uma outra forma. Resumidamente, esta forma consiste em realizar uma
"parte” do "ranking" (0%) no primeiro objectivo, obter o iltimo trajecto nio dominado
determinado e finalmente utilizar esse trajecto como condi¢do de paragem no segundo
“ranking". Realizam-se deste modo dois "rankings", embora sejam menos extensos. Na pratica
foram implementadas duas versdes, ambas para o caso biobjectivo; qualquer delas comega por
determinar um trajecto lexicograficamente menor em cada objectivo, obtendo assim a amplitude
do "ranking" a realizar em cada objectivo. Tem-se pois:
1. mudal: realiza % do "ranking" no primeiro objectivo e seguidamente o "ranking"
no segundo objectivo.
2. muda2: realiza o "ranking" no primeiro objectivo até garantir que s6 é necessdrio
realizar 0% do "ranking" no segundo objectivo.

Ne. Traj
25 Regidio ndo determinada
20 A 100000 - -
or folta de 10000 —
15 ’
f 2 10 espago de meméria 1(1)88
0 1—

1T 1 T 1
0 10 20 30 40 50 60

fi

X - trajecto ndo dominado

(2) (b)

Custos em milhares

Figura 1:
(a) Ndmero de trajectos determinados segundo os "ranking"

(b) Ampliagéo da regido onde se encontram os trajectos nao dominados

Um dos problemas destas versdes é encontrar o valor éptimo do parAmetro o, isto é, o
valor de o com o0 qual é possivel determinar todos os trajectos ndo dominados, minimizando
ainda o nimero de trajectos dominados que sdo determinados. Alguns (poucos) resultados
computacionais, sugerem um valor de o no intervalo [20,30]; no entanto, est4 a ser realizado3

um estudo mais exaustivo sobre este assunto.

3 Na verdade, recentemente foi desenvolvido um novo critério para decidir quando trocar o objectivo onde se estd a
realizar o "ranking" que apresenta, em geral, uma melhor eficiéncia que as duas versGes descritas.
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Na figura 1(a) apresenta-se o nimero méximo de trajectos que foi possivel determinar pelo
"ranking" em cada objectivo. Facilmente se pode imaginar que, neste caso, uma pequena
variagdo do pardmetro o pode conduzir a uma grande variagdo no nimero de-trajectos
determinados, tornando a escolha do valor Optimo para o muito dificil e extremamente
dependente do problema. No entanto, o custo dos trajectos ndo dominados encontra-se numa
regifio muito restrita do gréfico, perto da origem dos eixos; por esta razio, realizou-se uma
ampliag¢do dessa regido, ver 1(b), para saber qual a distribui¢do desses custos. Assim, surge a
ideia de realizar um "ranking" usando uma fun¢do que é combinacio linear das fungdes
objectivo, isto &, um "ranking" obliquo. Neste caso, determina-se um trajecto
lexicograficamente menor em cada objectivo, define-se uma fungio que € uma combinagdo
linear dos dois objectivos e de modo a que essa nova fungdo tenha 0 mesmo valor nos dois
trajectos inicialmente determinados (de forma informal, e do ponto de vista gréfico, realiza-se o
"ranking" deslocando a recta, paralelamente a si mesma, definida pelas coordenadas dos custos
dos trajectos inicialmente determinados). Esta versdo apresentou os melhores resultados
relativamente as vérias versdes que foram implementadas tendo por base métodos do "ranking".

Foi implementada ainda outra versdo. A ideia que lhe deu origem foi o facto de que, em
certas condigOes, o problema do trajecto mais curto multiobjectivo verifica o Principio de
Optimalidade Forte (isto é, todo o trajecto ndo dominado € constituido por subtrajectos nio
dominados) assim como o problema do "ranking" de trajectos lexicograficos menores (isto &, 0
i-ésimo trajecto lexicografico menor é constituido por j-ésimos subtrajectos lexicograficos
menores, com j < i). Deste modo, serd licito "fundir" os dois problemas (que verificam ambos
o Principio de Optimalidade Forte) e determinar a alternativa lexicogrdfica menor ndo
dominada? A resposta € negativa pois este novo problema nfo verifica o Principio de
Optimalidade (fraca), isto €, o i-ésimo trajecto lexicogrdfico menor nio dominado pode ser
constituido por j-ésimos subtrajectos lexicograficos menores com j > i, como se pode constatar

com o seguinte exemplo.

Tis custo
1,5 (1,2) ND
(1,45 (15) D
(1,2,4,5) (2,3) D
(1,3,4,5) (3,1) ND
(1,2,5) (4,0) ND
(1,3,5) (6,5) D
Tia custo
(1,4 (1,5) ND
(1,2,4) (2,3) ND
(1,3,4) (3,1) ND

Figura 2 - Exemplo onde ndo se verifica o Principio de Optimalidade
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Na figura 2 apresenta-se uma tabela com os trajectos que se podem definir de 1 para 5 na
rede dessa mesma figura, indicando-se quais os ndo dominados. Pode-se entdo constatar que o
segundo trajecto lexicografico menor nio dominado de 1 para 5, <1,3,4,5>, é constituido por
um terceiro subtrajecto lexicografico menor nio dominado de 1 para 4, <1,3,4>, pelo que o
problema do trajecto lexicografico menor ndo dominado ndo verifica o Principio de
Optimalidade.

Poder-se-ia pensar num algoritmo que realizasse o "ranking" dos trajectos segundo a ordem
lexicografica e que, sempre que encontrasse uma alternativa dominada de um né, pesquisasse a
alternativa seguinte desse né até encontrar uma alternativa nio dominada. Porém, se existireim
ciclos na rede, esta defini¢do pode ser recursiva e pde em causa a finitude do algoritmo. Em [4]
apresenta-se um exemplo onde ocoire esta situagfo. Contudo, foi possivel elaborar uma versio
onde, quando ndo é possivel determinar a alternativa lexicograficamente menor nio dominada
de um nd, se determina a alternativa lexicograficamente menor (podendo esta ser dominda).
Esta versdo, embora determine menos trajectos de s para t, € mais lenta e ndo diminui o espacgo

de memoria que € utilizado.

5. Resultados Computacionais

Nesta secgdo apresentar-se-4 um resumo dos reultados computacionais obtidos com as
varias versdes implementadas, comparando-se apenas as melhores versdes dos algoritmos
cldssicos (algoritmos de rotulagdo) e dos algoritmos baseados no "ranking". A justifica¢ao para
as versOes escolhidas, assim como um estudo computacional mais completo, pode ver-se em
[4].

Os resultados correspondem & medida aritmética dos valores obtidos para 10 problemas do
mesmo tipo e foram obtidos no servidor DEC AXP 7610 do Laborat6rio de Cédlculo do
Departamento de Matemdtica, com velocidade de processador de 275 MHz sobre DEC Unix
3.2, tendo 128 Mbytes de RAM e 200.9SPECint92. As vérias estruturas consideradas para as
redes foram as seguintes: aleatérias, euclidianas, grelhas e completas. As do primeiro tipo nfio
obedecem a qualquer restri¢do, a ndo ser garantir a existéncia de um ciclo hamiltoniano?. As
redes euclidianas sdo em tudo idénticas as redes aleatdrias; no entanto, a primeira componente
do custo de cada arco (i,j) da rede corresponde ao arredondamento da distncia euclidiana entre
as coordenadas que definem os nésie j e que sdo determinadas aleatoriamente. As redes com
estrutura em grelha (grelhas), sdo definidas em malhas com h nés em altura e ® nés em largura.
Os nds correspondem aos pontos de intersec¢io na malha, existindo portanto h X w nés. Os
arcos sdo também definidos pela malha e os custos dos arcos sdo aleatdrios. Finalmente, uma
rede completa corresponde a uma rede onde existem todos os arcos da forma (i,)), i # j,i,je N..
Note-se que o0s custos dos arcos sio aleatérios em todos os tipos redes, excepto para a primeira
componente nas redes euclianas.

4 Esta condigdo, que serd vilida em todos os tipos de redes, permite garantir que na rede n#io existem nés excedentes,
isto é, permitem garantir que (‘Tij = ¢, Vije A
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Em [4] é também realizado um estudo computacional sobre a variagdo do nimero de
trajectos ndo dominados para os virios tipos de rede. Os resultados obtidos nesse estudo
sugerem o agrupar das redes em duas classes. A primeira é constituida pelas redes aleatorias e
euclidianas, onde o ndmero de trajectos ndo dominados € pequeno, tendo as védrias versdes
resolvido a quase totalidade dos problemas; além disso, parece que a estrutura definida nas
redes euclidianas facilita ainda mais o problema, diminuindo o ndmero de trajectos nfio
dominados existentes, assim como o tempo de execugdo e o espago de memdoria ocupado pelas
vérias versdes apresentadas. A segunda classe € constituida pelas redes do tipo grelha e
completas. Nestes tipos de redes, existem muitos trajectos ndo dominados, pelo que as versdes
baseadas no "ranking" ndo determinaram, em geral, todos os trajectos ndo dominados, ao
contrario das versdes baseadas nos algoritmos de rotulagfo. Entre estes dois ultimos tipos de
redes, as grelhas, pela sua rigida estrutura nos arcos, constituem os problemas mais dificeis de
resolver.

As versdes para as quais se apresentardo alguns resultados sdo as que mostraram maior
eficiéncia na sua classe e descrevem-se, resumidamente, a seguir. Uma descricdo mais
detalhada destas versdes, assim como das outras que j4 foram referidas, pode ser consultada em
[4].

o rotTemp: este cédigo foi implementado com base no algoritmo dos rétulos ndo
definitivos. O conjunto X, dos rétulos ainda néo utilizados, ¢ manipulado utilizando-
se uma estrutura em lista do tipo fifo. Resumidamente, escolhe-se o primeiro rétulo de
X, a partir do qual se tentam gerar novos rétulos; além disso, para cada n6, mantém o
conjunto dos rétulos ndo dominados ordenados lexicograficamente.

* rotDefl: Utiliza uma estrutura com enderegamento calculado para manter o conjunto
X ordenado. Para cada né, mantém ordenado lexicograficamente o conjunto dos
rétulos ndo dominados que lhe estdo associados. Resumidamente, escolhe o rétulo
lexicograficamente menor em X e tenta gerar novos rétulos a partir deste.

e torta: este codigo determina o trajecto mais curto em cada objectivo e, de seguida, a
recta definida pelos custos destes trajectos. Apés este passo, é realizado o "ranking"
segundo esta recta.

Todos os cédigos sdo para o problema biobjectivo e foram implementados na linguagem C.

Nos gréficos da figura 3 apresentam-se os resultados obtidos em redes aleatérias, onde d
representa a densidade da rede, isto é, o quociente entre o seu nimero de arcos € 0 seu ndimero
de nds. O primeiro destes gréficos refere-se ao tempo de execugio (em segundos) e o segundo
refere-se ao espago de memdria ocupado (em Mbytes). Estes graficos apontam para uma maior
eficiéncia, embora ligeira, do codigo torta relativamente ao tempo de execugio (excepto para
densidades elevadas); no entanto, relativamente ao espago de memdria ocupada, este cédigo
parece ser mais ineficiente.
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——- rotTemp = = rotDefl — torta
— 10
— 8
— 6
- Mb
=/ -2
| I | f
2 4 6 8 10
d
Figura 3 - Redes aleat6rias
- rotTemp - — rotDefl ~——  torta
—0.50 — 2.0
T “1—=1.5
-7 025 s —1.0 Mb
' — 0.5
l | l l
2 4 6 8 10
d
Figura 4 - Redes euclidianas
Nos L 100 500 1000
Tempo médio de execugdo (torta) 0.8s 53.53s 23.85s
% de trajectos ND determinado 98.64 91.59 91.76
Meméria ocupada (torta) 34.51Mb 103.07Mb 88.85Mb
Tempo médio de execugdo (rotDefl) 0.04s 2.06s 11.92s
Meméria ocupada (rotDef1) 0.16Mb 3.33Mb 12.53Mb

Tabela 1 - Redes completas

Nos graficos da figura 4 apresentam-se os resultados obtidos em redes euclidianas. Neste
tipo de redes, o c6digo torta apresenta uma maior eficiéncia do que os algoritmos de rotulagio;
no entanto, como j4 foi referido, este tipo de redes facilita a resolugio do problema (note-se que
foi alterada a escala nos eixos do tempo e do espago de memdria). Curiosamente, o c6digo
rotDef1 piorou significativamente a sua efici€ncia relativamente aos outros cédigos, o que
talvez se justifique pela complexa estrutura de dados que utiliza (enderecamento calculado) a
qual s6 lhe permite obter vantagens em problemas mais complexos. Destes resultados parece
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poder concluir-se que, para problemas com uma estrutura simples, o cddigo torta apresenta
maior eficiéncia do que os cddigos baseados nos algoritmos de rotulagdo. Contudo, essa
diferenga ndo é muito significativa (por exemplo, a diferenga maxima dos tempos de execugdo é
sempre inferior ou igual a 0.1 segundos para redes aleatérias e de 0.2 segundos para redes
euclidianas).

Na tabela 1 apresentam-se os resultados obtidos para os cédigos torta e rotDefl em redes
completas. Os resultados do cédigo rotTemp ndo foram incluidos, uma vez que o cédigo
rotDefl se apresentou muito mais eficiente do que o cédigo rotTemp. Estes resultados
permitem concluir que o cédigo rotDefl € claramente mais eficiente que o cédigo baseado no
"ranking", quer ao nivel de tempo de execugio quer ao nivel de espago de memoria ocupado;
mais, note-se que o c6digo torta ndo conseguiu resolver a totalidade dos problemas (embora
tenha determinado mais de 90% dos trajectos ndo dominados).

Finalmente, na tabela 2 apresentam-se os resultados obtidos em grelhas que, como ja foi
referido, € o tipo de redes onde as vérias versdes tiveram maiores dificuldades. Nesta tabela s
foram consideradas redes com 2500 nds (aproximadamente); o parAmetro q indica o quociente
entre a largura e a altura da grelha (desta forma, para q = 1, obtemos uma grelha quadrada). O
cédigo rotDefl € o que apresenta melhores resultados e além disso parece ndo ser afectado
significativamente pela variacdo do parimetro q. Por outro lado, o c¢6digo torta piorou
significativamente a sua eficiéncia, ndo conseguindo determinar mais do que um ter¢o dos
trajectos ndo dominados, razdo pela qual os tempos de execugio nio sdo significativos.

Da andlise destes resultados parece ser evidente que o codigo rotDefl é claramente mais
eficiente em problemas mais dificeis. Além disso, como este cédigo ndo era significativamente
pior do que o cddigo torta nas redes com estruturas mais simples (a diferenga do tempo de
execugdo era sempre inferior a 0.2 segundos) entdo, num cdmputo geral, o cédigo rotDefl
parece ser o que apresenta melhores resultados. Resultados mais recentes, envolvendo novas
versdes, apontam, no entanto, para um melhor desenvolvimento dos cédigos baseados no
“ranking", nomeadamente quando o algoritmo MPS € utilizado.

q 1 2 5 10
Tempo médio de execugdo (torta) 7.37s 8.20s 4.35s 3.21s
% de trajectos ND determinado 30.64 29.08 23.65 17.41
Memdria ocupada (torta) 107.05Mb  107.05Mb  107.05Mb  107.05MB
Tempo médio de execugao (rotDef1) 8.23s 8.43s 7.26s 8.29s
Memdria ocupada (rotDef1) 28.05Mb  29.61Mb  32.00Mb  39.03Mb

Tabela 2 - Redes do tipo grelha
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Abstract

This paper is concerned with the solution of integer multicriteria network flow problems. The single
criterion network flow problem and a sketch of the out-of-kilter method are presented. Important results from
(linear) multicriteria optimization are stated and their importance for network flow problems discussed. The main
topic of the paper is the presentation of a method to solve integer multicriteria network flow problems. The set
of all efficient solutions in objective space is determined in two steps: first the set of all maximal efficient faces
of the linear relaxation is determined. The second step consists in finding all integer efficient points. Finally the
lexicographic max-ordering theory is proposed to choose a compromise solution.

Keywords
Network flow problems, multicriteria optimization, integer programming,

1. The Network Flow Problem
The general formulation of the (minimum cost) network flow problem is the following:

min Z Cijxij

(i,jeA
subjectto ), Xjj- ), Xi=0  VieN (NFP)
jeN jeN

X2l V(jeA
xjsuy VijeA
Here, D = (N,A) is a network with node set N, arc set A and variable xj; representing flow
along arc (i,j)e A. Many types of algorithms are available for the solution of this problem.
Below we will outline the idea of the out-of-killer algorithm, upon which the method for the
multicriteria network flow problem developed later is based.
Using dual variables [T for the nodes ie N, reduced costs for the arcs are defined as
¢j =II; - ITj - ¢;5. From complementary slackness conditions of linear programming it is
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straightforward to derive the optimality conditions for the network flow problem: A feasible
flow x is optimal if for each arc (i,j) Eij =0,

xj=l; if ¢j<0, or

xj=uy if ¢;>0

(Nonbasic) variables satisfying these conditions are called "in kilter”. The out-of-kilter

algorithm is based on the idea of bringing all edges in kilter in order to obtain an optimal
solution of the NFP. Because we use the ideas of this algorithm throughout the rest of this
paper, we will give a sketch of it now, for details see e.g. [Bazaraa and Jarvis, 1977].

Sketch of the out-of-kilter algorithm

1 Letx:=0and]]:=0

2 If there is an "out-of-kilter" edge (u,v) goto 3, else STOP: x is an optimal flow
3 Primal phase:

If possible change flow along a cycle containing (u,v), else goto 4
4 Dual phase:

Change dual variables [] and goto 2

In this paper we will discuss the solution of multicriteria integer (NFP). Integrality is an
issue that does not create any difficulty in the single objective case: due to the total
unimodularity of the constraint matrix of the (NFP) (the node-arc incidence matrix of the
network N), it is well known that all basic feasible solutions of NFP are integral. Thus, solving
the integer (NFP) is equivalent to solving the linear (NFP). In Section 3 below we will see why
the integrality requirement will make the multicriteria NFP much more difficult to solve.

For this paper we shall assume that all problems are non-degenerate. Le. for all basic
feasible solutions, we do neither have x;j = ljj or x;; = uy; for basic variables (primal
degeneracy), nor ¢j; = 0 for nonbasic variables (dual degeneracy). We will also assume that
(NFP) is feasible and (w.l.o.g.) that Ij; 2 0 and u;; < °=. Thus the feasible set of (NFP) will be
a compact set. Assuming nondegeneracy will avoid technical complications, e.g. in Lemma 4.
However, the method can be modified to allow degenerate solutions.

2. Multicriteria (Linear) Optimization

In this section we will briefly summarize the basic definitions and some important results in
(linear) multicriteria optimization. Because the multicriteria NFP is a special case, we will refer
to these results later,

A linear multiobjective program is given by

min Cx
subjectto Ax=b (MOLP)
x20

Here, C denotes a Qxn objective or criteria matrix, A is an mxn constraint matrix of full
row rank. The right hand side vector is be R™ and xe R" is the vector of variables. Individual
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objectives (rows of C) are denoted by CY. As usual, we will denote the set of feasible solutions
of (MOLP) by
X ={xeR": Ax =bx 20},
The following is the fundamental definition of optimality in multicriteria optimization,
replacing the single objective notion of minimality.

Definiton 1

o x%°e X is called Pareto optimal if there is no x€ X, x#x’ such that Cx < CxY

componentwise, with strict inequality for at least one component.
o If x’eX is Pareto optimal, then the corresponding image point Y0 = Cx¥ is called efficient.

We will here consider the case of a compact feasible set X, as we encounter in the (NFP),
due to our assumptions on the bounds for arc capacities, L;; and u. We shall also use the
notation Y = CX for the image of the feasible set in criterion space.

The set of efficient points in Y is often referred to as the efficient frontier, a notion we shall
adhere to, too. It is well known that the efficient frontier is indeed located on the boundary of
Y. Figure 1 depicts Y and the efficient frontier (solid lines) for an (MOLP). Many authors have
investigated (MOLP). We will now summarize, without proofs, some of the most important

results in the area, which are relevant for this paper.

C?z

C'z
Figure 1 - Feasible set in objective space and efficient frontier

Theorem 1 ([Geoffrion, 1968, Isermann, 1974])

If x° is a Pareto optimal solution of (MOLP) then there exists some Ae R Q, 0< ﬂ,q <1,

Q
Z /'tq = 1, such that
q=1
Alox0 <ATCx  VxeX.

In other words, all Pareto optimal points can be found by solving weighted sum
scalarizations of (MOLP) with appropriate positive weights. The reader can easily visualize this
result from the drawing in Figure 1.

The next results refer to topological properties of the efficient frontier, and the set of Pareto
optimal solutions (the preimage of the efficient frontier under C).
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Theorem 2 ([Naccache, 1978])
The efficient frontier of Y is connected.

Theorem 3 ([Warburton, 1983])
The set of Pareto optimal solutions of (MOLP) is connected.

These results are very important as they imply that neither in decision nor in objective space
we can have isolated Pareto optimal/efficient solutions. It is important to note that these results
are not true for general (nonconvex) objectives. Theorems 2 and 3 emphasize the continuous
nature of linear programming. However, due to basic theory of linear programming and the
widespread use of simplex type algorithms, basic feasible solutions are the ones which are most
important. For compact X this is a finite set. Thus linear programming is on the boundary
between continuous and combinatorial optimization. The combinatorial counterpart of Theorem

3 is the following result, due to Isermann.

Theorem 4 ([Isermann, 1977])

For an (MOLP) define a graph G = (N,E) such that the set of nodes N represents the set of
Pareto optimal basic feasible solutions. The set of edges E is defined in such a way that an edge
exisis between two nodes if and only if the corresponding basic solutions can be obtained from
each other by one single pivot step. Then G is connected.

Note that G is naturally an undirected graph. The important implication of Theorem 4 is,
that the whole continuum of Pareto optimal solutions can be generated by exploring basic
feasible solutions alone, since Pareto optimal basic feasible solutions represent extreme points
of the feasible set in decision space, Y.

There is a drawback, however. Experiments recently reported by Benson [Benson, 1997]
indicate that even for medium sized problems ((MOLP) with 4 objectives, 50 variables and 50
constraints) the number of Pareto optimal basic feasible solutions may be prohibitively large
(80,000 on average). It may well be demanding too much of decision makers to choose among
these. Therefore, the need for compromise solutions is evident.

But how to choose a compromise solution? We propose the following lexicographic max-
ordering approach. The reasons will be illustrated below.

Definition 2
o x%eX is called max-ordering optimal if

max (Cq)TxOS max (Cq)Tx
1<q<0 1<g<0

for all xe X.

o For ye R? let sort(x) = (sorty(x),..., sortp(x)) be such that sort;(x) = sorty(x) = ... 2
sortg(x). x%e X is called lexicographic max-ordering (lex-MO) optimal if
50rt(Cx%) <iex sort(Cx) for all x& X, where Siex denotes the lexicographic order.

In other words, we first choose a solution which minimizes the worst objective (some kind
of "conservative planning" idea). But, there may be many such max-ordering solutions, and
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most of them need not be Pareto optimal. The idea of lexicographic max-ordering is to iterate
this idea to the second worst, third worst objective, etc.

Why does this define a reasonable compromise solution? The answer is given in Theorem 5
from [Ehrgott, 1977b] (see also [Ehrgott, 1995] and [Ehrgott, 1997a]).

Theorem 5
o Ifx%is a lex-MO optimal solution then x° is also Pareto optimal solution and it is a max-
ordering solution.
o x%is a lexicographic max-ordering solution if and only if x° satisfies the normalization,
regularity and reduction property.

The properties of Theorem 5 need some explanation. Normalization simply means, that
when we have only one objective the optimal solution should define the usual minimum.
Regularity is defined as the conservativeness or robustness in the sense of max-ordering
optimality. Finally, by reduction we mean that, should the value of one objective for an optimal
solution be known, then we can drop this criterion from minimization and impose it as a
constraint instead, but still obtain the same optimal solutions for this reduced problem.

From the point of view of decision makers, given the task to choose from such a huge
number of possibly "good" (Pareto optimal) alternatives, these three properties seem
reasonable. So, once they are accepted as valid, there is only one choice for choosing a
solution, namely the lexicographic max-ordering optimal solution.

3. Multicriteria Network Flow Problems
In this main section we will introduce the multicriteria network flow problem. After
reviewing existing literature on the topic, we will present the outline of a method to solve the
continuous problem in Section 3.1. Section 3.2 describes a method to solve the integer
problem. The method will be illustrated by means of an example. Finally, we discuss the
problem of determining a lexicographic max-ordering solution as a compromise solution.
The multicriteria network flow problem can be written as follows
Z Ciljxij
(Lje A
min :
Z C%Xij
e A

D, Xij - O, Xji =0 VieN (MONFP)
jeN jeN
xij 2 lij V(I,J)E A
Xjj < ujj V(e A
The feasible set is again denoted by X, the feasible set of the integer (MONFP) is denoted
by Xy i= X N 24,
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Several authors have investigated this problem. Solutions which can be obtained by a
weighted sum scalarization have been considered in [Klingman and Mote, 1982]. Burkard and
others [Burkard et al., 1989, Ruhe and Fruhwirth, 1990] have used a sandwich approximation
algorithm for convex curves to approximate the efficient frontier of continuous bicriteria
network flow problems. Lee and Pulat and later Pulat and Huarng developed a method to
completely determine the efficient frontier and all Pareto optimal solutions in the continuous
bicriteria case [Lee and Pulat, 1991, Pulat et al., 1992]. Another study by Lee and Pulat treated
the bicriteria integer case [Lee and Pulat, 1993]. It is this paper upon which our research builds
up. We generalize the method to the case of more than two objectives. However, we will not
give any technical proofs, which would be very similar to those given in [Lee and Pulat, 1993].
The structure of integer solutions in the bi- and tricriteria case was also studied in [Mustafa and
Goh, 1997] and [Mustafa and Goh, 1998]. Several authors considered (MONFP) with
lexicographic optimality [Calvete and Mateo, 1995, Calvete and Mateo, 1996] or max-ordering
optimality [Hamacher, 1995]. Results of the latter paper will be used in Section 3.3. Finally,
the method is illustrated by examples in Section 4.

Figure 2 illustrates why solving the continuous problem is not enough to find all integer
Pareto optimal solutions. The point y is an integer efficient point, because there is no integer
point on the edge connecting y2 and y3.

Due to the results mentioned above (Theorem 1 and the total unimodularity of the incidence
matrix) we know that all extreme points in Y are integer. However, there may be integer points
between extreme points, if a pivot step between the corresponding adjacent Pareto optimal basic
solutions represents a flow change of more than one unit. In Figure 2 the points y(2 1y yg‘z), and
y?3) between extreme points y2 and y3 are such points. These are also efficient points for the
continuous problem. However, introducing the integrality requirement results in points
y(zl,o),. ‘o y(21 ) being efficient. These cannot be found solving a problem with a weighted sum
of objectives. Additional problems only encountered with more than two objectives will be
explained later.

C?x

Figure 2 - A bicriteria example for integer efficient points
The general idea to solve the integer (MONFP) contains the following steps.
1. Find an initial efficient extreme point yl.
2. Starting from y1 find all efficient extreme points.
3. Determine all maximal efficient faces constituting the efficient frontier.
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4. Find the integer solutions on the efficient frontier.
5. Find the integer efficient solutions "inside" Y.
Points 1. to 3. determine the set of efficient points of the continuous problem, points 3. and
4. describe the extra effort to solve the integer problem.

3.1 Efficient extreme points and maximal efficient faces
The determination of an initial Pareto optimal basic feasible solution and an efficient
extreme point is quite easy: due to our assumptions and Theorem 1 it is enough to solve
Q
min Z Z ?\,qc?jxij
a=1 (ijeA
xe X
with ?uq =1 forq = 1,..., Q. Using the out-of-kilter algorithm may not result in a basic optimal

solution. Then a step of flow changes has to be applied to find a basic solution with the same
(optimal) cost.

Let us now introduce adjacency of extreme points and basic feasible solutions. Two basic
feasible solutions x' and x* are called adjacent, if x* can be obtained from x" by a single pivot
step. Two extreme points y1 and y2 of Y are called adjacent, if they are connected by an edge (a
one dimensional face) of Y.

In order to find all efficient extreme points (Pareto optimal basic feasible solutions) we
check all extreme points adjacent to those determined, and compare the values. In order to do
that, we keep a list of all adjacent basic feasible solutions to be checked for each possibly Pareto
optimal basic solution. During the procedure of checking adjacent basic solutions a pointer
structure for all efficient points (corresponding to the basic solutions) will be built up. This is
the objective space counterpart of the graph G in Theorem 4, which we denote by Gegp.

In Figure 3 an example of a face of a two-dimensional efficient frontier with an extreme
point yl and two adjacent extreme points y2 and y5 is shown.

Note that throughout the procedure, we need only keep those vectors which are locally
efficient with respect to the set of all points checked so far.

Definition 3
Let Y' C Y. Then y'e Y'is called locally efficient, if it is efficient with respect to Y.

At an efficient extreme point (and its corresponding Pareto optimal basic solution) we can
move to an adjacent extreme point (basic solution) by introducing a variable into the basis (and
excluding another one). However, we need not check all possible nonasic variables, as the

following Lemma shows.

Lemma 1
Ify' is an efficient extreme point, y*'is obtained by introducing (u,v) into the basis at y* and
(wv) is in kilter for all c4. Then y'' is not efficient.
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Proof:
Obvious from the definition of an arc being in kilter. ¢

After having determined the efficient extreme point of Y, we use Gegy to determine the

whole efficient frontier, which is composed of maximal efficient faces.

Definiton 4
Consider the continuous (MONFP). The convex hull of a subset of extreme points of Y,
which is obtained in the boundary of Y is called a face of Y. A face F of Y is called efficient
face, if all ye F are efficient. An efficient face F is maximal if there is no other efficient face

F' such that FCF',

In order to determine all maximal efficient faces we check all possible faces (which
correspond to cyles in Gegy) for efficiency. This makes use of the result:

Lemma 2
A face F is efficient if and only if there exists an inner pOint/}\I of F which is efficient.

Proof:
If a face is efficient, all points of F are efficient. On the other hand suppose ¥ is an efficient
inner point of F. By Theorem 4 this implies that there exists a Ae R such that § solves the
(NFP) with objective el By the linearity of the problem, the whole face F is optimal for
this same scalarized problem. , ¢

The idea of the efficiency check is illustrated in Figure 3 and formally stated in Lemma 3.
An inner point § can be obtained by
/}> = yt +0.5 (E(U,V)l +...0+ G(U,V)t)'
Here y' is an efficient extreme point of a t-dimensional face and (u,v); are the edges

introduced into the basis at y! to move to adjacent extreme point vli=1,..,t

Figure 3 - An inner point of a face
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Lemma 3 ([Ecker and Kouada, 1975])
Let Y be an inner point of a face F of Y and let (x°,5°) be an optimal solution of the problem

(TP) below. Then y is efficient if and only if i 59 =0.
g=1
min i Sq
g=1
s.t. xe X \ (TP)
s20
Cx-y=-Is
3.2 Imteger efficient points

In order to find all integer efficient solutions of (MONFP), we proceed in two steps. First,
the integer solutions on the efficient frontier are determined. Then, modifying our original
(MONFP), we determine solutions in the interior of Y.

During the determination of the efficient extreme points of Y (which are integer efficient
points themselves) all those lying on efficient edges can be determined immediately. Note that
there may exist integer efficient points on edges leading to non efficient extreme points. These
will be determined as points "inside" or "behind" the efficient frontier.

After the determination of the maximal efficient faces, the integer points on the efficient

frontier can be computed. Let F' be a t-dimensional maximal efficient face, 2 < t < Q-1, and let

y! be an extreme point of F'. Then select ¢ adjacent efficient extreme points y2,..., y*! such
that {y!,..., y*1} are affinely independent. This identifies t nonbasic variables Xyy; at y'.

Then all integer combinations of flow changes of the variables Xuy; (and the respective

cycles) leading from y' to the adjacent extreme points y2,..., y**! define the set of integer
efficient points on F'. The unit flow changes to be considered are between 1 and the flow
change to reach y!, respectively. For an illustration, see Figure 4 with y! and adjacent extreme
points yZ and y>.

5
h Y
Figure 4 - Integer efficient points on a two-dimensional face
If we call two Pareto optimal integer flows adjacent, if one can be obtained from the other
by flow change along a single cycle, we have the following theorem.
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Theorem 6
The set of Pareto optimal integer flows corresponding to integer efficient point on the
efficient frontier defines a connected graph.

Proof:

According to Theorem 2 the efficient frontier is connected. Theorem 4 says that the graph of
Pareto optimal basic solutions is connected. We can therefore restrict ourselves to a maximal
efficient face, say F. Let y be an efficient integer point on face F. According to the
algorithm, y is obtained by combining flow changes along several cycles. Performing these
backwards one after another will generate a sequence of integer points eventually ending in
an efficient extreme pointi\r of face F (see Figure 4 and the text before). According to the
choice of nonbasic variables at § none of the flow changes can yield points outside F, thus
all intermediate integer points (and corresponding flows) are efficient (resp. Pareto
optimal). ¢

The crucial step in determining integer efficient solutions is the computation of those which
are behind the continuous efficient frontier. The idea to obtain these is to change the bounds
(decrease the upper bound or increase the lower bound) of some nonbasic variables by 1 at

some efficient basic solution.

Lemma 4
Let y! be an extreme point of a face F. Changing the bound of a nonbasic variable one at y
leads to a parallel translation of a face F containing y'.

Proof:
The slope of a face is determined by the reduced costs Cjj. Changing the bound of a basic
variable by one does not change the structure of the basis, thus Cj; are not changed and the

slope remains the same. That the translation is nonzero follows from the fact that the original
solution becomes infeasible by the bound change. ¢

Note that in the degenerate case, we may have ¢; = 0 and therefore the result is not true in

general.
The effect of changing bounds is illustrated in Figure 5.

Cz )

C'z
Figure 5 - Parallel translation of faces
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Again, not all nonbasic variables have to be considered for bound changes.

Lemma 5§
Let y* be an efficient extreme point. Changing bounds for arcs (u,v) which are in kilter for

all objectives C1 does not yield an efficient point.

As a consequence we have:

Theorem 7
Every integer efficient point of (MONFP) in the interior of Y is an integer efficient point of
some (MONFP)' with modified bounds, which is on the boundary of Y'.

3.3 Lexicographic max-ordering solutions

As mentioned earlier, one will often encounter a big set of integer efficient points. Even the
small example in Section 3.2 has 43 integer efficient points. Therefore a decision maker, facing
such a problem will have to choose one of those. As we have proposed in Section 2 we will
now illustrate how to find a lexicographic max-ordering solution as a compromise. The lex-MO
optimal solution in the example (Figures 6 and 10) is highlighted by a circle around the point. It
can be seen that it is located centrally in the integer efficient set: A lex-MO solution has its
objectives values as equal as possible.

The main result establishes a ranking approach to the integer lex-MO (MONEP).

lexmin, ¢ Ximsort(Clx,. . CQx)

Theorem 8
Let Ae R be such that ?\,q* =1 and 7\,q =( for all q # g*. Furthermore, let x!,..., xP be such
that '
ACx! <ACx%Z< ... SACxP < Cx
for all xe Xy (5(1,..., xP are the p best solutions of the integer NFP with objective Cq*).
Let

F* := min max Cx
XEXint q=1,...,Q

*
and assume C1 xP > F*_ Then all max-ordering solutions are contained in {x!,..., xP}.

Proof:
Suppose x' is a max-ordering solution of (MONFP), i.c. maxg___lcqx' = F* and
x'¢ {x1,..., xP}. Since C9"xP > F* we must have
9% > V%P > F*,
a contradiction. &

Note that, due to the definition of max-ordering solutions, there must exist a pair p, g* such
that CY'xP > F* holds. The lex-MO solution can then be chosen from {x!,..., xP} by sorting
and selecting the lexicographic minimum. An efficient way to do that is described in [Ehrgott,
1998].
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The essential step in determining p best solutions is to find a second best solution. Then by
applying branch and bound methods, further solutions can be determined. Theorem 8 provides
the background of an algorithm for the integer lex-MO (MONFP). The details of the ranking
method for (NFP) can be found in [Hamacher, 1995] and need not be repeated here.

4. Examples
We illustrate the proposed method by means of two examples with two and three criteria,

respectively. Both will be defined for the same network of Figure 6.

Figure 6 - Network for the examples

The cost coefficients as well as lower and upper bounds are given in the table below.
arc | (1,2) (1,3) (2,3) (24) (2,5 (3.4) (3.5 (4,5 (4,6) (5,6 (6,1)
cls & 2 6 1 2 6 5 1 2 0

c? 1 2 7 1 7 4 2 3 9 8 0
1 0 2 0 2 0O 0 3 0 0 4 10
u 9 12 8 0 6 10 10 7 10 9 10

Determining an initial extreme point using weights A; = A, = % will yield either y2 or y3,

depending on the implementation of the algorithm. Exploring adjacent basic feasible solutions,
we eventually discover the complete efficient frontier, containing extreme points y!,..., y*.

In the second step, we observe that only moving from y? to y° a flow change of more than
one unit is performed: nonbasic variables x, 4 is increased by 4 units. Stepwise increase at this
point, together with regions where integer efficient points may be found is illustrated in Figure

7.

110

100

—
100 110 Oz

Figure 7 - Integer points on the efficient frontier
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To find integer efficient points behind the efficient frontier, we choose y2. Noting that X(3.4)
is not in kilter for both objectives, we increase the lower bound on arc (3,4) from 0 to 1. We
have to change the flow in order to obtain a feasible solution. As a result, y2 is translated to
y(23,4) [1,0]. Here the 1 denotes flow change along arc (3,4), the O flow change along arc (2,4),
leading to y*. When we now perform the same flow changes at the translated point, that we did
at y2 we find y3 4y [1,1] and y3 4y [1,2]. Finally, we note that a further increase of the lower
bound does not yield more integer efficient solutions. The same is observed for all other
nonbasic variables at the extreme points, thus the problem is solved. Note that
conv{y? 4 [1,01,y% 4 [1,3]) is the translation of the efficient face conv{y?,y%}.

Calculating a lexicographic max-ordering solution in this problem yields yé) = (124,123)
as a compromise solution. Note that this is not a basic feasible solution. The result is shown in
Figure 8.

C%z

y?a,4)[1: 1]
o y(ﬂs,A){ly 2]

O vholtsd)

110

100

=
100 110 Cly

Figure 8 - All integer efficient solutions
For a tricriteria example, we simply add another objective function to the bicriteria example:
C3=(1,3,5,9,7,6,2,3,1,2,0). We restrict ourselves to the presentation of the results.

4_ 2

Y Y

5 1

y Y’ y
Figure 9 - Graph of efficient extreme points
The graph Gegr is shown in Figure 9. The objective space with all 43 integer efficient points
(21 on the efficient frontier and 22 others) is shown in Figure 10. The efficient frontier itself
consists of a one and a two dimensional face. Integer points on the efficient frontier are black
dots, those in the interior of Y are empty dots, the lex-MO solution is indicated in Figure 10 by
a circle around the point.
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[}

Figure 10 - The (integer) efficient set for the tricriteria example
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Figura 2 - Rede
Para esta rede, e considerando K = 4, obtemos os seguintes trajectos mais curtos,
p; =<1,4,5>, p,=<1,434,5>, p;3=<1,23,45>, p,=<1435>,
com custos ¢(py) = 1, c(py) =2 e c(p3) = c(py) = 3. E de notar que podem existir trajectos

distintos com 0 mesmo custo (0 que acontece com ps € py). Isto significa que o conjunto dos K
trajectos mais curtos numa rede pode nfo ser finico, o que no entanto ndo interfere no que se
segue, dado que pretendemos apenas calcular um qualquer conjunto de K trajectos mais curtos
de s para t em (N,A).

O trajecto p; é uma 4rvore de acordo com a sua defini¢do usual - Figura 3(a).
Consideremos agora os dois trajectos mais curtos, p; € po. O trajecto p, € constituido por uma
parte inicial comum a py, o subtrajecto <1,4>, "desviando-se" de p; no segundo né, 4. Estes
dois trajectos formam a drvore representada na Figura 3(b). Analogamente, o terceiro trajecto
mais curto, p;, contém um subtrajecto comum a p; e um subtrajecto comum a p,, iguais e
constituidos apenas pelo né inicial. Deste modo, p; "desvia-se" dos trajectos anteriores, p; €
Py, naquele n6 - Figura 3(c). Por fim, p, coincide com p; em <1,4>, com p, em <1,4,3>, ¢
com p; em <12, ou seja, tem um subtrajecto inicial comum a 4rvore formada por py, p; € p3»

<1,4,3>, "desviando-se" destes trajectos no né 3 - Figura 3(d).

(D1 1

N G1 @)

Y41 y4i
(4)2
(5)2
D2

(a) (b) (¢)

Figura 3 - Arvores de trajectos mais curtos de 1 para 5
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Na realidade a estrutura formada, tal como a apresentdmos, ndo é a de uma drvore de
acordo com a defini¢do usual uma vez que alguns dos nés e arcos aparecem repetidos. No
entanto, de modo a evitar estas situagdes, podemos utilizar uma fun¢io que a cada né de um
trajecto p;, i€ {1,..., K}, associa um nimero natural, por forma a que as imagens do mesmo né
em trajectos diferentes sejam também diferentes. Sendo um arco definido por um par de nés,
pode ocorrer uma situagdo andloga para arcos pertencendo a mais que um trajecto de uma
drvore. A utilizagdo de uma tal fung¢do permite também distinguir tais arcos. No presente
trabalho ndo serd utilizada esta fungfo para ndo sobrecarregar a notagio, pelo que a distingio
dos nds e arcos dever4 ser feita mediante o contexto.

Denotaremos por Ty, para ke {1,..., K}, a drvore constituida pelos k trajectos mais curtos
de s para tem (N,A), py,..., px. O resultado que se apresenta em seguida formaliza o conceito,

introduzido de forma intuitiva, de drvore dos k trajectos mais curtos entre dois nés de uma rede.

Teorema 5 Seja ke {1,..., Kl}; entdo o (k+1)-€simo trajecto mais curto de s para t em (N,A)
¢ da forma py,.{ = subj(s,u)0<u,v><>p, para algum je {1,..., k}, com (u,v)e (N,A) nio
pertencente a drvore Ty e onde pe Py,

Demonstragao: Utilizando indugio sobre k comecemos por analisar o caso k = 1.

Sendo p; o trajecto mais curto de s para t e p, o segundo trajecto mais curto entre 0s
mesmos nds, p; e p, sdo distintos. Seja entdo u # t o né de p; e p, mais distante (relativamente
ao nimero de arcos) de s, tal que sub;(s,u) = sub,(s,u) e portanto, sendo (u,v') e (u,v") 0s
arcos de p; e py, respectivamente, com inicio em u, e consequentemente distintos,
sub;(s,w)0<u,v'> = sub;(s,v') # suby(s,v") = suby(s,w)d<u,v">. A drvore T, é constituida
apenas pelo trajecto p; e portanto ndo contém o arco (u,v). Concluimos pois que
P2 = subj(s,u)0<u,v>0p, com j =1 <2 e pe Py;.

Consideremos agora que, para todo o i < k, p; = subj,(s,up)0<u;,vi>0q;, com
Ji€ {L,...,i-1} e (u;,v;) ndo pertencente a Tj_; e g;€ Pyt

Seja piyq 0 (k+1)-ésimo trajecto mais curto de P; entdo py,; coincide com cada pj» para
todo o je {1,..., k}, desde o né inicial até um né Xj distinto do né t uma vez que
Pk+1€ {P1,-.., Px}. De entre estes nds xi,..., Xi, denotemos por u = Xj, para algum
je{l,....k}, aquele que estd mais distante de s em py,;. Entdo py,, = subj(s,u)0<u,v>0p,
com pe Py, onde, de acordo com a escolha de u, (u,v) néo est4 na drvore Ty 3

O n6 u de py é denominado por né desvio de py e € denotado por vl(;k, onde oy € a ordem
respectiva no trajecto py (e py)- O arco (u,v) ¢, geralmente, denominado arco desvio de py e pjo
seu trajecto pai. Por convengdo, o né desvio de p; € o né inicial, s.

Com base nas Figuras 2 e 3 podemos verificar que os nés desvio de py, Py P3 € Py SO,
respectivamente, v§ =1, v% =4, v? =1e por fim vg =3.

Deste modo a determinagio dos K trajectos mais curtos pode ser feita através da construgdo
de uma drvore.
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4.2.2 Um algoritmo baseado na construgio da arvore de trajectos

Ao estudar este problema, facilmente se conclui que o ideal seria determinar o menor
nimero possivel de trajectos, isto é, determinar somente os K trajectos pretendidos. No
entanto, como veremos no que se segue, os algoritmos que propomos determinam uma
sobredrvore da drvore, Ty, dos K trajectos mais curtos.

O primeiro trajecto a determinar é o mais curto de s para t em (N,A), sendo para isso
utilizado um qualquer algoritmo. A partir deste trajecto, p;, como poderemos obter p,? De
acordo com o Teorema 5, p, € da forma sub;(s,u)0<u,v>0p, onde (u,v)€ p; e pe Py, pelo que
poderfamos tentar determinar todos os trajectos com esta forma, o mais curto dos quais seria
p,. Seguindo este raciocinio seria necessério, para cada né ue py, hipotético n6 desvio de p,, e
cada arco (u,v)¢ p, conhecer todos os trajectos de Py,. Este procedimento pode ser melhorado
se atendermos ao Teorema 6.

Dada a rede (N,A) e o né terminal, t, denotaremos por T a drvore dos caminhos mais
curtos com raiz em t, constituida pelos caminhos mais curtos de todos os nds de (N,A) para t.
Nesta 4rvore, dado um né u, denotamos por T (u) o caminho de u para t em T;. A Figura 4
representa a drvore Ts para a rede (N,A) da Figura 2, associando a cada né u o valor ¢(Ts(u)).

Figura 4 - Arvore dos trajectos mais curtos com raiz em t = 5

Teorema 6 Seja ke {1,..., K}; entdo py,, 6 da forma subj(s,vlgl'{:l)<><v1&;il,v><>Tt(v), para

. k+1 ¢ ~ § 4
algum je {1,..., k}, onde (V(Xk+1’v) ¢ um arco nfo pertencente a drvore Tj.

o, . _ k+1 k+1
Demonstracao: No Teorema 5 vimos que py,( = subj(s,vakﬂ)()(vakﬂ,v><>p, pelo que basta

mostrar que p tem que ser um trajecto mais curto de v para t. Suponhamos que isto ndo
acontecia, isto &, que ¢(T(v)) < c(p) e consideremos o trajecto q = suby . ((s,v)0Ty(v)e P.

-~ M Z L k 1 ~ rd rd
Entdo, como 0 arco de ¢ com inicio em VOLLI ndo estd na drvore Ty, qe {py,..., px}. Além

disso
c(q) = c(suby, (s,v)) + c(Ty(v)) < c(suby,;(8,v)) + c(p) = c(Piy1)s

pelo que py,; ndo seria o (k+1)-ésimo trajecto mais curto de s para t, como queriamos

mostrar. L4
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Deste modo, voltando a determinagéo de p, a partir de p,, bastaria calcular para cada né u
de p; o trajecto suby(s,u)0<u,v>0T(v), para todos os arcos (u,v)e p;. De acordo com este
procedimento sdo gerados vdrios elementos de P, o mais curto dos quais € p,. Ou seja, se a
partir de p; forem gerados estes trajectos, candidatos a p,, e os colocarmos num conjunto X,
ap0s a andlise de todos os nds de py, o trajecto mais curto de entre os trajectos de X é p,.

Este raciocinio, depois de generalizado de modo a determinar py, foi o utilizado no
algoritmo proposto por Hoffman e baseado na drvore de trajectos, [7]. Tem no entanto o
inconveniente de aumentar muito rapidamente o ndmero de trajectos na rvore em construgio,
uma vez que, para cada né u de um trajecto nessa drvore, sdo colocados todos os arcos nio
repetidos com inicio em .

Para tentarmos diminuir o nimero de trajectos determinados a partir do né u de p; basta
observar que se u for de facto o né desvio de p,, entdo devemos escolher, entre todos aqueles
trajectos, aquele que for o mais curto. Por outras palavras, basta determinar
suby(s,u)0<u,v>0Ty(v), onde ve N € tal que (u,v)¢ p;, ¢ minimiza o custo de <u,v20T(v),
isto ¢, minimiza ¢,y + c(Ty(v)). Deste modo, para cada n6 u sdo analisados todos os arcos
(u,v)& p;, sendo escolhido um né v, e consequentemente um tnico trajecto
suby(s,u)0<u,v>0T(v). Os trajectos gerados sfio também acrescentados ao conjunto X de
candidatos.

E de notar que, num passo k, o conjunto XU {py,..., px} contém todos os trajectos
calculados até entdo, ou seja, contém os trajectos da drvore construida pelo algoritmo até aquele
momento, constituida pelos k trajectos mais curtos jd enumerados e por alguns candidatos a
j-€simos trajectos mais curtos, com j >k,

A enumeragdo de trajectos é conseguida a partir de sucessivas escolhas (¢ consequente
remogdo) de um trajecto no conjunto X. Deste modo, apesar dos trajectos néio serem calculados
por ordem dos seus custos, repetindo este procedimento, num passo genérico k, com
ke {1,..., K}, serd escolhido o elemento de X com menor custo, que serd o k-&simo trajecto
mais curto de s para t em (N,A). Ao retirar p, do conjunto X devem ser gerados novos
trajectos, de forma andloga a indicada para k = 1, que serdo candidatos a pj com j > k.

De modo a que um dado trajecto nilo seja determinado mais do que uma vez, ao escolher py
no conjunto X sdo analisados apenas os nés que se seguem ao né desvio, inclusivé, e, para
cada um destes nés, digamos u, procura-se ve N tal que (u,v)€ A, nélo pertence A sub-4rvore
com raiz cm u construfda at¢ a0 momento e que, nestas condi¢Ses, minimiza o custo do trajecto
<u,v>O0T(v).

Denotemos por Ar, (u) o conjunto dos arcos da drvore dos trajectos no passo k do
algoritmo com inicio no né u. Pretendemos pois determinar outro né v tal que (u,v)e ATk(u) ev
minimiza ¢,y+c(T(v)). Mais uma vez, cada trajecto obtido deste modo & acrescentado ao

conjunto X, E de notar que quando k = 1 o dnico trajecto na drvore é p,, pelo que
(u,v)e ATk(u) se e somente se (u,v)& py, como haviamos exigido.
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Os passos principais do algoritmo acima descrito sdo apresentados resumidamente em
seguida.
Algoritmo 1: Algoritmo baseado na construgdo da drvore dos trajectos
Determinar T,
k0

X« {T(s)}
Enquanto ((k < K) e (X # ¢)) Fazer

k ¢« k+1
Pk ¢ trajecto com menor custo em X

oy < ordem do né desvio, vl&k, de py

X & X - {px}
Para (todo o ue subk(vl(;k,t)) Fazer
Se (A - At () # ¢) Entao

v ¢ no tal que ¢, +c(Ty(v)) é minimo em A - ATk(u)
p ¢ suby(s,u)0<u,v>0T(v)

X « XU{p}
FimSe
FimPara

FimEnquanto

Nas Figuras 5 e 6 encontram-se representadas as drvores de trajectos construidas no final
dos primeiros quatro passos do Algoritmo 1, quando aplicado a rede da Figura 2.

k=1 k=2

Figura 5 - Arvores de trajectos obtidas no final dos passos 1 e 2
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Figura 6 - Arvores de trajectos obtidas no final dos passos 3 e 4

Como referimos, o primeiro trajecto determinado, p;, € o mais curto de s = 1 parat=35,
escolhido quando k = 1. Sendo o seu n6 desvio vi = 1, serfo analisados sucessivamente 0s nds
1,4 e5. A partir do n6 1 apenas podemos escolher o arco (1,2) (uma vez que (1,4) pertence a
p1) € entdo o novo trajecto, q; = <1,2>0T,(2) = <1,2,3,4,5> & acrescentado ao conjunto X. Em
seguida € analisado o né 4, a partir do qual somos levados a escolher o tinico arco possivel,
(4,3), obtendo entfo o trajecto gy = <1,4>0<4,3>0T;(3) = <1,4,3,4,5>. A partirde t = 5 nfio é
gerado qualquer trajecto, dado ndo existirem arcos com infcio neste né. No final deste passo a
drvore determinada contém os trajectos py, q; € gg, € X = {q;,9,}. No passo seguinte k=2 e
p, € 0 trajecto mais curto em X, isto é, p, = €1,4,3,4,5>, cujo né desvio & V% = 4, Depois de
analisado o né 4 ¢ analisado o nd 3, a partir do qual podemos escolher <3,2>0T(2) ou €3,5>,
com custos 3 ou 1, respectivamente. Uma vez que o mais curto entre estes é 3,52, 0 novo
trajecto serd <1,4,3,5>. O algoritmo continua do mesmo modo até serem escolhidos K trajectos
em X. Para K = 4 sfio ainda realizados dois passos do algoritmo, para k = 3 e k = 4,
representados, como se referiu, na Figura 6. Quando k = 3, € escolhido p; = <1,2,3,4,5>, a
partir do qual sdo acrescentados a X os trajectos <1,2,5>, €1,2,3,5> ¢ <1,2,3,4,3,4,5>.
Analogamente, para k = 4 é escolhido p; = €1,4,3,5>, a partir do qual é acrescentado a X um
tnico trajecto, <1,4,3,2,3,4,5>.

4.2.3 O algoritmo MPS

O algoritmo que apresentamos nesta subsec¢do, também ele novo, combina o algoritmo
anterior com uma substitui¢do do custo dos arcos e uma diferente representacio da rede (N,A).
O objectivo desta combinagiio € construir exactamente a mesma drvore obtida com o algoritmo
da subsec¢do anterior, mas fazé-lo de forma mais eficiente. Para obter mais pormenores acerca
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deste algoritmo sugerimos a consulta de [6] ou [11]. Na ultima destas referéncias nao sé se
aborda todo o algoritmo mas também a forma utilizada para representagio de (N,A); na primeira

pode ver-se mais pormenorizadamente a substituigio de custos que € realizada.

Custos reduzidos

Voltemos a considerar uma drvore dos trajectos mais curtos de todos os nds para t, T, e
dado ue N denotemos por n‘tl o custo do trajecto de u para t na drvore Ty. Com base em T;
associemos a cada (i,j)€ A o respectivo custo reduzido, definido por Ty = n]t- - nti + Cij.
Utilizando estes valores definimos custo reduzido de um trajecto, de modo andlogo ao custo de
um trajecto, por (p) = Z Cij-

Y

A Figura 7 representa a rede (N,A) da Figura 2, associando-se a cada arco o respectivo
custo reduzido. Sendo p = <1,2,5> um trajecto de 1 para 5 em (N,A), de acordo com a
defini¢io apresentada, o custo reduzido de p € T(p) =T, + Cp5 = 3.

Figura 7 - Rede (N,A) com custos reduzidos

E possivel demonstrar que € indiferente enumerar trajectos quer utilizando os respectivos

custos quer os custos reduzidos, o que & feito seguidamente, no Lema 1 e no Teorema 7.

Lema 1 Seja p um trajecto qualquer de P e p; um trajecto mais curto, também elemento de P.
Entdo ¢(p) = ¢(p) - c(py)-
Demonstragdo: Sejap = v, =s,..., vp = t>€P, ento
_ - t b, _t t t t
C(p) = 2 C ij ZZ (TCJ - T +Cij) = sz - nV1 +CV1V2 +TCV3 - TCV2+ CV2V3 + ... +
p p
+my, -t —C()+Tct-Tl:t
Ve Tvg g T O vp =CP t = T
Sendo p; um trajecto mais curto em P, c(p) = Tcg - nt, e entdo T(p) = c(p) - ¢(p;), como
pretendiamos mostrar. ¢
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Teorema 7 Sejam p e q dois trajectos quaisquer de P. Entfo:
1. ©(p) =c(q) se e somente se c¢(p) = c(q);

2. €(p) <¢(q) se e somente se c(p) < c(q).
Demonstragao: As demonstragdes dos pontos I e 2 sdo andlogas, pelo que apresentaremos
apenas a demonstracdo de 1.
Consideremos pois dois trajectos p,qe P; entdo, pelo Lema 1, ©(p) = €(q) se e somente se

¢(p) - c(py) = ¢(q) - c(py) € c(p) - c(py) = c(q) - ¢(py) 0 que ocorre se e 86 se c(p) = ¢(g), como
querfamos demonstrar. ¢

Deste modo, € possivel enumerar trajectos, quer pelos seus custos quer pelos seus custos
reduzidos, pelo que € também possivel aplicar o algoritmo anterior & rede (N,A) realizando a
substitui¢io Cyj = 7t§ - n} + ¢jj, para todos os arcos (i,j)e A. De facto, assim continuamos a
determinar os K trajectos com menor custo reduzido, e consequentemente os K trajectos com
menor custo. Mas, qual a utilidade deste procedimento? Isto &, existird alguma vantagem na
utilizagdo de custos reduzidos em vez da utilizagdo dos custos usuais de cada um dos arcos?
Para responder a esta questdo comecemos por notar que os custos reduzidos verificam algumas

propriedades importantes, que enunciamos ¢ demonstramos no Teorema 8,

Teorema 8 Seja Tj; = njt - nit + ¢jj 0 custo reduzido associado a Ty, para todo o (i,j)€ A. Entéo:
1. ¢j;20, para todo o (i,j)e A;
2. ©;=0, para todo o (ij)e ANT,.
Demonstragao:
1. Seja (i,j)e A e sejam T\(i) e T(j), respectivamente, trajectos mais curtos de i para t
e de j para t em (N,A) (e simultaneamente na drvore Ty). Ento, sendo <i,j>0T(j)
também um trajecto de i para t, c(<i,j20T((j) = c;j + n} 2 n% = c(T(i)), e portanto
é‘ijzn}-nit+cij20.
2. Consideremos agora que € dado (i,j)e A, pertencente também a T,. Entdo
<i,j>0T () = Ty(i) e oy + mj = mj, logo T35 = 0. ¢
Como consequéncia deste Teorema temos imediatamente o seguinte resultado.

Corolario 8.1 Seja p um trajecto qualquer pertencente a Ty; entdo ¢(p) = 0.

Com base neste Coroldrio podemos responder a questdo que atrds foi colocada. De facto,
no algoritmo apresentado na subsecgo anterior, dado um né u do k-ésimo trajecto mais curto
necessario encontrar um né v tal que (u,v)e A-Ar, (u) e que minimize c,,+c(Ty(v)). Utilizando
custos reduzidos em substituigio dos custos usuais, isto é 0 mesmo que minimizar
Cyy + T(Ty(v)). Como Ty(v) € um trajecto de Ty, entdo c(Ty(v)) = 0, bastando portanto
encontrar v tal que (u,v)e A-Ar, (u) que minimize T\;,. Podemos entéo concluir que a utilizagao
dos custos reduzidos dos arcos da rede no Algoritmo 1 simplifica realmente a determinagio de
cada nd v neste algoritmo,
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Representacao da rede na sorted forward star form
Como vimos, em cada passo do algoritmo sio analisados todos os nés u de py que se

seguem ou coincidem com o seu nd desvio e, para cada u, é necessdrio determinar ve A tal que
(u,v)e A tenha um custo reduzido minimo de entre os sucessores de arcos com inicio em u que
nio se encontrem na 4rvore construfda até a0 momento. Além disso, como se demonstra em
seguida, Tj; representa o custo a acrescentar ao trajecto obtido do trajecto mais curto de i para t,

quando se obriga a que seja utilizado o arco (i,)).
Teorema 9 Seja (i,j)e A e p = <1,j>0T(j); entdo c(p) = Cyj + c(Ty(D).
Demonstracdo: Seja p = <i,j>0T(j), para (i,j)e A. Entdo,

e(p) = ¢ij + o(Ty() = 7 - 7 + Ty + 7 = Ty + 7} = T + (T, (D),

como pretendiamos demonstrar. ®

Podemos deste modo concluir que, ao analisar um né u, € de toda conveniéncia escolher
"mais cedo" sucessores de arcos com inicio em u que tenham um menor custo reduzido. Com
esse objectivo podemos representar (N,A) na sorted forward star form, [6]. Nesta forma, o
conjunto A encontra-se ordenado pelos antecessores dos arcos da rede, e 0s arcos com iguais
antecessores encontram-se ordenados por ordem nio decrescente dos respectivos custos
reduzidos.

Utilizando a sorted forward star form para a rede representada na Figura 7 obteriamos o
conjunto de arcos A = {(1,4),(1,2),(2,3),(2,5),(3,4),(3,5),(3,2),(4,5),(4,3)}.

Considerando (N,A) na sorted forward star form, um né u de py e sendo (u,x) 0 arco de py
com infcio em u, ao analisar u serd escolhido o né v tal que (u,v) é o arco de (N,A)
(representada na sorted forward star form) que se segue a (u,x), se tal existir. O arco (u.v) serd
aquele que tem custo reduzido imediatamente superior, ou eventualmente igual, ao de (u,x).

Algoritmo

Como referimos, o algoritmo MPS segue os passos do Algoritmo 1, utilizando nio sé
custos reduzidos em vez dos custos usuais, mas também a rede (N,A) representada na sorted
forward star form. Os passos principais deste algoritmo sdo apresentados resumidamente em
seguida.

Algoritmo 2: Algoritmo de Martins, Pascoal e Santos (MPS)
Determinar T,
Para (todo o (i,j)e A) Fazer ¢ ij < n} - nit +
Colocar (N,A) na sorted forward star form
k<0
X ¢ {Ty(s)}
Enquanto ((k < K) e (X # ¢)) Fazer
k « k+1
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pk < trajecto com menor custo reduzido em X
. k
oy ¢ ordem do né desvio, vy, , de px

X X - {px}
Para (todo o ue subk(vl&k,t)) Fazer
v < n6 tal que (u,v) é 0 arco que se segue ao arco com inicio em u de py
Se (v estd definido) Entao
p < suby(s,u)0<u,v>0T(v)

X « XU{p}
FimSe
FimPara
FimEnquanto

A drvore obtida com este algoritmo coincide, como foi referido, com a que ¢ obtida pelo
Algoritmo 1, sendo no entanto construida de forma mais eficiente.

5. A Enumeracao de Caminhos

Podendo o Problema dos K Caminhos mais Curtos ser considerado um subproblema do
Problema dos K Trajectos mais Curtos, poderfamos também ser levados a sugerir, para aquele
problema, o tipo de algoritmos e a classificagdo que foi mencionada na sec¢do anterior. No
entanto, os problemas sdo suficientemente diferentes para que ndo possa ser feita uma tal
analogia. De facto, como vimos atrds, no problema dos K Caminhos mais Curtos os trajectos
determinados devem restringir-se apenas a caminhos, isto &, a trajectos sem repeti¢io de nés.
Isto reflecte-se, desde logo, nas condi¢Ges em que cada um dos problemas verifica o Principio
de Optimalidade.

Analogamente ao que foi feito na sec¢o 4, p =<s = vlf,. b b= vlfgk> e suby(i,j) denotardo
0 k-ésimo caminho mais curto de s para t ¢ o subcaminho de py do né i para o né j,
respectivamente.
5.1 O Principio de Optimalidade

Como veremos em seguida, ao contrario do que acontece para K = 1 em que podemos
afirmar que o Principio de Optimalidade € satisfeito se (N,A) ndo contiver ciclos negativos,
mesmo sob estas condi¢Oes ndo € possivel garantir o mesmo para K > 1.

Comecemos, como foi feito para trajectos, por considerar o caso K = 1. Sob certas
condigdes podemos garantir, como se demonstra em seguida, que o Problema do Caminho
mais Curto verifica o Principio de Optimalidade.

Teorema 10 Se (N,A) ndo contém ciclos de custo negativo, entdo todos os caminhos mais
curtos de s para t em (N,A), sdo constituidos por subcaminhos mais curtos.

Demonstracao: Sabemos jd (ver seccdo 3) que o Problema do Caminho mais Curto ¢ finito
qualquer que seja a rede considerada. Suponhamos que existe um caminho mais curto de s para
t, p, ¢ que dados u e v, dois nés de p, o subtrajecto sub,(u,v) ndo € Gptimo. Entéo existe um
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caminho qe Py tal que ¢(q) < c(subp(u,v)). A partir da concatenag¢io dos caminhos subp(s,u),
q e subp(v,t) obtemos o trajecto de s parat, q' = subp(s,u)OqOSubp(v,t).

Usando um raciocinio andlogo ao da demonstracdo do Teorema 3, ¢(q") < c(p). Se q' for
um caminho fica demonstrado o pretendido; sendo q' tem nds repetidos. Mas entdo é possivel
retirar os ciclos de (' obtendo-se um caminho, q", tal que, sendo por hipétese ¢(C) 2 0 para
todo o ciclo C de (N,A), o seu custo é ndo superior ao de q', isto é, ¢(q") < c(q) < c(p);
portanto p nfo seria 0 caminho mais curto. ¢

A implicagdo contrdria pode ou ndo ser verdadeira. De facto, na rede representada na Figura
8(a) o ciclo C = <4,3,2,4> tem custo -2. Considerando s = 1 e t = 4 0 caminho mais curto €
<1,2,4> que contém o subcaminho <1,2> de custo 0. No entanto, <1,4,3,2> ¢ também

caminho de 1 para 2 e tem custo menor que 0 anterior.

Figura § - Redes

Usando agora a rede da Figura 8(b), também com um ciclo negativo C = €2,4,2>, o
caminho mais curto de 1 para 4 é <1,3,4>, constituido apenas por subcaminhos 6ptimos.

Assim, uma vez que estamos a considerar somente redes sem ciclos negativos, os
algoritmos de rotulagdo referidos para trajectos podem ser utilizados também para a
determinagio do caminho mais curto.

Para K > 1 diz-se que o Problema dos K Caminhos mais Curtos verifica o Principio de
Optimalidade quando todo o k-ésimo caminho mais curto de s para t em (N,A), ke {1,..., K},

¢ constituido por j-ésimos subcaminhos mais curtos, com je {1,..., k}.

Figura 9 - Rede




82 M. M. Pascoal / A enumeragdo dos k trajectos mais curtos

Como referimos atrds, sendo K > 1, este prinipio pode nfo ser satisfeito. Um exemplo
disto pode ser obtido atendendo a que o caminho mais curto de s = 1 para t = 4 na rede (N,A)
da Figura 9 é p; = <1,4>, enquanto que o segundo ¢ p, = <1,2,4>. No entanto existem em
(N,A) trés caminhos de 1 para 2, nomeadamente ¢ por ordem nio decrescente de custos,
t; = <1,4,2>, t, = <1,4,3,2> e t; = €1,2>. Daqui concluimos que o terceiro caminho mais
curto de 1 para 2 é subcaminho de p,, ou seja, este problema néo verifica o Principio de
Optimalidade.

5.2 Arvore dos K caminhos mais curtos

Sendo um caminho também um trajecto, o conjunto dos caminhos entre s e t em (N,A) é
um subconjunto de P. Assim, K caminhos mais curtos entre dois nés de uma rede formam uma
drvore andloga 4 do problema anterior.

Consideremos novamente a rede representada na Figura 2. A drvore dos seis caminhos
mais curtos de 1 para 5 em (N,A) encontra-se representada na Figura 10,

P2 Ps

Figura 10 - Arvore de caminhos de 1 para 5

Deste modo, € possivel utilizar esta estrutura para a obteng@o de algoritmos que enumeram
os K caminhos mais curtos entre dois nés de uma rede.

5.3 Adaptacao de algoritmos baseados na constru¢io da arvore

Analogamente a0 que foi feito para o Problema dos K Trajectos mais Curtos, 0 nosso
objectivo € desenvolver algoritmos que construam uma drvore que contenha os K caminhos
mais curtos entre dois nés, s e t, de (N,A).

Um algoritmo conhecido para a resolugio do Problema dos K Caminhos mais Curtos, e
que podemos considerar ser baseado na determinag@o da drvore dos caminhos mais curtos, é o
de Yen, [14]. De facto, sendo X um conjunto de candidatos a k-ésimo caminho mais curto, no
passo k é escolhido o caminho mais curto em X, py. A partir deste sdo analisados os nds
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seguintes ou coincidentes com o seu né desvio e sdo gerados novos caminhos que sdo desvios
de py, guardados em seguida no conjunto X. Uma vez que se pretendem determinar somente
caminhos, ao analisar cada né u de py sdo apagados de (N,A) todos os nés e arcos que nio
podem ser repetidos, determinando-se posteriormente o caminho mais curto de u para t, p, na
rede alterada. Deste modo, 0 novo trajecto serd suby(s,u)0p que, pela forma como € calculado,
é também um caminho.
Dois inconvenientes deste algoritmo sdo desde logo a necessidade, em cada um dos seus

passos, de:

o alterar a rede (N,A), altera¢Bes essas a repor posteriormente;

e resolver um Problema do Caminho mais Curto na rede alterada.

E de notar que o Algoritmo 1 pode ser visto como uma generalizagio do algoritmo de Yen,
onde ¢ admitida a determinagfo de trajectos com e sem ciclos.
Tentaremos em seguida adaptar o algoritmo MPS, apresentado na subsec¢io 4.2.3 para a

enumeracio de trajectos, com vista a resolugéo deste problema.

5.3.1 Adaptacao do algoritmo MPS

Como vimos, neste algoritmo comegamos por determinar Ty, a drvore dos trajectos mais
curtos de todos os nés para t, trajectos estes que sdo também caminhos, como foi referido na
subsecgio 3.2. Deste modo determinamos p; = T(s), caminho mais curto de s para t em (N,A).

Ao gerar candidatos a segundo caminho mais curto obtemos, de acordo com o mesmo
algoritmo, trajectos da forma sub(s,u)0<u,v>0T(v). Apesar de quer sub;(s,u) quer <u,v> ¢
T,(v) serem caminhos, facilmente se verifica que a sua concatenagdo pode ndo o ser, isto &,
pode conter ciclos. Para isso basta notar que na rede representada na Figura 9, quer <1,2,4>
quer <4,2,3> sdo caminhos e, no entanto, a sua concatenagio, <1,2,4,2,3>, contém o ciclo
<2,4,2>, pelo que néo é caminho.

Assim, em cada passo do algoritmo ao escolher, p', o trajecto com menor custo reduzido
no conjunto de candidatos a k-ésimos caminhos mais curtos, para ke {2,..., K}, este pode nao
ser um caminho, No entanto, ainda que p' contenha ciclos, dever4 ser analisado uma vez que a
partir dele podem eventualmente vir a ser gerados outros caminhos. Deste modo analisam-se 0s
nés de p' seguintes ou coincidentes com o respectivo né desvio, vy, mas anteriores ao
primeiro né que forma um ciclo (caso contrdrio seriam gerados trajectos que saberfamos a
partida conterem ciclos). Podemos assim reduzir o niimero de trajectos com ciclos determinados
pela adaptagdo do algoritmo MPS. Se o dltimo né analisado for o terminal, entdo podemos
concluir que p' ndo contém ciclos, sendo portanto o k-ésimo caminho mais curto de s para t em
(N,A), para algum ke {1,..., K}.

Além disso, ao analisar um né u de p' escolhendo para v um né de subp'(s,u), sabemos que

obteremos um trajecto com ciclo pelo que vamos evitar fazé-lo. Ou seja, o n6 v escolhido serd
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tal que (u,v) € o arco que se segue ao arco com inicio em u de p' na rede (N,A) representada na
sorted forward star form e tal que ve subp~(s,u).

Os passos principais desta adaptagio encontram-se resumidos no Algoritmo 3.

Com um raciocinio idéntico poderfamos adaptar outros algoritmos para determinago dos K
trajectos mais curtos que se baseiem na construgdo de uma 4rvore que os contém,
nomeadamente o Algoritmo 1 ou o algoritmo de Hoffman, [7].

Algoritmo 3: Adaptagio do algoritmo de Martins, Pascoal e Santos para a enumeragio de
caminhos
Determinar T;
Para (todo o (i,j)e A) Fazer Cjj « 71:JF - nit + Cjj
Colocar (N,A) na sorted forward star form
k0
X « {Ty(s)})
Enquanto ((k < K) e (X = ¢)) Fazer
p' - trajecto com menor custo reduzido em X
o' ¢~ ordem do né desvio, vy, de p'
X X-{p}
Para (todo 0 ue suby, (v, 1) tal que suby(s,u) € um caminho) Fazer
v ¢ no tal que (u,v) € o arco que se segue ao arco com inicio em u de p' e
vé subp'(s,u)
Se (v estd definido) Entao
p ¢ subpy(s,u)0<u,y>0T(v)
X « XU{p}
FimSe
Se (u =t) Entao
kek+1
Px < p'
FimSe
FimPara

FimEnquanto

6. Complexidade e Experiéncia Computacional

De entre os algoritmos referidos para o Problema dos K Trajectos mais Curtos, aquele que
apresenta a melhor complexidade, no pior dos casos, é o de Eppstein, com
O(m+nlogn+KlogK), [11]. Relativamene aos novos algoritmos apresentados, podemos afirmar
que, no pior dos casos, 0 Algoritmo 1 tem uma complexidade de O(Km) (ver [11]), enquanto
que o Algoritmo 2 tem complexidade de O(Kn+m) (ver também [11]). Relativamente ao
algoritmo de Yen podemos afirmar que, no pior dos casos, sdo resolvidos Kn problemas do
caminho mais curto.
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Quanto 4 adaptagdo do algoritmo MPS para o Problema dos K Caminhos mais Curtos, uma
vez que em geral ndo conhecemos, & partida, um limite superior para o nimero de trajectos que
é necessdrio determinar neste algoritmo, ndo foi possivel estabelecer uma ordem de
complexidade polinomial. No entanto, testes computacionais efectuados t€m revelado um bom
comportamento deste algoritmo na resolugéio de problemas.

Alguns dos algoritmos, quer para trajectos quer para caminhos, foram testados
computacionalmente. Os resultados podem ver-se em [9,10,11]. Dos testes efectuados
concluiu-se que o algoritmo MS parece ser o mais eficiente para a enumeragio de trajectos,
enquanto que o algoritmo MPS se mostrou bastante eficiente relativamente a enumeragao de
caminhos. Um estudo computacional mais completo serd assunto de um futuro trabalho.
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Abstract

Several resolution methods for the "economic lot sizing", as presented by Wagner and Whitin [15], are
described and compared, Their applicability supports discontinuous production processes, frequently found for
instance in the chemical industry and useful in other areas. The underlying calculation efficiency, which is made
clear, results from the mathematical structure of the problem and is characterized by its speed, although this
feature is not readily generalizable, Therefore, this descriptive analysis focuses a problem that is able to become a
building element for other, more complex problems, which keeps granting it intense research activity.

Resumo

Perspectivam-se diferentes formas de resolugdo de um problema que mantém actualidade, o dimensionamento
éptimo de lotes ("economic lot sizing"), tal como desenvolvido por Wagner ¢ Whitin [15], procedendo-se
também a uma sua avaliagdo comparativa. A aplicabilidade directa desta ferramenta & evidente quanto aos
processos de produgdo descontinuos, com abundantes concretizagdes, por exemplo na inddstria quimica, mas a
sua utilidade ultrapassa aquele contexto. Evidencia-se a eficiéncia de resolugfo, decorrente das propriedades da
estrutura matemética do problema e caracterizada por grande rapidez de célculo, mas esta qualidade revela-se
insusceptivel de uma generalizagdo directa. Daf, esta andlise descritiva focalizar um problema que persiste
atractivo para se constituit como elemento componente de outros problemas, mais complexos, e mantendo-se,
como tal, sujeiro a inimera investigagfo.

Keywords
Economic lot sizing, Mixed Integer Linear Programming, reformulations, dual ascend method, dynamic
programming.

O interesse pela estrutura matemadtica do problema cldssico de dimensionamento de lotes
deriva do facto de, devido a serem pouco numerosas as solu¢bes que admite [15], o algoritmo
de resolugdo utilizado poder atingir o ponto éptimo com notdvel eficiéncia. Neste problema,
observa-se que as varidveis bindrias de decisio existentes condicionam de tal maneiras as
varigveis continuas de produgio que estas assumem, de forma exclusiva,
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- um valor nulo; ou
- um valor (dum conjunto discreto) correspondente ao somatdrio das procuras em
sucessivos periodos

Complementarmente, as varidveis continuas referentes as quantidades armazenadas também
apresentam um conjunto limitado de valores discretos possiveis. ‘

Esta caracteristica evoca a Programacfo Linear, cuja resolugdo através do algoritmo do
simplex de Dantzig se torna bastante eficiente, visto que este apenas calcula pontos extremos do
espago de procura (vértices) para encontrar o 6ptimo do problema (eventualmente associado a
solugBes multiplas). A citada propriedade revela-se crucial, decisivamente vantajosa para a
determinag¢io da solugdo deste tipo de problemas de Programacio Linear Mista, e deriva duma
simples transformagio - reformulagio ou redefini¢do de varidveis.

Ap6s a citada transformagdo matemitica, a relaxago linear das restri¢cdes de integralidade
nas varidveis decisdrias resulta exacta e dptima (como se verd adiante), pois que, se as varidveis
continuas [de producdo e posse (i. é, armazenagem, entre outros)] se situarem sobre um dos
limites, inferior ou superior, precisamente o mesmo acontecerd as varidveis discretas relaxadas:
situar-se-a0 no seu limite inferior (zero) ou no seu limite superior (um).

Dado que a situacdo Optima assim obtida, mediante transformag¢io, apresenta resultados
precisamente sobre a fronteira dos valores admissiveis para as varidveis bindrias relaxadas, o
respectivo problema dual definird, necessariamente, uma solu¢io 6ptima com valor nulo nas
varidveis de folga ("slack") das restrigdes duais correspondentes. Logo, o conhecimento dest
facto possibilita uma estratégia de resolucdo através do problema dual, evitando-se o
inconveniente de métodos ditos enumerativos, nos quais se inclui o algoritmo do branch-and-
bound.

Considerar-se-4, ainda, a resolugfo através de Programag¢io Dindmica, como problema de
rota minima, dado que o problema foi primeiramente resolvido de forma eficiente por Wagner e
Whitin utilizando uma via afim para o problema de "economic lot sizing" (dimensionamento
6ptimo de lotes de produgio).

Para uma melhor apreciagio das principais caracteristicas diferenciadoras das vdrias
estratégias de resolugdo do problema em andlise, inclui-se um exemplo numérico simples, a
titulo ilustrativo.

Enquadramento do problema

A peculiaridade do problema de "economic lot sizing" nfio cessa de suscitar o interesse dos
investigadores, pois ndo s ele constitui o suporte para a construcido de modelos cada vez mais
complexos, como também tem sido proficua a investigagdo para melhorar quer a sua
aplicabilidade a diferentes problemas, quer a sua eficdcia em diferentes situagdes.

Van Hoesel e Wagelmans [14] publicaram um algoritmo para resolu¢éo do problema de

"economic lot sizing", considerando custos de produgéo cOncavos e limites definidos e
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constantes para as capacidades utilizadas. Mantendo a forma linear para os custos de posse, os.
autores demonstram que o seu algoritmo resolve o descrito problema num tempo de O(T3).

Wolsey [16] apresenta uma resenha actualizada dos progressos efectuados no ambito do
problema de "economic lot sizing", como sejam a sua aplica¢@o a problemas multiproduto e
recentes avangos nos métodos utilizados para a sua resolugfo.

Sahinidis e Grossmann [12,13] reformulam os seus modelos de planeamento ("planning")
e calendarizagdo ("scheduling") aplicdveis a processos quimicos e representdveis como
problemas de Programagio Linear Mista, reconhecendo substruturas mateméticas do problema
de "economic lot sizing" como componentes da sua estrutura e reformulando-as a contento.

Karanicolas [4], na andlise da localizagdo multiperfodo de unidades de produgdo, com ou
sem restri¢bes de capacidade, desenvolve um algoritmo que, através duma relaxacgio
lagrangeana, procede a uma decomposi¢do do problema inicial em multiplos problemas
independentes de ELS, que dependem dum problema mestre de Programagdo Linear Mista,

Gopalakrishnan et al. [2] consideram o problema de "economic lot sizing" capacitado, bem
como a produg@o de miltiplos produtos associada aos respectivos custos de preparagio ou
mudanga ("setup carryover”). E utilizado um método de decomposigio que procura tirar partido
da resolucdo eficiente caracteristica do "economic lot sizing", para assim resolver até 2
optimalidade um problema de elevada complexidade.

Gunasekaran et al. [3] utilizam a estrutura matemadtica analisada neste trabalho para
determinar os niveis Optimos dos pardmetros de qualidade e produtividade associados ao
dimensionamento dos processos "batch", bem como para optimizar o investimento em

operagdes de controlo de producéo.

A formulagao classica
O modelo clédssico de Economic Lot Size (ELS) visa minimizar o custo total associado a
satisfacdo da procura ao longo do horizonte temporal, considerando custos fixos - de
aprontamento - e custos varidveis, dependendo dos niveis de produgdo e posse. Os dados do
problema, necessariamente conhecidos para cada um dos T periodos de tempo (t = 1,..., T),
serdo:
p¢ - custo (marginal) unitdrio de produgio
h; - custo (marginal) unitdrio de posse (hold)
f; - custo fixo de aprontamento ("steup") de cada unidade de produgio
d; - quantidade de produto procurada (demand)
Os referidos custos correspondem, respectivamente, 4s seguintes varidveis:
X - quantidade produzida
st - quantidade de produto em armazém (stock)
y; - decis@o bindria quanto a produgdo (0, ndo; 1, sim)
No caso particular em que se considerem valores constantes para os diversos parimetros do
problema, este reduz-se ao problema da Quantidade Optima de Encomenda ("Economic Order
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Quantity", EOQ). As conhecidas "férmulas da raiz quadrada", para estimativa da quantidade,
Q* =+2d f/h, ou tempo, t* = 2f/dh, 6ptimos, serfio vilidas apenas sob essa presungio.
Duma forma mais geral e logo que os dados do problema variem - por exemplo, por
actualizag@o financeira dos diversos custos -, teremos, obviamente, de recorrer a abordagens
diferentes. Nomeadamente, através da Programacg8o Linear Mista, este problema de "economic
lot sizing" pode formular-se num modelo como o que designdmos por ELS.

Modelo ELS:

T
[min] z = 2 (pex¢ + hysy + fy) (M
t=1

sujeito a, para t= 1..T,

St_] +Xt=dt+st (13)

X = Wy (1b)
T

W=D, 4 (o)
i=t

SO = ST = O (1d)

X 8¢ 20 yi€ {0; 1} (Le,f)

O probema apresenta uma fung@o objectivo cOncava, porquanto, para cada periodo o custo
sera:
(i) lincar, quando apenas se incorrer em custos de armazenagem;
(ii) linear acrescido de uma parte fixa, quando considerarmos também a produgio.
Consequentemente, obtém-se, segundo Nemhause [8], uma solugio tipica do problema de
"minimum spanning tree", com dois aspectos caracteristicos: no ponto Gptimo, sempre que hd
produgdo, produz-se em quantidade suficiente para satisfazer a procura num nimero inteiro de
periodos contiguos subsequentes; e em algum perfodo produzir-se-4 apenas parcialmente,
complementando-se a quantidade procurada com o produto existente em armazém. Assim, é
possivel verificar que a politica de custo minimo conduz a soluges caracteristicas, em que a
produgéo, x; (em cada perfodo, t = 1..T), corresponderd a um dos elementos do conjunto X,

(com T - t + 2 elementos), conforme Eq. (2).

T t
xt={o; dg dtdg g5y, dip=30; Y dj, t' = .. T )

i=t i=t
Sédo apresentados, para as diferentes formas de resolucdo equacionadas, os resultados de
um caso ilustrativo para o qual, na Tabela 1, se listam os dados necessdrios
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Perfodo, C.2de produgao, clqe armazenagem, C.2 fixo, Quant.procurada,
1 12 3 72 41
2 10 5 95 23
3 15 2 61 35
4 11 2 84 30
5 11 3 50 21

Tabela 1 - Dados do caso ilustrativo, com 5 perfodos de tempo
Nomeadamente, para o modelo ELS, consubstanciam-se na Figura 1 os resultados
correspondentes.

N
—_
"
oo
——e Y m
(8]
—
[ e S

1 == 0=~ 2 35— 3 -~ -0--- 4 21— b
| | | A |
41 23 35 30 21

Figura 1 - Diagrama da solugéo do caso ilustrativo segundo o modelo ELS

Desagregacio de varidveis

Uma altermativa possivel a apresentacio cldssica anteriormente descrita é a de formular o
problema de maneira a desagregar cada varidvel de produgio segundo o periodo a que é
destinada [5], ou seja, definindo-se umanova varidvel, qi;, que corresponde & quantidade
produzida no perfodo t destinada a ser consumida no periodo 7.

Assim, o modelo Desagregado, composto pelas Egs. (3), constitui uma diferente
perspectiva do problema de "economic lot sizing", forma esta que revelard também
caracteristicas préprias: o resultado determinado a partir da respectiva relaxa¢do linear
corresponde 2 solugdo inteira dptima. Logo, caso se utilize o algoritmo de branch-and-bound,
apenas se necessitard de calcular o nd inicial, pois teremos obtido imediatamente a solugdo do
problema.

Modelo Desagregado:

T [T T T
[min] z = Z [2 [p#Z ht‘}litﬂ?tcht]’f 2 fiyy 3)
t=1

t=1 L=l t=1
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sujeito a, patat=1..T:

T
2 i = dy (3a)
i=1
qi; < dyyy (3b)
;20 y {0; 1} (3c)

O significado (em termos econdémicos) dos pardmetros py, h, f;, d; e das varidveis y €
idéntico ao referido no modelo ELS, ou seja, ambos os modelos utilizam o mesmo conjunto de
dados e, correspondentemente, apresentam similares decisdes. O resultado obtido através do
modelo Desagregado ilustra-se na Figura 2.

41 23} 35 30| 2

4| 23 ¥ a5 30 Y

Figura 2 - Diagrama da solugfio do caso ilustrativo segundo o modelo Desagregado

A reformulagao de Martin

Esta reformulagdo do modelo ELS € efectuada através da introdugio de novas varidveis
continuas, A, que representam a produgdo num dado periodo t, de maneira a satisfazer
cumulativamente a procura do produto até ao periodo T. Esta nova perspectiva do problema em
andlise visa utilizar eficazmente o conhecimento das caracteristicas da respectiva solugdo, pois
verifica-se que a produgdo Optima corresponde a quantidades produzidas de forma a satisfazer
integralmente a procura em periodos de tempo consecutivos.

A reformulag@o deste problema de "economic lot sizing", apresenta juntamente com outros
tipos de reformulagGes por Martin [6], consiste essencialmente no modelo ELS acrescido das
novas varidveis de produgdo cumulativa, Ay, associando-se também os constrangimentos

respectivos.

Modelo Reformulado:

T
[min] z = Y, (pex; + hys; + fiy) (4)
=1

sujeito a, pata t = 1..T,

S.1 + Xg =d¢ + 5 (4a)
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Xy < Cyryy (4b)

Mz < Cieyy (4c)
T

Cre =2, d; (4d)
i=t

Xt 2 }thc (46)

t

2 }\uct 2 Clt (4f)

1=1

Sp=s7=0 (4g)

Xts St }“t"C 20 Y€ {07 1} (4h:1)

O modelo Reformulado apresenta a propriedade de relaxagdo linear inteira Optima,
similarmente ao modelo Desagregado. Ou seja: quando se utiliza o algoritmo de branch-and-
bound na resolugdo do problema de Programagio Linear Mista que o modelo Reformulado
constitui, observa-se uma optimizag¢io imediata, logo ao primeiro né de procura, de igual forma
a0 que sucede para o modelo Desagregado.

Esta propriedade tipica apenas se afigura possivel devido a existéncia de uma situacdo de
equivaléncia entre o conjunto das solugdes possiveis de ambos os referidos modelos com o
modelo original (ELS).

A Figura 3 mostra a solugfo do caso ilustrativo pelo modelo Reformulado.

41 68 51

41 23 35 30 21

Figura 3 - Diagrama da solugéo do caso ilustrativo segundo o modelo Reformulado

Um método ascendente dual

Nas formulagdes referentes aos modelos Desagregado ¢ Reformulado, consegue-se a
optimalidade da relaxago linear de ambas as reformula¢des do mesmo problema ELS de
Programacgdo Linear Mista, com obten¢do de valores inteiros (zero ou um) para as varidveis de
decisfo relaxadas, y;. De forma sintética, verifica-se que, relaxando os constrangimentos de
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integralidade destas varidveis, mediante substitui¢io do conjunto de valores {0; 1} pelo
intervalo [0; 1], o valor 6ptimo das varidveis em andlise se situard precisamente num dos pontos
extremos. Consequentemente, as varidveis de folga ("slack") das restrigdes do problema dual,
correspondentes as varidveis de decisdo bindria do problema primal, apresentardo valores
nulos, o que representa uma das principais caracterfsticas da soluc¢@o da relaxagio linear do
problema de Programag#o Linear Mista.

Atendendo a esta especificidade, Erlenkotter [1] e, independentemente, Krarup e Bilde (5],
desenvolveram um procedimento dual para a resolugdo do modelo Desagregado, equivalente ao
problema de "economic lot sizing" em questio.

A formulag@o dual obtém-se da correspondente formulagdo primal, tendo agora como seu
objectivo o de maximizar uma fungfo soma constituida por parcelas cujos coeficientes sdo os
coeficientes independentes, d;, do problema primal. A matriz de coeficientes das restrigdes
obtém-se da transposi¢do da respectiva matriz do problema inicial e os termos independentes
serdo formados pelos coeficientes ¢y da fungo objectivo primal:

f-1
Cit=Pi+hi+hi+1+~-+ht-1=Pi+Z hy (5)

t'=i
Assim, da dualiza¢do do modelo Desagregado obtem-se 0 modelo Dual.
Modelo Dual:

T
[max] z =, updy (6)
k=1

sujeito a, patat=1..Tek = 1..T

T
S dewy <1 (6a)
k=t
Uk - Wik S Crk (6b)
Wi 20 u 20 (6¢,d)

Este modelo (dual) possibilita um método de resolugéo bastante eficiente, pois os valores
duais, calculados a tftulo definitivo num dado perfodo de tempo, sero utilizados para obtengao
dos valores correspondentes ao perfodo seguinte, e assim ascendentemente até ao perfodo final
(procedimento dual). De seguida, aplica-se um método de leitura dos valores assim
determinados (procedimento primal), retrocedendo nos tempos, de forma converter aqueles
valores duais nos respectivos valores primais,
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Algoritmo ascendente dual:

Procedimento Dual

1) Inicializa, fazendo

Zgya =0
k=1
Stt=ft t=1..T

2) Calcular, sequencialmente, parak =1..Tet=1.k

= m Stk
Uy = mtm Ctktg,

wik = max(0; uy - cy)
St k+1 = Stk - Wik
Zgnal = Zdual + dic Uy

3) Se k < t, entdo fazer k := k+1 e voltar a0 passo 2); sendo ir para o passo 4).

Procedimento Primal

4) Inicializa, colocando

=T
j=T+1
x=0 y=0
5) Se Sj = 0, entdo
yp=1
Xk = d, k=t.j-1
j=t

6) Se t > 1, entdo fazer t ;= t - 1 e voltar ao passo 3); sendo, terminar
procedimento.

Similares procedimentos t€m sido aplicados exaustivamente por Rajagopalan {9,10,11],
respectivamente, em problemas de expansdo de capacidades sujeitos a determinados
condicionamentos, como a deterioragdo de equipamentos, a escolha de tecnologias, ou supondo
expansdes discretas de capacidades, tal como referido na bibliografia.
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Programaciao Dindmica por rota minima

Como j4 referido, o problema de determinar a dimensdo dptima de lotes foi desenvolvido
por Wagner e Whitin [15], através da Programagdo Dindmica, por desenvolvimento duma
formulag@o de fluxos em rede. Assim, uma formulagdo equivalente & de Programacéo Linear
Mista para o problema de "economic lot sizing" serd a de o considerar como um problema de
rota minima ("shortest route"), onde:

N0s - representam a producao acumulada até cada um dos periodos de tempo;
Arcos - representam as decisdes, as quais se associa 0 respectivo custo.

O conjunto dos nds e arcos considerados corresponde a todos 0s percursos possiveis, que
constituem um conjunto necessariamente limitado, pois as varidveis continuas (quantidades
produzidas e quantidades armazenadas) apenas poderdo assumir um ndmero limitado de
valores, como se observou anteriormente.

As principais condigdes a observar na reformulagéo do problema de Programagio Linear
Mista (que o ELS constitui) como um problema de defini¢do de percurso a custo minimo
envolvem a precaugdo de que ndo sejam nem criadas novas solu¢des nem negligenciada
qualquer solugdo do problema original. Por conseguinte, o método de resolugdo adoptado
envolve trés etapas diferentes - correspondendo as duas primeiras & construgio do espago de
procura (nds e arestas), enquanto a terceira determinard o percurso de custo minimo:

i) Defini¢do de todo e qualquer n6 associado as diferentes hipéteses "Gptimas" de
produgdo em cada periodo, cujos valores se resumem a valores acumulados da

procura de produto ao longo do tempo, como se verificou oportunamente;

et o
23
| -

Determina¢do dos custos associados a cada um dos possieis arcos, a partir dos
valores unitdrios dos custos varidveis e das quantidades produzidas e
armazenadas em cada perfodo; dever-se-4 também associar o respectivo custo fixo

sempre que se verifique efectiva produg@o num dado perfodo de tempo.

pte
N’

2
(=N

Determinagio do percurso que incorre no minimo custo global ("rota minima"),
utilizando o algoritmo de Dijkstra, por exemplo.

Algumas caracteristicas passiveis de implementagio directa através deste método de
resolucdo, no sentido de uma aproximag¢do maior i realidade, traduzem-se num aumento da
complexidade do problema, como por exemplo:

* Imposig¢io de limites de capacidades as diferentes unidades, sejam de produgio ou
armazenagem;

¢ Poderem, em cada unidade de produgdo, ser fabricados diversos produtos, os quais
estardo interligados por custos comuns de producdo (opera¢do, manutencio),
custos de mudanga ("changeover"), considerando-se também a eventualidade de
compartilharem recursos limitados.
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Graficamente, para o exemplo ilustrativo adoptado, obtém-se o "percurso” de rota minima
da Figura 4.

Figura 4 - Grafo produgdes-tempo do caso ilustrativo

Comparagao dos métodos de resolugao

Os elementos caracteristicos, relativamente a cada método de resolugio, apresentam-se
condensados na Tabela 2, permitindo assim uma visao englobante.

Modelo/Modelo N° de variaveis N° de restricoes
ELS 37T 2T
Desagregado T(T+3)/2 T(T+3)/2
Reformulado T(T+7)/2 T(T+4)
Dual T(T+3)/2 T(T+3)/2
RouMpme | 1+ TTD | T
(nés) (arcos)

Tabela 2 - Elementos caracterizadores dos modelos e métodos utilizados na resolugio do

problema de "economic lot sizing"

Através da resolug@o de um niimero elevado de problemas, com dimensdes variadas (pois
se equacionaram diversos horizontes de planeamento), possibilitou-se a comparagdo dos
correspondentes tempos de resolugdo, niimero de ietar¢des e espago de memoria necessarios.
Os resultados foram obtidos num computador DEC 7620, em ambiente Open VMS, e

sintetizam-se, quanto a tempos de resolugdo e a espago de memdria, respectivamente, nos
graficos da Figura 5 e da Figura 6.
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Figura 5 - Tempo de célculo (CPU) resultante dos varios modelos, em funcgdo do nimero de
perfodos considerado

Os modelos ELS, Reformulado e Desagregado foram resolvidos através duma rotina da
biblioteca matemdtica NAG (1991), direccionada para resolugio de problemas de Programagéo
Linear Mista, a rotina HO2BBF (Mark 14, 1991), que utiliza um método "branch-and-bound"
eral, ou seja, sem recurso a técnicas de pré-processamento, nem sendo especificamente para os
modelos em andlise.

Nos modelos ELS, mesmo quando considerdmos problemas de igual dimensio em ndmero
de periodos, o tempo de resolugdo mostrou-se irregular (desde alguns segundos até varios
minutos) ou mesmo limitante (ndo-resolugdo por excesso de tempo), tal como irregular se
mostrou o nimero de iteragSes. Por conseguinte, observou-se uma notéria sensibilidade aos
dados do problema, sendo o tempo de reoslu¢io tipico o mais alto dos métodos estudados. A
dimensdo da memdria exigivel é relativamente grande, dado o espaco de trabalho necessério ao
funcionamento da rotina citada.

O modelo Desagregado necessita de muito maior espago de meméria, a qual aumenta com o
quadrado do nimero de varigveis (e este com o quadrado do ndmero de periodos). No entanto,
o cdlculo processa-se rapidamente, j4 que apenas se pesquisa o primeiro né da drvore do
branch-and-bound, devido a optimalidade da relaxag#o linear caracteristica deste modelo,

O modelo Reformulado, similarmente ao anterior, também resolve ao né inicial da 4drvore,
mas exige o maior espago de memodria, pois apresenta o maior nimero de varidveis e de
restri¢des (seneivelmente o dobro das do Modelo Desagregado). O tempo gasto & ligeiramente
maior que o deste dltimo, mas, comparativamente, muito inferior ao do ELS. Estes métodos,
Reformulado e Desagregado, resolvem um s6 problema de Programagio Linear (o do "primeiro
né"), pelo que apenas se utiliza uma pequena parte do espago de meméria automaticamente
reservado.
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Figura 6 - Meméria ocupada pelos vérios modelos, em fungfio do nidmero de periodos
considerado

O algoritmo ascendente dual, correspondente a formula¢do dual complementar ao Modelo
Desagregado do problema "economic lot sizing" em estudo, foi desenvolvido em Froten 77,
conforme jd descrito. Este método de natureza dual - ndo-iterativo e exacto - revela-se bastante
rapido, mesmo para problemas com horizonte temporal da ordem das centenas, e necessita de
espago de memoria apenas para as varidveis do problema. E, pois, pouco exigente em termos
computacionais e de f4cil implementagdo.

Finalmente, também em Fortran 77, desenvolveu-se um método de resolugdo através da
Programagio Dindmica, que incluiu o algoritmo de Dijkstra para definir a rota minima. Este
método, ndo tdo rdpido como o Dual dada a ndo-especificidade do algoritmo utilizado, também
ocupa um espago de memdria relativamente diminuto e suplanta, nos aspectos rapidez e espago
de trabalho, os modelos que recorrem ao branch-and-bound.

Para cada um destes métodos alternativos, ndo s6 se utilizou um variado nimero de
periodos do tempo, como se diversificou a relagdo de valor entre os diferentes custos: fixo, de
produgio e armazenagem. Sendo considerados 9 valores diferentes (varrimento logaritmico
decimal da gama -4 a +4) para cada um dos 4 parAmetros do problemas, foram equacionados 9*
(i. &, 6561) problemas diferentes, através de cada um dos métodos de resolugio ja descritos. Os
modelos ou métodos aqui apresentados encontram-se com maior detalhe e pormenorizadamente
discriminados em Miranda [7].

Dada a elevada eficiéncia observada nos métodos exactos aqui analisados, nfo se achou
necessdrio rever outros métodos, como os heurfsticos, obviamente baseados em cédlculos
aproximados e afectados, nomeadamente, pelo nimero crescente de periodos do tempo a

considerar.
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Conclusoes

A partir de vdrios métodos de resolugdo do problema de "economic lot sizing",
perspectivam-se os niveis de efici€ncia e robustez daqueles métodos através de uma andlise
comparativa, definindo-se mais rigorosamente as suas caracteristicas.

Analisam-se as vérias formulagdes-tipo do modelo, com nidmeros préprios de varidveis
discretas e continuas, bem como de constrangimentos, que lhes induzem caracteristicas
especificas, através da apresentacdo de um caso numérico ilustrativo. Desta maneira,
complementa-se a apresentagio das diferentes formulactes e métodos de resolugio aplicdveis ao
problema de Programag@o Linear Mista em estudo, com uma andlise comparativa entre si,
permitindo uma melhor compreensdo dos pontos cruciais para a sua resolug¢dio numérica
eficiente,

Também, ficou bem patente a importincia que uma simples reformulagdo ou redefini¢do das
varidveis do problema poder4 ter na melhoria do cdlculo de optimizagao, especialmente no caso
de problemas de Programagdo Linear Mista - como este que se analisou -, cuja resolugio
apresenta regularmente um elevado grau de dificuldade.

Dos diferentes métodos de resolugio equacionados, comprova-se a qualidade das diversas
reformula¢Ges, porquanto, tomando como ponto de referéncia o problema de "economic lot
sizing" modelizando através da Programacédo Linear Mista, verifica-se que todas as outras
modelizacdes lhe sdo manifestamente superiores.

Em termos de desenvolvimento futuros, algumas generalizacdes passiveis de discussio
associam-se como:

e Maximizag¢do de lucros como objectivo ltimo;
 Custos, de produgdo ou posse, ndo proporcionais as quantidades;
* Procuras ou vendas como fung¢o do prego considerado.
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Abstract

The nonlinear least squares problem is of practical importance specially in curve fitting and parameter
estimation. This problem can be solved either by general optimization methods or by specialized algorithms
which take into account its structure. If this is explored more efficient algorithms can be developed.

The purpose of this paper is to survey for methods to be used for the solution of nonlinear least squares
problems and to study their local convergence rate,

The iterative solution of the normal equations defines the Newton's method. To save detivative and
arithmetic calculations Gauss-Newton, Levenberg-Marquardt and Quasi-Newton structured algorithms have been
proposed. In order to simplify the calculus, to improve the conditioning and to maintain good local convergence
properties, as the Newton's method, a vatiety of implementations are available at present.

Resumo

O problema que consiste em minimizar uma soma de quadrados de fun¢des ndo lineares tem grande
importancia prética, principalmente no campo do ajuste de curvas e da estimativa de pardmetros. Este problema €
soluciondvel quer pelo uso de algoritmos genéricos de optimizagdo, quer através de algoritmos especializados que
tém com consideragdo a sua estrutura, Explorando esta estrutura especial resultam métodos mais eficientes.

O objectivo deste trabalho consiste em investigar os métodos disponfveis para a resolugdo do problema de
mifnimos quadrados ndo linear e estudar as suas propriedades, designadamente no que respeita 2 razdo e domfnio de
convergéncia.

0O método de Newton surge directamente da resolugdo iterativa do sistema das equagdes normais. Para
economizar cdlculos de derivadas e operagdes aritméticas, t&m sido desenvolvidos outros métodos tais como o
método de Gauss-Newton, o de Levenberg-Marquardt e os Quasi-Newton estruturados. De cada um destes,
existem variadas implementag¢des que surgiram da necessidade de simplificar os cilculos, melhorar o
condicionamento do problema e conservar a razio de convergéncia préxima da quadrdtica, como se verifica no
método de Newton.

Keywords
Nonlinear programming, least squares, Newton and Quasi-Newton algorithms,

1. Introducgao
O problema de minimos quadrados néo linear surge principalmente nas aplicagdes em que
se pretende ajustar um modelo Y(t;x) a um conjunto de dados y;, i = 1,..., m, obtidos
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experimentalmente. A fungfo Y(t;;x) € ndo linear nas varidveis Xy, Xy,..., X, que formam o
vector x dos parAmetros.

Seja Y:RPx R" - ® uma fungio modelo de p varidveis reais tj, j = 1,..., p, e n
pardmetros reais x;, j = 1,..., n, de tal forma que t = {t,,..., tp]T e x = [Xg,..., xn]T. Suponha
serem dados p vectores de m elementos tj; (i=1,...,me j=1,..., p) e m nimeros reais y;,
i=1,..., m.

Considerando a fungdo S:®R" — ®, definida por

m
S(x) = 2 {Yitips tips %) - yi}z, xe R" (1)

i=1
em que m 2 n, o ajuste do modelo

Y00 = [Y100ues Y01 € Yi00 = Y(tieoos tipi 00, §= Loy m, @)

aos valores tabelados y;, i = 1,..., m, no sentido dos minimos quadrados, corresponde a

minimizagao da fungio S(x):

min Y, (Y00 - ;)" = 1Y(x) - yll. 3

n:
xe R, i=1

T
A solugdo x* = [}, X5,..., Xi] do problema (3) ajusta os dados tabelados no sentido dos
1 X2 n ]

minimos quadrados. O objectivo &, pois, calcular o minimo local da fungfo S(x), que & ndo
linear nas varidveis x|, X,,..., X;. A condi¢@o necessdria e suficiente de primeira ordem para

que x* seja um minimo local de S(x) estabelece que

a%g(i) =0 G=1,.,n) @)

Se f:®R" — ®™ for o vector das m fung@es residuais definido por
(=YX -y &)

T _
comy =[yy,..., ¥yl € Y(x) definido em (2), entdo

S() = () 1(x), ©)

ISE) _ % of(x) .
e =2J__21 f0) o =1
e a condicio (4) define o seguinte sistema de equagGes ndo lineares em x

m s
> ) Q%%) =0 (i=1,...,n) )

J=1
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Este sistema de equagdes € designado por sistema das equagdes normais do problema de
minimos quadrados. Se definirmos a matriz do Jacobiano, A(x), com elementos a;;(x), por

of; , .
aji(x) = —fa-%((l:l G=1,.,m;i=1,.,n) (8)

entdo o sisterma das equag¢des normais, em termos da matriz A(x), €

AT £(x) =0, )

De (6), tira-se que o vector gradiente de S(x), g(x), é dado por
T
g(x) = 2A(x) f(x).

Os métodos para resolver o problema de minimos quadrados ndo linear sdo iterativos e
calculam a solugio do sistema ndo linear (9), isto é, calculam um ponto estaciondrio da fungao
S(x). A partir do sistema das equagdes normais (7), se derivarmos novamenie em ordem a x,
obtemos a matriz Hessiana de S(x), ou a matriz do Jacobiano de (9),

I 3f(x) Of; IHx
Z ‘ngk—_J(i Zf( )ang;) i=1,.,mk=1,.,n) (10)

j=1

e de acordo com (8), o primeiro termo de (10) € definido por

AX)T AK). a1

Seja Bj(x) a matriz das segundas derivadas da fungéo £j(x), j=1,..., m, com elementos

b{q(X) = axkg() G=1,..,mk=1,.,n),

entdo o segundo termo de (10) € definido por

m
R(x) = ), f;(x) Bj(x) (12)
j=1

Usando (11) e (12), obtém-se a matriz Hessiana de S(x), na forma matricial,

) = AK) T A(X) +R(X). (13)

Uma maneira de classificar o problema de minimos quadrados tem em conta o valor do
vector das fungdes residuais, f(x), na solugdo x*. Assim, pode ter-se um problema de residuos
nulos, se f(x*) =0, o que significa um ajuste perfeito do modelo Y(t;,x) aos dados y;. Os
problemas de pequenos residuos definem-se por S(x™) atingir valores préximos de zero e
finalmente quando If(x*)Il é grande o problema designa-se por problema de grandes residuos.
Um valor enorme de S(x) pode ndo definir problema de grandes residuos mas o seu valor
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dever-se apenas ao escalonamento da fungio S(x). Definimos, assim, um problema de grandes
residuos se a quantidade SGIAGK) - AG for grande.

Este artigo estd estruturado da seguinte maneira. Na Secgio 2 sdo descritos o método de
Newton e as suas variantes. Destas, a mais conhecida é o método de Gauss-Newton (em 2.1).
Em 2.2 faz-se uma introdugdo ao método de Levenberg-Marquardt e em 2.3 e 2.4 surgem duas
implementagdes desta dltima técnica. Na Secco 3 sdo introduzidos os métodos Quasi-Newton
estruturados. Em 3.1 surgem as férmulas de actualizago mais gerais, em 3.2 referem-se duas
férmulas que t€m em consideragio factores de escalonamento de matrizes, em 3.3 introduzem-
se as actualizagGes factorizadas, em 3.4 faz-se referéncia ao factor de escalonamento usado em
3.3 e finalmente em 3.5 aparece um esquema de actualizacdo das matrizes Hessianas das
fungGes f;. Na Secgdo 4 apresenta-se um resumo de alguns resultados computacionais e a
ultima secgdo € reservada aos comentdrios finais onde € feita uma retrospectiva sucinta sobre a

convergéncia dos métodos descritos.

2. Método de Newton e suas Variantes

Quando o sistema das equagdes normais (9) é néo linear, deve usar-se um método iterativo
para o resolver. Quando as segundas derivadas de f;(x), j = 1,..., m, sdo f4ceis de calcular o
método de Newton para a resolugéo do sistema (9) é o mais aconselhdvel. Este constr6i uma
sequéncia de aproximagdes {x(k) }, & solugdo, de modo que

KD _ (K) A0
sendo A® a direcgio de procura que satisfaz a equagio
[AGENT AGD) + Rx¥H)] AP = AGY)T 1) parak =0, 1,... (14)

em que A(x)T f(x) € o vector das equagdes normais e a matriz dos coeficientes deste sistema ¢ a
matriz do Jacobiano de (9). Para simplificar a notagio, usaremos a partir de agora A(k), R(k),
J(k), g(k) e f<k) em vez de, respectivamente, A(x(k)), R(x(k)), J(x(k)), g(x(k)) e f(x(k)). Uma
resolugdo estdvel do sistema (14) recorre & decomposi¢io dos valores singulares da matriz
Ax),

a=o[ § W

em que C = diag(cy, cy,..., ¢,) é uma matriz diagonal com os valores singulares de A(x), U é
uma matriz ortonormal do tipo m X m e W é uma matriz ortonormal n X n. Esta implementagio
é vélida quer a matriz do sistema seja definida positiva quer seja indefinida (veja-se em Gill e
Murray [8]). O correspondente algoritmo que também inclui uma estratégia de procura
unidimensional baseada numa interpolagdo cibica € apreseniado em Ramadas [17].

Da andlise de convergéncia do método de Newton para a resolugio de sistemas de equagdes
nfo lineares, sabe-se que o método & localmente convergente e a razio de convergéncia é dois:
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Teorema 1: Seja g:R" — ®R" continuamente diferencidvel num conjunto aberto convexo
D € ®". Suponha que existem x*'e R " er, f > 0, tais que N(x*,r) € D, g(x*) = 0, que
J(x*)'1 existe com |IJ (x*)'lll < B, equeJeLipy (N (x*,1)) (Lipschitz continua no conjunto N ",

0 * A M
O¢ N(x ', €) a sequéncia x,

r) com constante ¢'). Entdo existe € > 0 tal que para qualquer x
Xp,... gerada por

-1
MUONIONE (OO S

< s *
é bem definida, converge para x , e obedece a

2
D < prik® -k, k=0, 1,...

Prova: (Dennis e Schnabel [5]).

N(x”,r) ¢ uma vizinhanca de x”, de raio r. Este método é pouco utilizado nas aplicagdes. A
matriz dos coeficientes, em (14), nem sempre se encontra disponivel analiticamente a um custo
razodvel. Implementagtes baseadas na aproximagio numérica das derivadas sdo apresentadas
em Bartels [1] e Wolfe [18] e alguns resultados de experiéncias realizadas surgem em Gill e
Murray [8] e McKeown [13].

2.1 Método de Gauss-Newton

O método de Gauss-Newton foi o primeiro a explorar a estrutura especial da matriz
Hessiana e do vector gradiente de S(x) que ocorre nos problemas de minimos quadrados. A
direcg¢do de procura Gauss-Newton € a solug@o do sistema

T T
[AGTA0) A® __A®T ) (15)

Estas equagdes obtém-se ignorando a matriz R(x) que depende das segundas derivadas dos
fj(x), j=1,..., m. Se o valor de S(x) na solugio & igual ou préximo de zero, os valores de
fj(x*), j=1,..., m também sdo nulos ou muito pequenos e, consequentemente, o termo R(x)

em (13) pode ser ignorado. O Jacobiano € entdo aproximado por
Ix) =~ AX)T AR). (16)

para valores de x suficientemente préximos de x*. Se a aproximag#o inicial x©

estiver perto de
x*, pode-se esperar que o método baseado em (16) seja eficiente.

O método de Gauss-Newton € pois direccionado para problemas em que IR(x)ll é pequena
quando comparada com IIA(x)T A)Il, como acontece com o problema de residuos nulos, pois
f(x) — 0 quando x — x", Para este tipo de problemas o método Gauss-Newton converge com
a mesma razido de convergéncia do método de Newton, apesar de apenas serem utilizadas

primeiras derivadas nos célculos.

Teorema 2: Sejam £:R" > R™ e Sx) = f(x)T f(x) duas vezes continuamente diferencidveis
num conjunto aberto convexo D € ®,". Suponha que existem A(x)e Lipy (D) com IA(x)Il <1
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para todo xe D, e que existe x'eD e A,0 20 (A é o valor préprio mais pequeno de A(x*)T
A&"), tais que AT fxM =0e

I(A) - AT £xM)1, < ollx - x*1, 17)
A
para todo xe D. Se ¢ <A, entdo para qualquer ce (1,-), existe £ > 0 tal que para todo o
o

xOe N(x*, €)CD, a sequéncia gerada pelo método de Gauss-Newton

T -1 T
L) (o) ( Al A(k)) Al (b
¢ bem definida, converge para x*, e obedece a

D 57, < STy, 4 S 02

(k)

CO+A
xR -, < 28 W -x*l,.

-x"ll, < I
Prova: em Dennis e Schnabel [5].

O coroldrio seguinte estabelece que o método de Gauss-Newton tem convergéncia
quadritica local se R(x*) = 0. Esta situagdo ocorre quando o vector f(x) € formado por fungdes
lineares ou o problema nfo linear é de residuos nulos.

Corolario 1: Suponha que as hipéteses do Teorema 2 sdo satisfeitas. Se f(x*) = 0, entdo
existe € > 0 tal que para qualquer xO¢ N&x*e)a sequéncia {x(k)} gerada pelo método Gauss-

Newton € bem definida e converge quadraticamente para x",

Prova: (Dennis ¢ Schnabel [5]).

A constante 6 desempenha um papel importante na prova de convergéncia pois mede a nio
linearidade de f(x) e o tamanho do vector residuo f(x*). Se f(x) & linear ou f(x*) = 0, a partir de
(17), tira-se que ¢ = 0.

Quando a sequéncia de aproximacdes obtidas pelo método Gauss-Newton converge,
geralmente, f4-lo rapidamente. No entanto, para muitos problemas de minimos quadrados, a
sequéncia diverge ou torna-se mesmo indefinida. O método de Gauss-Newton ndo é bem

A®

definido se tem caracteristica deficitdria, isto &, se a caracteristica de A é menor do que n, a

AT A A () e
matriz A A € singular e a direcgio A* dada por (15) ndo é definida. Embora a
implementagdo do método de Gauss-Newton possa levantar alguns problemas, ele é a base de
alguns dos métodos mais importantes ¢ bem sucedidos para a resolugdo de um problema de

minimos quadrados. Se a aproximagfo ao Jacobiano definida em (16) for definida positiva,
entdo o vector A(k) do sistema (15) verifica a condiggo
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T
(0T A® (18)

k)

isto é, AW ¢ de descida em relacdo a fungdo S(x), no ponto x* . Nestas condi¢des existe um

escalar o > 0, que d4 o comprimento do passo a efectuar ao longo da direc¢do AW , de tal

forma que
S 4 o® AWy < 5x),

&)

Esta relagfo significa que, a partir do ponto x*’, pode caminhar-se ao longo de A% ¢ encontrar

) 4 oc(k) A(k), para o qual a func@o S toma um valor mais baixo do que em

T
w7\

um novo ponto, X

(0

. Também ¢é possivel que AL seja bem definida mas que g = 0. Nesta situagio,

pode acontecer que ndo seja possivel calcular um valor de o®

que origine um decréscimo do
valor de S(x) e o método de Gauss-Newton falha. Resultados de experiéncias computacionais
realizadas com o método Gauss-Newton baseado no cdlculo do comprimento do passo sdo
apresentados em Fernandes [6], Gill e Murray [8] e Wolfe [18]. Em McKeown [13] € feita um
estudo comparativo entre trés implementagdes do método de Gauss-Newton e duas de métodos
Quasi-Newton. Em Gulliksson e Soderkvist [9] ¢ McKeown [12] sdo introduzidos pesos na
formulagdo do problema. Este facto pode influenciar positivamente o seu condicionamento,
Além dos pesos, Gulliksson e Soderkvist [ibidem] consideram também problemas formulados
implicitamente. As implementagdes dos dois tipos de problemas, explicito e implicito, sdo
apresentadas em paralelo e de uma maneira equivalente. O caso implicito € caracterizado pela

introdugdo de um conjunto de restri¢des o que origina um aumento da dimenséo do problema.

2.2 Método de Levenberg-Marquardt
O método de Levenberg-Marquardt (Marquardt [11]) tem como objectivo superar os
problemas provocados pelo cdlculo das segundas derivadas, no método de Newton, usando

LN primeira implementagio mais elaborada

uma matriz diagonal u(k)l como aproximacio a R

deste método € devida a Fletcher [7] (também descrita em Wolfe [18]). Além disso, este método
T

também soluciona os problemas causados pela singularidade da matriz AY A® 16 metodo

Gauss-Newton. A equago iterativa do método é

T T
AT A® 0 7K _ 40T (0

com ' 2 0, parak = 0, 1, 2,... com x** = x® 4 AW,

As propriedades de convergéncia local do método Levenberg-Marquardt sdo similares as do
método de Gauss-Newton e sdo dadas pelo seguinte teorema.

Teorema 3: Suponha que as condi¢des do Teorema 2 sfo satisfeitas e que a sequéncia {u(k)},
de nimeros reais ndo negativos, é limitada por b > 0. Se 0 <A entdo para qualquer
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ce (1,(A+b)/(5+b)), existe € > 0, de tal forma que, para todo e N(x*,e), a sequéncia gerada
pelo método de Levenberg-Marquardt,

T -1 T
X(k+1) — X(k) - ( A(k) A(k) (k)I) A(k) f(k)

+H

é bem definida, obedece a,
TRCR TR Cal) NTH G I L LN R

A+b 2(A+b)
c(o+b)+(A+b) 10 ®)

Ixk+D xll, <
2(A+b)

* *
X “2 <|Ix -X “2

T
Se f(x")=0¢e u(k) = O(IIA(k) t(k)llz), entdo {x(k) } converge quadraticamente para x .

Prova: ver em Dennis e Schnabel [5].

O Teorema 3 sugere que o algoritmo Levenberg-Marquardt pode tornar-se muito lento em
problemas de grandes resfduos ou fortemente néo lineares. Quando o passo Gauss-Newton &
demasiado longo, o passo Levenberg-Marquardt encontra-se perto da direc¢do de descida
maxima, -A(k)T f(k), sendo portanto superior ao passo de Gauss-Newton. Dennis e Schnabel
[5] sugerem a consulta doutros trabalhos para a prova de convergéncia global dos algoritmos do

tipo Levenberg-Marquardt, por exemplo Moré [14].

2.3 Sequéncia MDLS

Usaremos também, a partir de agora, V(k) em vez de V(x(k)) e D(k) em vez de D(x(k)).

Uma variante do método de Levenberg-Marquardt define uma sequéncia de aproximagdes,
conhecida por sequéncia MDLS (de Modified Damped Least Squares), {x(k) }, a partir de

Lot (0 () A (19)
em que A(k) satisfaz
T
(VI 4 p® Oy A0 = AWT ) 21,2, 29

sendo V) = A(k)T A(k), u(k) >0eD® = diag(v(lkl),..., v(nl;)) em que vy; € o elemento (i,i) da
matriz V. O escalar ol define o comprimento do passo.

No Teorema 4 e Coroldrio 2 estdo contidas condigbes suficientes para a convergéncia
superlinear da sequéncia MDLS.

Teorema 4: Se {x(k)} for uma sequéncia MDLS que converge para x"e R™; se A for o menor
valor préprio de V(x*); S = 111(11212(n {Isjl}, em que os s;(i = 1,..., n) sdo os valores préprios da
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d-b) b)

matriz R(x*) (12); b= X <I;B< ; u —> 0 quando k — ==, entdo existe um inteiro

positivo & de tal forma que, para Vk 2 ﬁ, ol = I;

kD )

lim sup —=———2 <b
S S R

* , s . N
ex & um minimo isolado de S.

Prova: (Wolfe [18]).

Note-se que, se u(k)

=0 (Vk = 0), entdo este teorema é aplicdvel ao método de Gauss-

Newton com procura unidimensional.

Corolario 2: Se as hipéteses do Teorema 4 forem vélidas e S(x*) = 0, entdo a sequéncia
MDLS gerada por (19) e (20) converge superlinearmente para x”.
Prova: veja-se em Wolfe [18].

2.4 Problema estruturado de minimos quadrados
A matriz R(x) (em (12)) pode ser aproximada por outra matriz diagonal diferente de uD (do

algoritmo MDLS). Considerando D(k) = diag(d(lk), d(k),. . d(nk)), com

0)
&m_wig—%

(norma do vector coluna i de A(x) calculada no ponto x(o)) e

d® = max {d{*V, 195 f(X )!} parak > 1,

a nova modificag¢do do algorltmo de Levenberg-Marquardt define a seguinte sequéncia {x(k)} de
aproximagdes 2 solugdo x*,
x&D = x® L AR g 20,1,2,...

com A calculado a partir
T T
(V(k) + u(k) p® D(k)) A _ _A® f(k), 1)

T
com VI = A00° A®) ¢ u(k) 0.
O sistema (21) corresponde as equagdes normais do seguinte problema estruturado de
minimos quadrados

( i )D_ (o) (22)

A resolugdo do sistema (21), para 1L > 0, € duas vezes mais rdapida do que a resolugio do

problema formulado em (22). No entanto, a formacio de ATAouDT D pode originar
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“underflows" ou "overflows" desnecessdrios, situagdes que ndo ocorrem em (22). Assim, a
perda na velocidade é compensada pelo ganho na confianga e robustez. Além disso, podem
surgir dificuldades nas equagdes normais quando pL = 0 e A € de caracteristica deficitdria. A
resolugdo a partir da formulagéo (22), é feita em duas fases (Moré [14]) e ambas incluem a
decomposi¢io QR de matrizes. Moré [ibidem] sugere a implementag¢io de matrizes de rotagdo
de Givens (veja-se em Hager [10]) na decomposi¢ao QR.

Sempre que for necessario modificar |, apenas a segunda fase do processo terd de ser
repetida. Detalhes da implementago deste método podem também ser consultados em Ramadas
[17].

3. Métodos Quasi-Newton Estruturados

O célculo do vector gradiente, ATf, em cada ponto x, pode ser utilizado para fornecer uma
aproximacao Quasi-Newton 2 matriz R(x) do Jacobiano J(x).

Uma aplicagdo directa dos métodos Quasi-Newton (Wolfe [18] e também em McKeown
[13]) ao problema de minimos quadrados ndo linear ndo € aconselhdvel pois tem como
objectivo aproximar toda a matriz Hessiana da fun¢io objectivo, S. Como a matriz A(x) é
facilmente calculdvel, a parte A(x)T A(x) de (13) estd disponivel e parece mais vantajoso
aproximar apenas a segunda parte, ou seja, R(x).

3.1 Férmulas de actualizagao
A aplicag@o dos métodos Quasi-Newton, ao problema tratado neste artigo, considera que a

direc¢do de procura, AW

AR 400 L g0 A0 00T (1)

, pode ser calculada resolvendo

em que a matriz HY ¢ a aproximagio a segunda parte da matriz Hessiana de S, R®. Para a
iteracdo seguinte, k+1, a matriz H*Y deve verificar

T T T ’
( A(1<+1) AlesD) +H(k+1)) A _ A(k+1) f(k+1)_ A(k) f(k) (25)

UV

em que A% = . Esta condi¢@o € conhecida por condi¢@o secante para aproximar a

(k+1) a R(k+l)

de uma matriz de correcgio, CC(k), de caracteristica um ou dois, 4 matriz H(k),

matriz Hessiana de S(x). A aproximagio Quasi-Newton H , € obtida pela adi¢do

p&) = g® | cc®. (26)

Este tipo de técnicas define os métodos Quasi-Newton estruturados. Um destes esquemas
Quasi-Newton que satisfaz (25) e (26) € (Gill e Murray [8] e Yabe [201)

H? =0




G. S. Ramadas et al. / Métodos para minimos quadrados ndo lineares 113

T T
cc® oL 09,0 _ﬁ,;w(m ROOC @7
o0y 0770 CRONG!

T
onde W(k) = A(kH) A(k“) + H(k) e

y = Aler)T erl) 0T ) 28)

Esta formula é baseada no esquema actualizador BEGS (de Broyden, Fletcher, Goldfarb e
Shanno) muito conhecido e usado na minimizagao de fung¢des nio lineares.

Se algum algoritmo para o cdlculo do comprimento do passo for usado de modo a assegurar
que y(k)T AL 5 0, a férmula de actualizacio BFGS tem a propriedade de gerar uma matriz
AT A gD gopinigy positiva, se AT AGHD |0 e 6 for, Os métodos
Quasi-Newton estruturados néo exigem que cada matriz g seja definida positiva, o que é
importante pois a prépria maitriz R(x) pode ndo ser definida positiva, até mesmo na solugéo.

Directamente da condi¢ao (25) surge também a seguinte matriz de correcgo

T T T
RCRTONCCECCITCRCNEPNCIMCIRCANG

T B T 2

AT, () GIRC)

cc _ A0 ABT (59
em que
T
o = y(k) S AUHDT A (kD) A ()

e y(k) foi definido em (28). Esta férmula de actualizagdo € conhecida por definir o algoritmo de
Broyden e Dennis (Yabe e Takahashi [19] e Yabe [20]).

O algoritmo de Betts (em Gill e Murray [8]) usa o esquema de actualizagéio de caracteristica
um, usando, na condigdo secante (25), a matriz A(k ) em vez de A(k”). Isto origina a seguinte

x (k) k)

correcgdo, CC™, para H

(K) 1 @ ()T
CCV=—"7F a9 (30)
FOING
em que

T
RCINORPRCANCIRT GG

ey j4 foi definido em (28).

Nos problemas gerais de optimizag¢éo sem restri¢des a condi¢@o secante ¢ apenas uma das
restricdes impostas & aproximagio da matriz Hessiana. Estas restri¢bes podem ser usadas para
assegurar que se a fungfo objectivo é quadratica, ¢ consequentemente, o objectivo é aproximar
uma matriz constante, a aproximag¢do Quasi-Newton deve convergir para a Hessiana em n
iteragdes. No contexto dos problemas de minimos quadrados néo lineares, R(x) é uma matriz
constante apenas quando for nula. Uma vez que se tenta aproximar uma matriz, que depende de




114 G. S. Ramadas et al. / Métodos para minimos quadrados ndo lineares

x mesmo no caso quadratico, propriedades como a terminagio quadrdtica ndo t€m qualquer

significado.

3.2 Formulas de actualizacdo com factor de escalonamento

Além da condigio secante referenciada em (25) Bartholomew-Biggs (ver em Yabe e
Takahashi [19]) e Dennis, Gay e Welsch [4], propuseram outra que € baseada na estrutura
especial da segunda parte da Hessiana de S:

T
H(k+1) A(k) _ (A(k+1) ) A(k)) f(kﬂ). 31)

A partir desta condicdo e usando um factor de escalonamento propuseram algoritmos
robustos que resolvem todo o tipo de problemas. Quando o problema ¢é de grandes residuos,
estes algoritmos funcionam tdo bem como o de Broyden e Dennis ¢ para problemas de
pequenos residuos, t8m um comportamento semelhante ao método Gauss-Newton. Em
problemas de residuos nulos (ou de pequenos residuos) a matriz H® deve tender para a matriz
nula, quando k aumenta, uma vez que aproxima a parte R(x) do Jacobiano (veja-se em (13)) e
esta matriz tende para a matriz nula a medida que x5 x* (pois f(x¥) = 0). No entanto, as
férmulas gerais de actualizagfo conhecidas ndo geram matrizes nulas. H4 assim necessidade de
introduzir nos esquemas de actualizagdo de matrizes factores de escalonamento que forcem essa
convergéncia,

A formula de actualizacio sugerida por Bartholomew-Biggs (BB) é

BRI A®) 10 gIRA LT
T
(BRI TA®

g+ B(k) g®o L (32)

com

t(1<+1)Tf<k)
f(k)Tf(k) ¢

T
Bl NONPACHIINCNFED]

onde B(k) ¢ o factor de escalonamento de Biggs e a actualizagdo de Dennis, Gay ¢ Welsch

(DGW) também inclui o factor de escalonamento e € definida por:

T T
(k)-B(k)H(k) A(k))y(k) +y(k)(v(k)_B(k)H(k) A(k)) _

pked - g g,

T
AW 0
T
AW gOHEARY

(A(k)T (k))2 Yoo (33)

y

com
T

AW

AW 10,60
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3.3 Actualizacées factorizadas

Das férmulas de actualizagdo para os problemas gerais de optimizagdo, as mais eficientes
conservam a matriz definida positiva, ao longo do processo iterativo. Sdo exemplos, as
actualizagdes BFGS ¢ DPF (devida a Davidon, Fletcher e Powell). Esta propriedade garante
que a direcgdo de procura é uma direc¢do de descida em relagdo a fungiio objectivo. Por outro
lado, para os problemas de minimos quadrados e com as actualizagdes Quasi-Newton
estruturadas, ndo parece fdcil arranjar uma estratégia que construa férmulas actualizadoras para

AT 4,00 | [y®

H(k), por forma a garantir que a matriz seja definida positiva. Para ultrapassar

T
este inconveniente, foi proposta uma estratégia baseada na factorizag¢do da matriz AL A0
k)
H®,

A direcgido de procura é calculada através da resolucio do sistema

RSN O CINCINCIINORFD

T T
em que a matriz L® ¢ uma matriz de correcgdo do Jacobiano, de forma que L® L, L®

T
AR L A0 Mg, aproximagdo a segunda parte da matriz Hessiana de S, RY). Para se chegar
a férmula actualizadora da matriz L(k), considera-se a condi¢do secante (25) para H(k+1), que
pode ser reduzida a seguinte condigdo para L(k”),

@D A(k+1))T D 4 A D) A0 _ 00 (34)
em que
2 =y, (35)
No caso, de se tomar a condigdo (31) em vez de (25), tem-se também a condicao (34), mas

agora
T
(0 _ (00 AGe)T p(keD) 500 36)

&)

zZ

e 0s vectores A(k), y(k) e v' " sdo os definidos anteriormente.
E possivel mostrar que, para A% ¢ 28 diferentes de zero, a matriz dos coeficientes de (34)

¢ consistente apenas se

T T
LTy 00 AGeDT L ) 700 _p A GerD) (00 37

para algum vector h de dimensdo m. Além disso, as equagdes (37) t€m uma matriz solucio
comum, L(k”), se e 80 se cada equagio separadamente tem uma solucdo e hT h= A(k)T 20
Assim, 0 objectivo € encontrar uma matriz rectangular L&D que satisfaca as equacgoes (37)
pressupondo que A(k)T 29 5 0,

Uma vez que as equagdes (37) ndo determinam uma matriz solugfo L&D tinica, usa-se a
técnica de variagdo minima no sentido de Dennis e Schnabel [5], para determinar a

correspondente formula de actualizagio.
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Minimizando a norma de Frobenius da variagdo verificada, na matriz L, min HL(k“) -
L(k)IIF, em relagdo a L(k+1), sujeita & primeira condig¢@o de (37), surge a seguinte férmula de

actualizac@o, de caracteristica um, para L(k),

T

(38)

(K), AGHDYAGON ([ A THM) ()
L Gel) _ [ 09 J{(L +ATDA ) [A(_)B(_)é(_) 09_pl0 )

AW ), () AOT W
com

T

Detalhes da dedugdo destas formulas podem ser consultados ou no trabalho de Yabe ¢
Takahashi [19] ou em Ramadas [17]. O Teorema 5 e Coroldrio 3 estabelecem a convergéncia
local desta actualizacfo factorizada da matriz H.

Seja D um subconjunto convexo e aberto de ®," que contém o minimo. Consideremos as

seguintes hipdteses:
H1: Sejam &,, &, e p constantes positivas, tais que

13Gx) - I < &, lix - x*1 para qualquer xe D
1

HAX)) - A E, lIx - x2|lp para quaisquer x; e x,€ D,

;o . . o *
H2: J ¢ simétrica e definida positiva em x ",

Teorema 5: Suponha que as hipdteses H1 e H2 sdo satisfeitas. Seja a matriz LY actualizada

(k)

pela férmula (38), onde 2 & dado por (35) ou (36). Seja a sequéncia {x¥} gerada por

T 1 aT
X(k+1) =X(k) . ((L(k) + A(k)) (L(k) + A(k))) A(k) f(k) (39)

Entdo, para qualquer re (0,1), existem constantes positivas (r) e 8(r) tais que se Ix® - x*l <

T -1 .
e o 1LY + AP LO + A®) - Jx") g e <8, a sequéncia {x™) gerada pela

equacio (39) € bem definida, converge para X", com
9D e < i - %k > 0.
Além disso, as sequéncias

T T -1
{n® + A9y @O 4 AWy Li@® + A®) @® 4 A0 ),

T T -1
{1@® + A% @® L A%y} e {i@® + A%y @® 4 A% D)) 1}

sdo uniformemente limitadas,




G. 8. Ramadas ef al. / Métodos para miniinos quadrados ndo lineares 117

Prova: veja-se em Yabe e Takahashi [19].

Corolario 3: Suponha que todas as condi¢cdes do Teorema 5 sdo vdlidas. Entdo a sequéncia
{x(k)} gerada pela equagio (39) converge superlinearmente para X
Prova: veja-se em Yabe e Takahashi [19].

As provas do Teorema 5 e Corolario 3 ndo exigem que a factorizagio (L(k) + A(k))T (L(k) +
A(k)) convirja para J(x"), 3 medida que x5 x* A caracterizagdo desta convergéncia
superlinear, tal como foi definida por Dennis e Moré [3] e confirmada por Nocedal [6], também

aqui € baseada na seguinte condigdo necessdria e suficiente:

1 )
- N[ + A% @004 ABY) 5oy 1, )

0,
k_yoo 125

isto é, a direcgdo Quasi-Newton estruturada, definida por (39), aproxima-se assimptoticamente
da direcgdo Newton. '

Uma outra férmula de actualizagdo da matriz L pode ser obtida, tentando minimizar a
seguinte norma IIWL(L(k”) - L(k)) WRIIF, em relacdo a D) , sujeita & segunda condigdo de
(37), para as matrizes ndo singulares Wy e R"™ ™ e Wre R"™". Se a matriz definida positiva
W, W= Wg Wkl, for escolhida por forma a que waA® = z(k), obtém-se a seguinte actualizagao

de caracteristica um para L(k),

(k)T (k) 172 1 (k) T
L 09, 0, ks ( AT ) poy w40 (ST ol @
00T 0y 00 AW,

Os teoremas que estabelecem a convergéncia local da férmula de actualizagdo (40) sido
idénticos aos da férmula (38) (Yabe e Takahashi [19]).

3.4 A importincia do factor de escalonamento

Nos problemas de residuos nulos, a matriz L(k)T LW 4 L(k)T AN L A(k)T LY deve
convergir para zero & medida que k aumenta. Se os seus elementos nao diminuem, ao longo do
processo iterativo, entdo os métodos Quasi-Newton estruturados nio conseguem competir com
o método de Gauss-Newton. Como as férmulas de actualizagdo nunca geram uma matriz nula,
h4 necessidade de introduzir esquemas que forcam a convergéncia através do escalonamento
das matrizes a actualizar. As férmulas BB (em (32)) e DGW (em (33)) (Dennis, Gay e Welsch
[4], Yabe e Takahashi [19]) sdo exemplos deste tipo de esquemas.

A introdugdo do factor de escalonamento nas actualizagdes factorizadas (38) e (40) origina,

respectivamente, as seguintes verses,
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Kk k 1/2 T
- AT, 0 A(k)‘fz(k)
¢
(k+1) _ (k) ¢ (k) &)y k), Alk+D) A(k)T ® V" SR GING A0 Y
+ +
L =B LY+ (B LY + A )((W] Py zvV-A ) (A(k)'r (k)) 42)

em que 28 ¢ dado por (36) e o escalar B(k) € o factor de escalonamento de Biggs (em (32)). A
matriz P& ¢ agora definida por
pk) _ (B(k) L, A(k+1))T (ﬁ(k) Lo, A(k+1))_

f(k+1) ﬁ(k) (k)

Note-se que se se anula,

H(k+l )

também se anulam e consequentemente a nova matriz

também se anula (ver (31)).

3.5 Actualizacdo das matrizes B

Um outro esquema de actualizagdo de matrizes do tipo Quasi—Newton especifico dos
problemas de mfnimos quadrados ndo lineares, aproxima as matrizes B; (x ) (G=1,..., m), que
contém as segundas derivadas das fungdes f; (x) Com as m matrizes H( ), ., (k) , do tipo
nXxn, que aproximam as Hessianas das fungdes fJ, j=1,..., m, o sistema das equagdes fica com

a forma

T
(Z (0 g, AT A(k)] AR A0 () @)

para o cdlculo do vector A(k), a partir do qual se calcula KD = @ LA parak = 0, as

. Y] 0 . . . .
matrizes iniciais H(~) podem ser calculadas através do uso de diferengas finitas para aproximar

as segundas derivadas que compdem as matrizes B;(x), j = 1,..., m, no ponto x,

(k+1) A(k+1) f(ll(+1) H(lg)

Com os novos valores de x , as matrizes i j = 1,..., m, sdo

actualizadas de acordo com o seguinte esquema

(kt1) _ 4K k)T 0T 00 Gert) | (®) kD )T
B =1 4 v v a® )1 NCRsCr

(44)

em que Vf< ) ¢ apenas a j-ésima linha de A que contém as n primeiras derivadas de f; em ordem
a0s Xy, X,,..., X, calculada no ponto x®. A férmula (44) € uma generalizag#o, adequada a este

tipo de problema, do esquema de actualizagio de caracterfstica um, de Broyden, para aproximar
(k) e € devida a Brown e Dennis [2].

As propriedades de convergéncia local do algoritmo sdo caracterizadas pelos Teoremas 6 e 7.
O lema seguinte limita o erro das aproximagdes, as Hessianas, dadas por (44).
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Lema 1: Seja D uma vizinhanga convexa de x*. Seja ¥ > 0 uma constante e Vf um vector de
fungGes diferencidveis com derivada Fréchet (B = V2f) de Dem ®R.", de modo que, para cada

xeD
IB(x) - B < ¥ lix - x"l.

k) X(k+1) H(k+1)

Seja H® uma matriz nxn e seja x eD. Defina-se por

T
D 00y
X(k+1) R X(k)llz

gl 2 g | D) |y | gl o) x(k))]“

entio
) & < g® g Loor (1™ - x4 D ).

Este lema estabelece a propriedade da deterioracio limitada do esquema actualizador definido

por (44) e significa que se a aproximagio H(k+1), a matriz B(k+]), ndo € melhor do que a da
iteragdo anterior, pelo menos essa deteriora¢do é limitada superiormente.

Os dois teoremas seguintes estabelecem as condigdes para uma convergéncia local. O
Teorema 7 determina ainda uma convergéncia quadritica mas apenas para problemas de

residuos nulos (Brown e Dennis [2]).

Teorema 6: Se x* ¢ um zero de AT fe 3j 20,j=1,..., m, sdo constantes tais que, para cada

xeD,
IBj(x) - By(x"Il < &5 1Ix - x71.

Entdo, se A(x*)T A(x*) ¢ uma matriz nfo singular, existem constantes 8 > 0 e £ > 0, tais
que, se IxX? - x*ll<ee HH(?) - B(?)II <4, j=1,..., m, o método baseado na actualizagio das
matrizes Bj (equagdes (43) e (44)) converge para x"a partir de x©,

Teorema 7: Se as hipoteses do Teorema 6 sdo satisfeitas e Hf(x*)ll = (), entdo o processo
definido pelas equagtes (43) e (44) converge no minimo quadraticamente.

Se for assumida a condigido de continuidade mais forte

IB;(x) - Bj(yll < ¥lix - yll para todo o x e ye D
entdo ndo é necessdrio considerar a existéncia de um zero, x*, do gradiente de S(x), isto é,
basta fazer consideragdes sobre o comportamento da fun¢do e das suas derivadas num
subconjunto convexo aberto de ®,", para que seja possivel provar o "Teorema de Kantorovich”
(Dennis e Schnabel [15]) para o processo iterativo (43), no qual a existéncia de x* ¢ deduzida
como uma parte da prova.

4. Resultados Computacionais
Nesta sec¢do sdo apresentadas tabelas com resultados computacionais. O objectivo é poder
comparar a eficiéncia e a robustez dos métodos descritos anteriormente. Foram seleccionados
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dezanove problemas dos mais conhecidos na literatura (veja-se, por exemplo, Moré, Garbow e
Hillstrom [15]). Nem todos os artigos tém resultados para todos os problemas escolhidos.

As referéncias onde se pode encontrar a descri¢do dos problemas usados nos diversos
artigos, os seus nomes, as siglas usadas nas tabelas 3 e 4, as dimensdes dos problemas e a
respectiva classificagdo, de acordo com o que foi referido na seccéio 1, sdo apresentados na
tabela 1.

A tabela 2 descreve resumidamente, ¢ relativamente aos trabalhos que apresentam
resultados, as caracteristicas da implementagfo e o ambiente de teste.

Os resultados apresentados em Moré, Garbow e Hillstrom [15] ndo sdo incluidos neste
trabalho uma vez que os autores néo especificam as caracter{sticas dos métodos usados e da sua
implementagdo, tornando dificil a sua comparagéo.

Na globalizagdo dos métodos e nos trabalhos onde € usada a pesquisa unidimensional, na
condi¢do de Armijo para aceitagdo de um escalar o, comprimento do passo, que gera um

decréscimo significativo do valor da fungio S(x),

T
S(x(k)) - S(x(k) + ocA(k)) 2 -2 no. A® f(k),
o valor de 1 estd indicado na coluna 5 da tabela 2. No critério de paragem e em todos os
trabalhos analisados, € incluida a condigio
1ASE ) < ¢
com € entre 10 ¢ 107, Alguns utilizam também uma condigio que analisa o progresso da

fun¢do S(x) e noutros também se inclui um teste ao gradiente ATf.

Sigla Nome Nimerode | Numero de Residuos | Referéncias
varidveis, n | observacoes, m
Bar Bard 2 2 Nulos [8]e[15]
Be Beale 2 3 Nulos [8] e [15]
Box Box 3 10 Nulos [8e[l5]
Eng Engvall 3 5 Nulos [8] e[15]
FeR Freudenstein e Roth 2 2 Grandes [8] e [15]
Har Hartley 3 6 Grandes [18]
JeS Jennrich e Sampson 2 10 Grandes [8] e [15]
KeO Kowalik e Osborne 4 11 Pequenos [8] e [15]
Mad Madsen 2 3 Pequenos {81 e[15]
MeR1 Meyer e Roth 1 3 5 Peguenos [18]
MeR2 Meyer e Roth 2 3 16 Grandes [18]
MeR3 Meyer e Roth 3 3 23 Nulos [18]
01 QOsborne 1 5 33 Pequenos [8] e [15]
02 Osborne 2 11 65 Pequenos [8] e [15]
Per Pereyra 3 13 Nulos [18]
P S Powell Singular 4 4 Nulos [81,[15] e [18]
Ros Rosenbrock 2 2 Nulos [8],115] e [18]
W6 Watson 6 6 31 Pequenos (8] e [15}
W9 Watson 9 9 31 Pequenos (8] e [15]

Tabela 1 - Problemas teste
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Referéncia Aritmética Linguagem do Ambiente Condigdode | Globalizagdo do
c6digo Armijo método
Gill e Murray Precisio Fortran CDC 6500 10-4 Pesquisa
[8] simples unidimensional
Interpolac¢io cibica
Dennis, Gay e Precisio IBM's Forthx | IBM 370/168 - Regides de confianga
Welsch [4] dupla e esquema ‘'dogleg’
Fernandes [6] Preciso C++ COMPAQ | 105,104 Pesquisa
dupla Pentium 166 e 10°1 unidimensional
Mhz Armijo
Wolfe [18] Precisdo Fottran IBM 360/44 105 Pesquisa
dupla unidimensional
Armijo
Yabee Precisio Fortran 77 | NEC PC-9801 1071 Pesquisa
Takahashi [19] dupla VX unidimensional
Armijo

Tabela 2 - Caracteristicas das implementagdes

As tabelas 3 e 4 apresentam para diversos métodos duas quantidades. A primeira é o
nimero de iteracdes € a segunda, o ndmero de cdlculos da fungio.

Na tabela 3 e nas colunas 2, 3, 4 e 5 sido apresentados os resultados obtidos por Gill e
Murray [8] pelas seguintes versdes: 0 método de Newton tendo como base a decomposi¢do dos
valores singulares da matriz A(x) (secc¢do 2), o método de Newton baseado nas diferengas
finitas para aproximar as segundas derivadas, na matriz R, e dois métodos Quasi-Newton
estruturados para aproximar a parte R da Hessiana. A coluna 4 corresponde ao esquema
actualizador BFGS (férmulas (26) e (27)) e a coluna 5 ao esquema Betts (férmulas (26) e (30)).
As colunas 6 e 7 da tabela 3 foram obtidas através da utilizagfio da aplicagio CONUM presente
no trabalho de Fernandes [6]. Foram experimentados trés valores de m na condigdo de Armijo
(ver tabela 2). Em relagdo aos resultados das colunas 6 e 7 da tabela 3, surgiram diferencgas
apenas em quatro problemas e com o método Gauss-Newton, para 1) = 10-1: Har (24/36), K e
O (8/12), O1 (6/9) e Ros (11/39). A resolugdo do método de Newton é baseada no método
directo de eliminagdo de Gauss com pivotagem parcial. Os resultados das trés dltimas colunas
desta tabela foram retirados do livro de Wolfe [18]. Referem-se a0 método Gauss-Newton, a
uma implementagdo do método de Levenberg-Marquardt (subsecgio 2.2) e a implementagio da
sequéncia MDLS. Veja-se em (19) e (20).
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Sigla | Newton | Diferengas | Quasi- Quasi- Newton | Gauss- Gauss- | Levenberg- MDLS
[8] finitas Newton | Newton [6] Newton | Newton | Marquardt | (inicio:p=0)
[8] (BEGS) | (Betts) [6] [18] | (inicio:p=0) [18]
[8] [8] [18]
Bar 5/6 517 8/9 9/11 7/8 4/5 - - -
Be 7/14 7/14 7/14 7/14 c) 6/7 - - -
Box 5/6 5/6 4/5 5/6 7/8 4/5 - - -
Eng 9/15 9/15 9/15 9/15 c) 9/14 - -
FeR 8/18 8/24 18/27 19/31 7/8 44/45 - - -
Har - - - - 8/10 23/24 12/13 12/13 7/20
JeS 10/35 10/43 22/45 23/44 9/10 | Overflow - - -
KeO 8/11 8/21 18/21 19/23 ¢) 8/14 - - -
Mad 9/11 9/16 22/24 21/23 8/9 24/26 - - -
MeR1 - - - - c) 5/6 5/7 8/11 5/19
MeR2 - - - c) 9/14 d) c) ¢) 8/26
MeR3 - - - - 8/10 | Singular | Singular Singular 24/100 a)
01 8/12 8/13 11/23 8/12 21/27 6/7 - - -
02 10/18 10/32 23/32 168/135 b)| Overflow] 8/14 - - -
Per - . - - 3/4 3/4 c) ) 5/18
PS 13/14 13/14 13/14 13/14 13/14 8/9 - - -
Ros 12/31 12/31 12/31 12/31 20/28 10/34 11/34 22/30 11/34
W6 6/7 6/14 20/23 10/12 - - - - -
W9 5/6 5/6 5/6 5/6 - - - - -

Tabela 3 - Resultados computacionais

Comparagao entre Newton, Gauss-Newton, do tipo Levenberg-Marquardt e Quasi-Newton

a) Inicio do processo com p = 0.01

b) Nao atingiu a precisio desejada
¢) Nao convergiu em 100 iteragGes
d) & = 10-3 (ndo atinge a precisio desejada)

Na tabela 4 as versdes BB e DGW com escalonamento referem-se aos métodos Quasi-
Newton estruturados, respectivamente, com as férmulas de actualizagdo BB, (32), e DGW, em
(33), com os respectivos factores de escalonamento. Em [19], Yabe ¢ Takahashi introduzem a
factorizagdo modificada de Cholesky (detalhes da factorizagdo em [18, p. 99]) no célculo da
direc¢do de procura sempre que ATA+H ndo ¢ definida positiva. Com a férmula BB esta
factorizagio foi precisa no problema K e O ¢ com DGW foi preciso nos problemas O1 e Ros.
As colunas 5, 6, 7 € 8 da tabela 4 apresentam os resultados referentes as implementagdes das
férmulas de actualizacdo factorizadas (subsecgo 3.3). As verstes BFGS, sem e com factor de
escalonamento, referem-se respectivamente as férmulas (38) e (41). O factor utilizado € o de
Biggs, com o numerador igual a If(k’Ll)Tf(k) l. As versdes DFP correspondem as formulas (40) e
(42). Yabe e Takahashi ([19]) também aqui usaram o factor de escalonamento de Biggs, com o
numerador positivo. Os resultados das colunas 5 e 7 foram obtidos tendo como base o vector
2% dado por (36). Ndo inclufmos neste artigo os resultados referentes a férmula (35) por estes
serem muito piores. Com a férmula DFP, em 25% dos 16 problemas testados, Yabe ¢
Takahashi ndo conseguiram convergéncia. Nas versdes com escalonamento o 2 ¢ dado por
(36). As trés ultimas colunas desta tabela contém os resultados retirados do artigo de Dennis,
Gay e Welsch [4] e correspondem a experi€ncias computacionais realizadas com o cédigo
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NL2SOL que implementa a versio Quasi-Newton estruturada DGW com regides de confianga,
e com o codigo SUMSOL. Esta implementagdo ¢ do tipo Quasi-Newton, néo estruturada, e usa
a férmula geral BFGS para aproximar a inversa da Hessiana da fungdo objectivo S(x). A
pentltima coluna corresponde a versdo em que a matriz inicial do processo € a matriz ATA A
dltima coluna considera a matriz identidade como a primeira matriz do processo.

Nio foram publicados resultados para os problemas Har, M e R1, M e R2, M e R3 e Per

com os métodos referidos na tabela 4.

Sigla | Gauss- BB DGW BFGS BFGS DFP DFP NL2SOL | SUMSOL | SUMSOL,
Newton com com |factorizada |factorizada| factorizada|factorizada| (DGW) H:ATA H=I
[19] escalonalescalona [19] com [19]} com (4] (Quasi- | (Quasi-
mento | mento escalona escolona Newton) | Newton)
[19] {10} mento mento [4] [4}
[19] [19]
Bar 5/24 12/53 | 10/45 9/41 8/37 9/41 8/37 707 16/20 18/22
Be 6/26 8/33 9/36 9/39 8/36 11/42 8/33 8/10 17/21 14/17
Box 4/20 6/28 5/24 5/24 5/24 5/24 5/24 717 15/16 35/48
Eng - - - - - - - 15/17 30/35 30/33
FeR c) 6/21 6/21 7/31 7/31 6/21 6/21 9/9 9/9 11/13
JeS c) 9/32 9/32 11/57 9/64 89/272 9/32 12/16 14/16 22/34
KeO] 19/103 | 10/59 | 12/70 10/61 9/56 10/60 9/55 12/14 19/27 33/42
Mad - - - - - - - 12/12 15/15 16/16
01 6/44 27/172] 21/148 | 27/181 18/128 57/349 | 139/843 | 26/34 | 42/56 59/83
02 9/125 13/171] 12/159 | 24/310 15/200 41/507 13/170 13/15 32/37 59/75
PS 9/50 14/75 | 14/75 14/75 14/75 14/75 14/75 20/20 45/45 75/80
Ros 11/62 20/73 | 17/87 22/78 13/48 54/180 19/68 18/22 | 37/50 36/40
W6 6/49 9/70 9/71 15/117 14/114 27/196 8/63 8/8 21/25 34/41
W9 | 80/810 | 82/830] 82/831 28/295 26/280 47/480 23/240 9/10 22/22 72/81

Tabela 4 - Resultados computacionais
Comparagio entre Gauss-Newton, Quasi-Newton e Quasi-Newton estruturados

¢) N#o convergiu em 100 iteragfes

Se compararmos as duas implementagdes do método de Newton, pode concluir-se que a
versdo baseada na decomposig@o dos valores singulares ¢ mais robusta, principalmente porque
se introduz a decomposi¢do modificada Cholesky no algoritmo. A matriz dos coeficientes do
sistema Newton ndo é necessariamente definida positiva e € por isso que a resolugdo directa do
sistema é pouco robusta. Quando se introduzem diferengas finitas para aproximar as segundas
derivadas, o desempenho do algoritmo ndo é afectado, embora haja um aumento muito
significativo de cdlculos da matriz A.

As implementagdes Gauss-Newton sdo eficientes. No entanto, quando o problema € de
grandes residuos podem falhar. A singularidade da matriz ATA 6 também um inconveniente. Os
algoritmos do tipo Levenberg-Marquardt respondem razoavelmente bem a estas questdes, desde
que o valor inicial a atribuir ao parimetro [l ndo seja nulo.

Se compararmos os resultados apresentados nas tabelas com os métodos do tipo Quasi-
Newton, aqueles que t€m em consideragdo a estrutura especial do problema em estudo,
conhecidos por Quasi-Newton estruturados, sdo os mais eficientes. Veja-se na tabela 5 um
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resumo referente aos ndmeros médios de iteragdes e de cdlculos da funcéo obtidos pelos
métodos Quasi-Newton. No entanto, os Quasi-Newton estruturados sdo mais sensiveis a
técnica de procura unidimensional utilizada. Enquanto que o trabalho de Gill e Murray [8]
apresenta valores aceitdveis de célculos da fungdo e € baseado na condi¢fio de Armijo com
n= 10 (colunas 2 e 3 da tabela 5), no trabalho de Yabe e Takahashi [9] constata-se que esses
ndmeros chegam a atingir valores exagerados (colunas 4, 5, 6, 7, 8 ¢ 9 da tabela 5). Na
condigdo de Armijo, Yabe e Takahashi usam n = 10", Um valor desta ordem pode usar-se se
daf resultar uma diminuicéo significativa do ndmero de iteragdes. O que neste caso nfo se
verifica. A implementacdo NL2SOL ([4]) &, entre os métodos Quasi-Newton estruturados, a
que apresenta melhores resultados, no sentido de que necessita de menos iteragdes e também de
menos calculos da fungio.

Nas actualizagBes factorizadas pode concluir-se que a introdugdo do factor de
escalonamento traz vantagens (compare-se as colunas 6 e 8 respectivamente com 7 e 9 da tabela
5). Diminuem o nimero de itera¢des e o numero de cdlculos da fungdo. As diferengas sio
menos significativas (em média uma redugio de 20%) quando a férmula de actualizagio do tipo
BFGS € a escolhida. Com a férmula DFP hd uma reduc¢do de 30% em média. E, entre as
férmulas DFP e BFGS, tal como em optimizagdo geral, a segunda € mais eficiente.

Nas actualizagBes factorizadas pode concluir-se que a introdugdo do factor de
escalonamento traz vantagens (compare-se as colunas 6 e 8§ com 7 e 9 da tabela 5). Diminuem o
nimero de iteragdes e o ndmero de cdlculos da fungdo. As diferengas sio menos significativas
(em média uma redugio de 20%) quando a férmula de actualizagdo do tipo BFGS ¢é a escolhida.
Com a férmula DFP h4 uma redugfio de 30% em média. E, entre as férmulas DFP e BFGS, tal
como em optimizag#o geral, a segunda & mais eficiente,

QNE [ ONE | QNE | QNE | ONEF | ONEF | QNEF| QNEF| QNE QN N
(BFGS) | (Betts) | BB) | ©GW)| BFGS) | BFGS)| (DPF) | (DPF) | NL2SOL| SUMSOL| SUMSOL

18] 81 |cte | cre | 1191 | cre | (191 | cre | @ow)| B=ATA| B

(191 ] [19] [19] [19] [4] {4] (4]

nmi | 14 16 | 18] 17 15 12 | 31 [ 22 13 24 37

nmef | 21 27 135 ] 133 | 109 | 91 | 187 | 138 14 28 45

Tabela 5 - Ndmero médio de iteragSes e de cdlculos da fungdo dos métodos Quasi-Newton!

nmi - mimero médio de iteragGes

nmcf - nfimero médio de cdlculos da fungio

QN - Quasi-Newton

ONE - Quasi-Newton estruturado

QNEF - Quasi-Newton estruturado e factorizado
c/e - com factor de escalonamento

1 56 foram considerados nestes cdlculos os problemas efectivamente resolvidos pelos respectivos métodos
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5. Comentarios Finais

Os métodos disponiveis para a resolugdo de problemas de minimos quadrados ndo lineares
podem ser agrupados em trés classes. A primeira classe envolve o método de Newton e
aproximagdes baseadas em diferencas finitas, a segunda classe envolve o método de Gauss-
Newton e as variantes do método de Levenberg-Marquardt e o dltimo grupo envolve os
métodos Quasi-Newton, Pretendia-se também com este artigo analisar a eficiéncia e a robustez
dos métodos Quasi-Newton quando comparados com as variantes do método de Newton. Do
estudo realizado pode concluir-se que os métodos Quasi-Newton estruturados trazem vantagens
quando comparados com os métodos Quasi-Newton mais gerais. A implementagio da técnica
de globalizagdo baseada em regides de confianga parece ser a mais aconselhada. No entanto,
com as férmulas factorizadas, que garantem matrizes definidas positivas e consequentemente
direcgdes de procura de descida, a globalizagio dos algoritmos pode ser feita de uma maneira
mais simples, recorrendo, por exemplo, a critérios do tipo Armijo. Também se aconselha a
introdugdo de um factor de escalonamento. Este trabalho j4 originou, entretanto, um estudo
onde foram deduzidas novas férmulas de actualizago para as matrizes factorizadas de métodos
Quasi-Newton estruturados. Os resultados que serdo obtidos com as novas férmulas serdo
comparados com 0s ja existentes e apresentados noutro artigo.

Para finalizar resta-nos comentar um pouco sobre a questdo da convergéncia. Do estudo
conclui-se que se obtém convergéncia quadratica local com o método de Newton se a matriz do
Jacobiano do sistema for Lipschitz continua numa vizinhanga da solugfo, se for ndo singulare a
sua inversa for limitada superiormente na solugdo. Também € possivel conseguir-se uma
convergéncia quadrética e local para o método de Gauss-Newton, mas s6 no caso do problema
ser de residuos nulos.

Para o método Levenberg-Marquardt e para aproximagdes iniciais préximas da solugdo e na
resolu¢do de problemas de residuos nulos, o Teorema 3, estabelece condigdes para a
convergéncia quadrética. A condi¢iio mais importante exige que a sequéncia de parimetros u(k) ,
tenda para zero, 3 medida que nos aproximamos do ponto estaciondrio da fungdo S(x).

O Teorema 4 ¢ o Corolério 2 estabelecem condi¢des para que o método que define uma
sequéncia MDLS tenha convergéncia superlinear para um minimo isolado de S(x) e estas sdo
validas apenas para problemas de residuos nulos. A convergéncia ¢ estabelecida apenas nos
problemas em que o valor préprio de menor mddulo da matriz ATA ¢ maior do que o raio
espectral da matriz R.

Para os métodos Quasi-Newton estruturados baseados na factorizag@o de J, é possivel obter
uma convergéncia local e superlinear, segundo o que € estabelecido no Teorema 5 e Coroldrio 3
como ja foi referido em 3.3, mas € necessdrio que a sequéncia de factorizagdes seja
uniformemente limitada.

Quando cada matriz a actualizar aproxima uma das matrizes B;, das segundas derivadas das
fungdes fj, o método Quasi-Newton resultante pode apresentar uma convergéncia local e
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quadratica se o problema for de residuos nulos. A proximidade das matrizes de aproximagio
H? , em relacfo as B]('o) , bem como a condi¢do das matrizes Bj(x) serem Lipschitz continuas

sdo necessdrias para que haja convergéncia para um ponto estaciondrio de S (veja-se 0s
Teoremas 6 ¢ 7).
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