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ESTUDO DE EFICIENCIA NA BOLSA DE VALORES DE
LISBOA: CICLICIDADE E REGRAS DE COMPRA

Jodo A.O. Soares

José A. Assis Lopes

Carlos M.F. Monteiro!

Secgio Auténoma de Economia e Gestdo

Insituto Superior Técnico - Univ. Técnica de Lisboa

Abstract

This paper concerns the problem of testing financial markets' efficiency and, particularly, researches the
existence of cycles in time series of prices. An algorithm of test is proposed, based on two main steps: 1)
spectral analysis for the detection of the dominating frequencies; 2) simulation of trade rules based on the
exploitation of 1). This methodology and the allernative Alexander filters are applied to the analysis of the
Lisbon Stock Exchange Index "BTA", between 1988 and 1992. The results obtained demonstrate the inefficiency
of this Stock Exchange within the above period.

Resumo

Este artigo debruga-se sobre o problema do teste A eficiéncia dos mercados financeiros, e, em particular,
sobre a pesquisa de ciclicidade nas séries de pregos. Nesse contexto propde-se um algoritmo de leste baseado em
dois estddios principais: 1) andlise espectral para a detec¢do de frequéncias predominantes; 2) simulagio de regras
de compra baseadas na exploragio destas. Esta metodologia, bem como a dos Filtros de Alexander, € explicada a
anilise do indice de colagdes Totta e Agores, da Bolsa de Valores de Lisboa, entre 1988 e 1992, Os resultados
obtidos permitem concluir pela ineficiéncia da referida Bolsa durante esse mesmo perfodo.

Keywords
Stock Markets, Efficiency, Alexander Filters, Trade Rules, Forecasting

I. Introdugio

A eficiéncia, ou melhor, a falta de eficiéncia, da Bolsa de Valores de Lisboa, € assunto
frequentemente referido por quantos escrevem sobre o mercado portugués de capitais. No
entanto, os argumentos aduzidos restringem-se, em geral, a uma apreciagdo qualitativa sobre as
pequenas dimensdo e liquidez bolsistas, bem como sobre a sua baixa rendibilidade. Uma
justificagfio sustentada estatisticamente resume-se, tanto quanto € do nosso conhecimento, a
dois artigos: Crato e Lopes (1989) e Sousa CAmara (1991). Ambos conhecem, contudo,
limitagdes: o primeiro, porque abrange um pequeno perfodo, de reconhecida ineficiéncia -
1.1.86 a 10.11.87 -; o segundo porque se baseia no estudo exclusivo das autocorrelagdes de
ordem 1 e 30, confundindo indevidamente autocorrelages significativas com auséncia de

eficiéncia.

1 Os awtores agradecem as contribuicbes do Dr. Fébio Paimar, do BTA, e do Eng. Santa Marta Gomes da S AEG. - IST.
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Assim, neste trabalho procura-se:

1) Em primeiro lugar, rever o conceito de eficiéncia dos mercados de capitais,
associando os diferentes graus de eficiéncia dos pre¢os com as respectivas formas
de os testar - isto € feito no ponto IT;

2) centrados justificadamente no problema da eficiéncia fraca, apresentar uma
metodologia de teste cuja principal inovagéo e interesse € a de reunir as vantagens
das regras de filtragem e da andlises a fungfo de autocorrelagdo, de que falaremos
- ponto I1I;

3) aplicar essa metodologia aos dados do mercado accionista da Bolsa de Valores de
Libsoa (B.V.L.), confrontando os resultados com os de outras conhecidas regras
(filtro de Alexander) e com o rendimento dos titulos do Estado - ponto IV;

4) concluir da eficiéncia do mercado - ponto V.

H. Definicio de Eficiéncia. Graus de Eficiéncia dos Pregos

Pode definir-se eficiéncia como a capacidade de afectar um conjunto limitado de recursos
por forma a serem usados da maneira mais produtiva. No caso do mercado de capitais, isto
pressupde que os recursos financeiros de agentes com capacidade de poupanga sejam
canalizados prioritariamente para as empresas com oportunidade de investimento mais
rentdveis. Como estas nfo so infinitas, o aumento da procura destes titulos faz aumentar a sua
cotagfio, baixando consequentemente a sua taxa de rendimento. Os recursos financeiros
excedentdrios sdo entdo canalizados para outros titulos que, obviamente, terdo um pre¢o menor,
mas que poderdo proporcionar idéntico rendimento (menores lucros sobre menores pregos). No
limite, podendo os pregos flutuar livremente, e de idéntica forma circularem os recursos,
espera-se que as taxas de rendimento marginais, ajustadas do seu grau de risco, sejam idénticas
para todos os detentores de poupangas e investimentos produtivos,

Assim, para que um mercado de capitais seja eficiente como distribuidor éptimo de
recursos, dois aspectos tém de ser cumpridos:

- Em primeiro lugar, que a oferta e a procura tenham uma dimensdo considerdvel, e
que haja condigdes de operacionalidade e regulamentagfio capazes de assegurar
rapidez e concorréncia na transacgdo dos titulos. Também, se ¢ irrealista exigir
custos de transac¢do nulos, espera-se que estes sejam muito reduzidos,
compensando exclusivamente os encargos de processamento e risco suportados.
Estas caracterfsticas constituem a chamada eficiéncia operacional ou interna.

- Em segundo lugar, que os pregos reflictam total e imediatamente a informagdo que
vai estando disponfvel e que seja relevante para a avaliagfo das empresas cotadas.
De facto, sendo o valor dos titulos determinado pela expectativa dos seus
rendimentos futuros, novas informagdes, que levam a uma alteragdo dessa
expectativa, devem reflectir-se na procura desses tftulos, originando a actualizagio
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imediata dos seus pregos. Esta caracteristica designa-se por eficiéncia externa ou

dos pregos, € € sobre ela que recaem os diferentes testes.

Estes baseiam-se na ideia de que, se num mercado eficiente os pregos reflectem

imediatamente toda a informagio, isso implica que nfio ¢ possivel concertadamente superar o

rendimento médio do mercado. Desta forma, a aferi¢iio de eficiéncia expressa numa série de

cotagbes pode fazer-se por comparagdo entre o rendimento de politicas de compra e venda

baseadas num conjunto de informagdo, e o resultado de uma estratégia totalmente inactiva -

comprar no inicio e vender no fim: o "buy-and-hold". Resta dizer que a literatura consagrou trés

graus de eficiéncia correspondentes a outros tantos conjuntos de informag&o:

a)

b)

c)

EFICIENCIA FORTE - Nesta definigdo nunca é possivel superar o "buy-and-
hold". Toda a informagio, pdblica e privada, estd reflectida nos pregos. Ea
defini¢io mais exigente, sendo usualmente testada por andlise de eventuais casos
de abuso de informagdo - "insider trading". Pretende-se desta forma verificar se
os investidores bolsistas mais favorecidos no acesso 2 informagdo de uma dada
empresa - funciondrios superior e grandes accionistas -, obtém lucros acima do
normal, nas transagdes dos titulos dessa empresa. Nas bolsas norte-americanas ¢
publicado um boletim onde essas transagdes sdo registadas (o "Official Summary
of Insider Trading"), facto que nio ocorre em Portugal. E pois impossivel, aqui,
proceder a essa andlise.

EFICIENCIA SEMI-FORTE - Significa que toda a informagdo publica (exclui-se,
pois, a privada) é imediatamente reflectida nos pregos. Advém da existéncia de
ampla informagdo de cardcter financeiro, bem como da capacidade de avaliagdo e
resposta pronta por parte dos agentes econémicos. Os estados que se podem
considerar como testes a este grau de eficiéncia, sdo-no por uma de duas vias: ou
testam a velocidade de reacgfio das cotagdes a divulgago de uma noticia que as ird
afectar - andncio do resultado das empresas, alterages as taxas de juro, venda de
blocos de acgbes, etc; ou se debrugam sobre varidveis que sendo piiblica e
antecipadamente conhecidas, possam gozar de uma correlag@o forte com as
cotag'c”)cs, permitindo a sua previsdo - cotages de titulos cuja evolugdo preceda a
dos outros, mercados "leaders", etc.

EFICIENCIA FRACA - Significa que nfio se consegue superar o "buy-and-hold"
com regras de compra baseadas na andlise dos pregos histéricos (um subconjunto
da informag#o piblica). Sendo a defini¢do em que o conjunto de informagdo €
mais reduzido, 6bvio se torna dizer que uma demonstragio da ineficiéncia a este

nivel implica a ineficiéncia nos graus acima.

H4 trés tipos de teste estatsticos a este grau de eficiéncia: testes de repeti¢bes ("runs

analysis"), filtros e estudo das autocorrelagdes. Os testes de repeti¢Ges ou "runs” consistem na

transformagdo de uma série de rendimentos noutra correspondente aos sinais daquela: 0, +, -,
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Testa-se, entdo, se esta poderd provir de uma sequéncia gerada aleatoriamente. As vantagens
deste tipo de testes advém de, sendo ndo paramétricos, ndo pressuporem nenhuma hipétese
quanto 2 distribuig#o estatfstica dos rendimentos, permitindo, para mais, ultrapassar o problema
da heterocedasticidade. Contém, no entanto, uma desvantagem essencial: constituem uma forma
particular e pouco potente de teste & primeira autocorrelagdo, ignorando desfasamentos
superiores (ver Taylor [1989, pp.140-141]). Nesse sentido concentrar-nos-emos somente nos
dois outros tipos de teste.

Os filtros sfio essencialmente regras mecinicas para determinagio dos pontos de compra e
venda. Os mais conhecidos sdo os baseados nas médias méveis (pontos determinados pelo
cruzamento destas com as séries de dados) e o filtro de Alexander. Este pode descrever-se
simplificadamente pela seguinte regras: comprar um ttulo sempre que o seu preco sobe mais do
que X% relativamente ao mfnimo local entre o ponto em andlise e a dltima venda; vendé-lo
sempre que desce mais do que X%. A grande vantagem dos filtros, como forma de teste i
eficiéncia, advém do facto de estes fornecerem directamente os rendimentos a comparar com o
"buy-and-hold". A sua desvantagem decorre de, niio sendo um método analftico, nunca se
poder afirmar, face aos resultados negativos com certos filtros, que ndo existam outros que
superem o "buy-and-hold".

Vantagens e desvantagens inversas tem o estudo das autocorrelagées. Decorre de um
procedimento analitico, baseado na ideia de que a eficiéncia fraca implica a inexisténcia de
padrdes nos dados, capazes de se revelarem através do correlograma dos rendimentos dos
titulos. Contudo, a presenga de autocorrelagdes significativamente néio nulas ndo ¢ garantia da
existéncia de uma politica activa de transacg¢des que ndo incorra em custos superiores aos
ganhos, Justifica-se, entdo, uma forma de teste mista, que descreveremos no ponto seguinte.

III. Metodologia para Teste da Eficiéncia dos Precos

A andlise de uma série cronolégica pode ser efectuada no dominio temporal ou frequencista.
A primeira assenta em boa parte no estudo da fungio de autocorrelagfo. A segunda consiste na
andlise espectral, que permita descrever a variagdo de uma série através da adigfo de
componentes ciclicas com diferentes frequéncias - correspondentes para o caso discreto ao
conjunto [1/n,..., (n/2)/n]. E claro que hd uma correspondéncia entre as duas andlises, a qual
resulta de o espectro ser a Transformada de Fourier da fungio de autocovaridncia (ver Soares
[1989]). Nesse sentido, o estudo prévio do correlograma de uma série indicia o que se ird
encontrar no grifico do estimador do espectro de poténcia - o periodograma. Contudo, h4
vantagens na utilizagfo deste tltimo no estudo da ciclicidade, pois pelo periodograma visualiza-
se a decomposigfo total da varifincia amostral na contribuigdo relativa das diversas frequéncias.




J. Soares et al | Eficiéncia na Bolsa de Valores de Lisboa 123

Dada esta justificacfo, estamos em condi¢ces de apresentar o algoritmo de teste:

rASSU 1 - Andlise do periodograma da série de rendimentos para detecgdo de
frequéncias predominantes, que sdo seleccionadas para o segundo
PASSO.

PASSO 2 - Simulagdo de uma politica ciclica de compra e venda baseada nos
periodos seleccionados. Para cada periodo calculam-se os resultados
correspondentes 2s diferentes fases possiveis, isto €, em que a primeira
compra ocorre entre os pontos 1 e "p" da série ("p" = perfodo dos ciclos).
O melhor resultado, por periodo, € seleccionado para o terceiro PASSO.
Podem ainda simular-se politicas ndo baseadas em perfodos fixos. Para
tal hd que adicionar sinuséides correspondentes a dois ou mais periodos
seleccionados, marcando os pontos de compra ¢ venda de entre os
méximos € minimos.

PASSO3- Aos resultados, por perfodo, obtidos anteriormente, hd que deduzir os
correspondentes custos de transac¢io. Os rendimentos liquidos sdo entédo
comparados com a politica de "buy-and-hold". Se forem superiores estd

provada a ineficiéncia do mercado.

IV. Anilise de Eficiéncia na Bolsa de Valores de Lisboa: Jan.88 - Fev.92

A andlise a que vamos proceder incide sobre a vertente accionista da Bolsa de Lisboa. Para
esse efeito debrugar-nos-emos, ndo sobre alguns titulos seleccionados, mas sobre o indicador
mais conhecido da evolugdo do mercado - o Indice do Banco Totta e Agores. Neste ndo
consideraremos o periodo anterior a 1988, jd que até 1986 a actividade bolsista foi bastante
reduzida, e em 1987 perdurou, durante quase todo o ano, o impedimento de variagdes didrias
superiores, em valor absoluto, a 5%. Esta regra, que ainda para mais coincidiu com um perfodo
de grande especulagio bolsista, originou um alisamento artificial da série de valores.

A Figura 1 representa a evolugéo do indice entre 1.1.87 ¢ 28.2,.92. Embora a nossa andlise
ndo considere o ano de 1987, decidimos inclui-lo para melhor compreensio da evolugdo
posterior. Assim, nos primeiros nove meses de 1987, o indice aumenta o valor anormal de
458%. Até ao fim do ano dd-se uma descida (reposi¢éo) brusca, sendo que entre Janeiro e
Dezembro o fndice aumentou 145%. Como consequéncia, em 1988 continua a descida, agora
mais suave, registando-se uma variagio anual negativa de 25%. O ano seguinte é um ano de
retoma (aumento global de 40%), sendo 1990 e 1991 caracterizados, no essencial, por novas
descidas. A importincia do pico especulativo de 1987 pode ainda ser constatada quando se
estabelecem comparagdes plurianuais. De facto, se considerarmos o periodo de Jan. 88 a Fev.
92 salienta-se a evolugdo negativa do mercado (menos 38,7%). Olhando desde Jan, de 87 a
evolugo € ja positiva (56.7%), traduzindo contudo uma reduzida taxa de crescimento anual -
cerca de 9.5%.
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(x 1000}
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Figura 1 - Indice B.T.A. (Jan. 87 - Fev. 92)

Como € sabido, na andlise geral de séries cronolégicas, o estudo da fungdo de
autocorrelagdo ou a andlise espectral ndo se fazem sobre uma série com marcadas tendéncias,
mas antes sobre séries diferenciadas. Também aqui passaremos a analisar, equivalentemente, a
série de taxas de rendimento didrio simples (ver Figura 2). Os factos mais marcantes da mesma
sdo: uma média préxima de zero, mas ligeiramente negativa (-0.04%); um niimero reduzido de
valores mais extremados, com um minimo de -7.5% e um mdximo de 6.8%; uma maior

variagdo do valor médio na parte inicial, com estabilizagio posterior.

T

Taxa
T

-8

‘ Tempo X 100>
Figura 2 - Taxa de Rendimento Didrio do Indice B.T.A. (Jan. 88 - Fev. 92)
Passemos agora a andlise do correlograma (Figura 3). Nele destaca-se: o elevado valor da
primeira autocorrelagdo (0.5); um valor ainda alto (0.21) para a segunda, e que é devido ao

efeito de arrastamento produzido pela anterior, Jjd que a segunda autocorrelagdo parcial é
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negativa ¢ nfo significativamente diferente de zero; valores significativos para o desfasamento 9
e 10; finalmente, de entre todos os outros valores ndo significativos, destacam-se os
desfasamentos 25-26 e 32-33. As mesmas concluses se retiram se se adoptarem valores
corrigidos da presenga de heteroscedasticidade, para os desvios padrio das autocorrelagdes
(ver, p.ex., Lo e Mackinlay [1988]).

S

Coeficiente
e
T
.
}.

-1

T P P - — s ) .
0 ae 40 89 a8 YT 120
Desfasamento

Figura 3 - Autocorrelages Amostrais da Taxa de Rendimento Didrio do Indice B.T.A.

Na Figura 4 apresenta-se o periodograma da série. Nele se evidencia o predominio das
baixas frequéncias (entre 0 e 0.12 ciclos por intervalo amostral), com destaque claro para duas
zonas que se tinham demarcado no correlograma: a correspondente a perfodos entre 8 ¢ 11 dias,

e, com um valor de ordenada inferior, a de 33 dias.
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Figura 4 - Pcriodograma‘da Taxa de Rendimento Didria do Indice B.T.A.
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No passo seguinte efectuaram-se simulagdes para aqueles perfodos, com as diversas fases

possiveis. Os valores mais elevados de rendimento foram:

a)

b)

ciclo de 9 dias (compra-venda ao fim de 5 dias - compra passados mais 4 dias)
com a primeira compra em 5.1,88; ’
ciclo de 33 dias (compra-venda ao fim de 16 dias - compra passados mais 17

dias) com a primeira compra em 26.2.88.

Finalmente, no PASSO 3 procedeu-se 4 avaliagio dos resultados. A mesma tem por base o

Quadro 1, que passamos a comentar:

a)

b)

c)

As diferentes linhas correspondem as regras de transacgio ciclicas de 9 a 33 dias,
e, para além do "buy-and-hold", resolvemos incluir os rendimentos dos filtros de
Alexander com 10, 5, 1.5 e 1%, bem como os rendimentos dos titulos de divida
publica. Os primeiros permitem avaliar o desempenho das regras ciclicas, com
alternativas de perfodo varidvel. Os segundos, calculados a partir de uma média
ponderada dos diferentes titulos, compilada pelo Banco Totta e Agores, foram
seleccionados como elemento comparativo, em virtude de nio sofrerem o grau de
risco associado ao mercado accionista.
Em coluna apresentam-se: I - o nimero de dias com titulos em carteira (dias
"In"); II - o niimero de dias "out"; Il - o niimero de compras e vendas efectuadas,
para cdlculo dos custos de transacgfio; IV - estes mesmos custos tendo por base a
taxa actual de corretagem mais elevada (0.5% para operagdes inferiores a 5000
contos) e a taxa de Bolsa (0.05%); V e VI - as taxas de rendimento brutas e
liquidas dos custos de transacgio; VII e VIII - as taxas médias didrias para os dias
"In", inclufdas para complemento da andlise das colunas anteriores.
Dos valores obtidos destacam-se os seguintes resultados;
c1) Por qualquer dos critérios (V e VII), os rendimentos brutos das regras de
transacgdo ciclicas sdo superiores ao "buy-and-hold", Apés deduzidos os
custos de transacgdo, sé a regra dos 33 dias o supera, embora com um
rendimento negativo.
¢2) Os filtros de Alexander com parimetro inferior a 5% superam claramente as
regras ciclicas e, consequentemente, o "buy-and-hold" (isto em termos
brutos e lquidos). Sdo ainda superiores ao desempenho dos titulos de
divida piblica.
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| 11 1 v v VI VI VI
Regras de | Dias ’ Dias NR Custos | Rend. | Rend. |Rend.Bruto| Rend.Liq.
Filragem | "In" "Out" | Trans. de bruto no| lig.no }média didria | média didria
Trans.(%)| periodo | perfodo

9D 535 425 212 116.6%| 50.0%]| -66.6%| 0.0804%| -0.1380%

33D 453 507 58 31.9%| 26.0%! -5.9%| ' 0.0583%]| -0.0120%
F.Alex.10% | 448 512 16 8.8%| -18.0%| -26.8%| -0.0394%| -0.0590%
F.Alex.5% 363 597 24 13.2%| 43.2%| 30.0%| 0.1047%] 0.0680%
F.Alex.1.5% | 322 638 62 34.1%| 153.2%| 119.1%] 0.2988%] 0,1930%
F.Alex.1% 357 603 76 41.8%] 183.2%] 141.5%| 0.3000%| 0.1830%
Buy-and-Hold | 960 0 2 1.1%| -38.7%| -39.8%| -0.0415%| -0.0430%
Div.piblica | 960 0 2 1.1%] 105.2%| 104.1%| 0.0749%| 0.0743%

Quadro I - Andlise Comparativa de Rendimentos

V. Conclusoes

As concluses deste trabalho sfo as seguintes:

1

A Bolsa de Valores de Lisboa revela ineficiéncia para o perfodo em andlise
(Jan.88 - Fev, 92).

E possivel demonstrd-lo através de uma metodologia que retine o caricter
analitico da andlise espectral e a simulago das regras de compra.

Apesar de pela andlise do correlograma da série das taxas de rendimento, o
desfasamento de 33 dias no ser significativo a + 2 DP's, a metodologia referida
em 2) prova que uma politica ciclica de compra e venda, com este perfodo,
ultrapassa o "buy-and-hold".

A politica referida em 3) revela, contudo, resultados bastante inferiores ao
rendimento dos titulos de divida publica e aos filtros de Alexander de 1.5 e 1%.
Os filtros de Alexander de 1 e 1.5% mostram ter sido possivel, durante o periodo
em andlise, uma rendibilidade de cerca de 23% ao ano, isto €, sensivelmente 5
pontos percentuais acima do rendimento dos titulos de divida piblica.

E de explorar o prosseguimento da metodologia exposta neste trabalho,
construindo regras de transac¢do baseadas na adic@o de sinuséides com perfodo

correspondente aos picos predominantes do periodograma.
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Abstract

Price flutuation is a major source of complexity for commodity purchasing decisions. In a efficient market
it is appropriate to adopt passive management policies, involving an attempt either to transfer the risks
associated with price movements to third parties or to buy consistently at or close to the average market price,

This paper describes an alternative type of policy concerning the problem of the day to day buying
commodities through the futures markets and deals specifically with a heuristic rule developed by the authors for
the 'purchasing under a deadline' scenario. The rule, which aims at reducing the long-run purchasing costs while
keeping risks within acceptable limits, is based on short-term forecasts produced by Taylor's price-trend model.

The policy was tested using the 1972-87 and 1982-87 series of CBOT daily corn and soybean futures
closing prices. The results suggest that it leads to a significant improvement on the purchasing results even for
buyers with a considerable degree of risk aversion.

Resumo :

A flutuagfio dos pregos das mercadorias constitui um factor de complexidade nas decisGes de compra de
matérias primas. Se um mercado for considerado eficiente, fard sentido adoptar politicas de compra passivas,
através das quais se procuram transferir para terceiros os riscos associados ao movimento dos pregos ou ainda
adquirir as mercadorias a um custo tanto quanto possivel préximo do prego médio do mercado.

Nesta comunicagio descreve-se uma politica alternativa que envolve a compra de mercadorias através dos
mercados de futuros e com a qual se pretende reduzir, no longo prazo, o custo de aquisi¢io de matérias primas,
mantendo os riscos associados a flutuagio dos pregos dentro de limites aceitdveis. A politica baseia-se em
previsdes dos pregos efectuadas com base nos modelos com tendéncia de Taylor e numa regra heuristica para a
compra de futuros, desenvolvida pelos autores.

Os resultados do teste desta politica na simulag@io da aquisi¢do de futuros de milho e de soja, na bolsa de
Chicago, ao longo dos anos 1977-87 e 1982-87, respectivamente, constituem claros indicadores da possibilidade
de se obterem poupangas significativas em relagéo ao prego médio do mercado, mesmo por compradores com
razodvel aversio ao risco.

Keywords

commodities, futures markets, time series analysis, forecasting, purchasing rules,

1. Introducgao

Em diversas industrias transformadoras, as matérias-primas correspondem a uma parcela
muito significativa do custo dos produtos finais. Sucede que os pregos de tais matérias primas
sio 'frequentemente determinados em bolsas de mercadorias, alterando-se de dia para dia e
mesmo de minuto para minuto. Em alguns casos nfo é possivel repercutir, nem sequer
parcialmente, a flutuagfo daqueles pregos no prego de venda dos produtos acabados.

Nestas circunstancias, o problema do aprovisionamento de matérias primas complica-se
substancialmente. De facto, para além das outras tarefas inerentes ao processo de aquisi¢do, o
responsdvel pelas compras deverd decidir sobre a quantidade de mercadoria a adquirir em cada
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oportunidade de compra. O prego que pagard pelo produto poders ser significativamente
afectado pelas decisdes adoptadas e, mesmo quando ¢ possivel transferir para o cliente o risco
associado & variago dos pregos, os ganhos que possam resultar de boas decisées de compra
podem justificar a adopgdo de politicas que visem a redugdo do custo global de aquisi¢do das
matérias primas.

O problema analisado nesta comunicagfo diz respeito ao que, na terminologia de Kingsman
[1985], corresponde ao dltimo estddio do processo de decisdo associado 3 compra de
mercadorias sujeitas a flutuages de prego. Tal estddio consiste no desenvolvimento de regras
de compra que, a partir de previsSes de pregos a curto prazo, permitam definir as quantidades a
adquirir nas sucessivas oportunidades de compra.

Estas regras (ou politicas) sfo definidas tendo em conta o cendrio de compra, isto é, o
conjunto de parimetros e restri¢des que condicionam o processo de aquisi¢do da mercadoria em
causa. O cendrio considerado corresponde ao que vulgarmente se designa por "compra com
data limite", que € o tipico dos processos de compra que envolvem sistemas de transporte
descontinuos, como € o caso das mercadorias agricolas (Cabral e Guimaries [1988] e
Guimaries e Kingsman [1990]). Nos termos de Kingsman [1985] esse cendrio ("Type 2
Tactical Buying Situation") define-se da forma seguinte: "Aquisi¢fo de uma determinada
quantidade de uma mercadoria antes de uma data limite, existindo vérias oportunidades de
compra. Em cada oportunidade ¢ cotado apenas um prego perante o qual o comprador pode
adquirir toda ou parte da quantidade global requerida ou ainda esperar pela oportunidade de
compra seguinte"”,

No problema em causa, admite-se ainda que a compra diz respeito néo & mercadoria "fisica"
necessdria para o processo produtivo, mas a uma determinada quantidade de futuros dessa
matéria-prima. Considera-se que a compra dos futuros faz parte do procedimento habitual de
aquisi¢do de mercadorias sujeitas a flutuagdes de prego (ver Guimardes {1981]). Em.cada
oportunidade do "perfodo activo de compra" (perfodo alocado para a compra da mercadoria,
tipicamente de 1 a 2 meses), o comprador poder4 adquirir os futuros que pretender, desde que
na data limite disponha do niimero de futuros equivalente 2 quantidade de matéria-prima "ffsica"
requerida inicialmente. N@o se admite a possibilidade da venda de futuros e presume-se que as
transacgdes sdo efectuadas ao prego das cotagdes didrias de fecho dos futuros envolvidos,

2. A Eficiéncia dos Mercados no Contexto do Problema de Compra

Vidrios autores t€m proposto diferentes definigGes de eficiéncia. Em todas elas se associa is
bolsas de mercadorias (e de valores) um mecanismo capaz de processar a informagio (passada e
presente) de uma forma tdo répida e eficaz que os pregos, a cada momento, traduziriam o
“justo" valor do que 14 fosse transaccionado. Por outras palavras, cada prego cotado num tal
mercado reflectiria o ponto de quilibrio entre a oferta e a procura e incorporaria toda a
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informac#o relevante disponivel naquele momento. Por exemplo, segundo Fama [1970], a
"eficiéncia perfeita" (na forma fraca, semi-forte ou forte, consoante se considere apenas a
informagfo contida nos precos do passado e do presente, a infortnagdo publica ou toda a
informagdo piiblica e privada) implicaria uma reacg¢do instantdnea e total aos choques
provocados pela informagéo, o que, por sua vez, determinaria que, em relagfo aos pregos, 0s
mercados ndo possuiriam "memdria”.

Para alguns autores (ver Guimardes et al [1989]) a impossibilidade de, consistentemente, se
obterem lucros num mercado deveria ser cosiderada uma condi¢fo necessdria para a sua
eficiéncia. Por consequéncia, se a um qualquer mercado for aplicada uma poitica de actuagéo
que prove ser capaz de gerar lucros (apés se descontarem o factor de risco e os custos
associados as transacgfes), esse mercardo ndo deverd ser considerado eficiente. A questdo da
eficiéncia é colocada assim na aceitago ou rejeigdo da prova que for feita sobre a significincia
dos resultados obtidos com a politica adoptada.

No contexto dos processos de compra, parece razodvel aceitar-se que a eficiéncia de um
mercado depende ndo sé da forma como a informagao se reflecte nos pregos, mas também das
restrigoes que sdo impostas pelo processo particular de compra de uma determinada mercadoria
e ainda do critério através do qual o comprador avalia as vérias politicas alternativas. Deste
modo, para um determinado processo de compra de mercadorias, um mercado serd considerado
eficiente (na sua forma fraca) se os resultados obtidos pela utilizagdo dos pregos do presente e
do passado ndo forem, do ponto de vista do comprador, melhores do que aqueles que seriam
obtidos na auséncia de qualquer informagdo. Esta defini¢do de eficiéncia (ver Cabral e
Guimardes [1989]), que toma por base a apresentada em Jensen [1978], serd a adoptada a partir
daqui. Nesta definigfo, a eficiéncia depende de cada comprador em particular e do respectivo
processo de compra. E neste aspecto que ela se distingue da de Jensen.

Verificando-se a hipdtese fraca de eficiéncia, a melhor informagio que um negociante pode
extrair dos pregos sobre aquilo que se passard no futuro estd contida no preco prevalecente no
momento. Nestas condi¢Bes, resultardo infrutiferas quaisquer tentativas de desenvolver e
aplicar com proveito politicas de compra que, a partir de previsGes de pregos (tendo por base as
cotagdes do passado e do presente), tenham por objectivo reduzir os custos de aquisi¢do de uma
mercadoria. Verificando-se a "eficiéncia perfeita”, fosse qual fosse a informagéo utilizada por
qualquer politica de compra, tal politica estaria condenada a ndo ter sucesso no longo prazo.
Numa situagfio deste tipo, o comprador optard por uma politica de compra "passiva", cujo fito é
o de transferir para terceiros os riscos e os custos associados aos movimentos dos pregos ou o
de comprar consistentemente ao pre¢o médio do mercado. Em contraste com esta situagio,
politicas activas de compra, tais como a que se apresenta neste trabalho, s6 fardo sentido se a

eficiéncia do mercado for posta em causa, implicando que se verifiquem as seguintes condiges:




132 J. Cabral et al | Regra de compra de mercadorias

(i) existéncia de tendéncias persistentes, detectiveis através da observagio dos
pregos histéricos;

(ii) capacidade de desenvolver ou aplicar uma regra de compra a partir da qual se
possam obter redugdes, estatisticamente significativas, no custo global médio de
compra; €

(iii) possibilidade de que as poupangas sejam geradas dentro dos limites de risco
tolerdveis pelo comprador.

Através dos modelos com tendéncia propostos por Taylor, tem sido possivel ndo s6
demonstrar a existéncia de tendéncias significativas em diversas séries de pregos mas também
fundamentar regras de compra capazes de gerar poupangas significativas (ver, por exemplo,
Taylor [1980, 1986, 1988], Taylor e Tari [1989], Guimaries e Kingsman [1990]). Ficam
assim preenchidas as duas primeitas condigGes. Resta, porém, demonstrar a terceira.

3. Regra de Compra com Controlo do Risco

A politica de compra com controlo do risco baseia-se na politica poposta por Guimarées
[1981] e recorre, igualmente, a previsdes de pregos para o curto prazo obtidas a partir dos
modelos de Taylor. Na sua origem estd a ideia de que, a verificarem-se tendéncias no curto
prazo (tal se admite nos modelos de Taylor); as compras s6 se devem efectuar quando se
prevéem tendéncias positivas. A quantidade a comprar deverd se proporcional 4 confianga que
se deposita na subida dos pregos, confianga essa medida pela "tendéncia normalizada" (ver
Taylor [1978]). Na base da reformulagdo da regra de Guimaries esteve o reconhecimento de
que nela ndo se tomava em considerago a atitude do comprador face ao risco.

A politica proposta serd apresentada de acordo com a seguinte notagdo:

N:  numero total de oportunidades incluidas no perfodo activo de compra (dias)

Q: quantidade total de mercadoria (futuros) que deverd ser adquirida durante o
periodo de compra

n: indice denotando cada um dos dias do perfodo activo; em cada dia, o valor de n
corresponde ao nimero de oportunidades que restam até 3 data limite (n=N, N-
1,..., 1) ‘

A, quantidade que, de acordo com a politica, dever4 ser adquirida no dian

dn: quantidade por adquirir quando faltam n oportunidades para a data limite (note-se
que g, =Q eque g, =qyyq - Any1)

flo.q : estimativa da tendéncia para o dia n-1, calculada depois de se conhecer a

cotagfio do prego no dian

On.1: estimativa do desvio do padrio de f,.1, calculada depois de se conhecer a
cotagfo do prego no dia n
Cp: estimativa da "tendéncia normalizada" obtida no dia n para o dia seguinte (¢, =
p'n-l/ on-l)
T: parimetro controlador de compras
A quantidade a adquirir em cada oportunidade ¢ especificada de acordo com as seguintes

expressoes:
e Para T>0
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0, se -T > ¢y
para n22: A, = qn/n, se -T<c, €T

Min[q,, Max(A},q,/n) se T <c,
para n=1: A} =q

onde
A:I = f(n) c, An:
o Para T=0

Adopta-se a regra original de Guimaries, para a qual se efectuam compras na
quantidade A} sempre que ¢, é positiva e se adiam as compras quando ¢, é <0.
A regra heurfstica que estd na base da politica de compra toma em consideragdo as seguintes

situagGes:

(i) c, possui um elevado valor positivo
O sinal (positivo) da tendéncia € previsto com grande confianga e,
consequentemente, uma elevada proporgao de q,, (quantidade que falta comprar)
deverd ser adquirida. Quanto maior for c,, tanto maior serd aquela proporgao.

(ii) c, possui um elevado valor negativo
O sinal (negativo) da tend&ncia € previsto com elevada confianga e,
consequentemente, ndo se deverfio fazer compras.

(iii) c, possui um pequeno valor absoluto
Nesta situa¢do, em que o sinal da tendéncia ndo se pode prever com confianga,
adoptar-se-4 a polftica alternativa face a qual a regra € avaliada ("benchmark™).
No contexto do problema em anélise, a politica "benchmark” consiste na compra
de igual quantidade de futuros em cada oportunidade, conduzindo a um custo de
aquisi¢fo igual ao prego médio do mercado no periodo activo de compra. Isso
significa que no dia n se adquirird a quantidade q/n.

A disting@o entre quaisquer duas destas situagSes pode ser feita & custa do parimetro
controlador de compra T (ver Cabral ¢ Guimardes [1989]). Se for escolhido um valor elevado
para T (por exemplo, 3), a regra conduzird praticamente & adopg¢do da "benchmark” (isto €, a
compra da mesma quantidade todos os dias), para a qual a poupan¢a em relagio ao pre¢o médio
do mercado serd nula. Esta situagdo ocorre porque c, é aproximadamente N(0,1), sendo
portanto altamente improvavel que tome um valor absoluto superior a 3. A medida que se reduz
T, o valor esperado da poupanga deverd aumentar até a um valor mdximo em T = 0, mas,
simultaneamente, o risco de, num perfodo de compra, se obter uma poupanga negativa subird
também, até a um limite superior a volta de 50% (quanto T = 0).

A fungfo f(n) reflecte a influéncia exercida pelo nimero de oportunidades que restam para a
data limite sobre a quantidade a adquirir. Considerem-se dois dias diferentes no periodo activo,
por exemplo n =25 e n = 3, nos quais a confianga na subida dos pregos € idéntica (cy5 = c3 >
0) e em que a quantidade que falta adquirir, q,, € a mesma (qy5 = q3 > 0).- Nesta situagdo,
quanto maior.for o nimero de oportunidades disponiveis até ao fim do periodo activo de
compra tanto maior serd a probabilidade de que as tendéncias se modifiquem ou mesmo se

invertam e que, portanto, se venham a verificar pregos inferiores ao prego corrente. Assim, nas
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condigdes acima descritas, a quantidade a comprar quando restam apenas 3 dias deverd ser
maior do que quando ainda restam 25,

A fungdo f(n) tem que ser calculada empiricamente, 3 custa de dados do passado ou
recorrendo-se a pregos simulados, maximizando uma medida de eficiéncia. As suas Unicas
caracterfsticas conhecidas a priori sfio as de que nunca pode ser negativa e deverd crescer
monotonamente & medida que n diminui (Guimaries e Kingsman [1990], Cabral e Guimaries
[1989]).

Guimardes [1981] propds a adopgio da “poupanga relativa normalizada", PRN, como

medida de eficiéncia das regras de compra. Tal medida define-se da seguinte forma:
(PMM - PC)/PMM
PRN = MVR

onde

PMM:  prego médio dos futuros ao longo do perfodo activo de compra (seria o prego
de compra se fosse adoptada a politica "benchmark")

PC: prego médio unitdrio pago pelos futuros, de acordo com a politica adoptada

MVR: medida da volatilidade relativa, expressa através da média das estimativas do
desvio absoluto médio dos retornos didrios obtidas durante o periodo activo
(um retorno didrio, x; = log(z,) - log(z,.,), reflecte aproximadamente a
variagdo relativa entre precos consecutivos).

Quando o custo de posse dos futuros nio é considerado, o numerador de PRN representa a
poupanga relativa obtida com a politica proposta em relago 2 "benchmark". A diferenga entre
os custos de posse dos futuros para as duas politicas pode ser desprezada. Por exemplo,
considerando taxas de juro correntes e assumindo que no acto de compra de futuros o depésito
exigido pelo "broker" € de 10% do valor dos futuros, aquela diferenga de custos em perfodos
activos de 1 més ndo ultrapassard 0.03% do prego médio dos futuros ao longo do periodo de
compra (Cabral ¢ Guimarfes [1988]).

O denominador de PRN representa um factor de escala e foi introduzido com o objectivo de
estabilizar a distribuigdo desta medida de eficiéncia ao longo do tempo. A invariabilidade de
PRN no tempo foi testada (Cabral e Guimaries [1989], Cabral [1990)) e, para efeitos préticos,
confirmada.

As estimativas das tendéncias e dos seus desvios padrdo utilizadas no cédlculo de c,
(recorde-se que ¢, = 1n.1/0.), sdo obtidas recorrendo as expressdes definidas em Taylor
[1980, 1986]. Por sua vez, as estimativas de Hp e de v, dependem dos valores encontrados
para os pardmetros da fungdo autocorrelagio dos retornos didrios, A e p (p; = Api, para A >0
e para 0 <p < 1). O pardmetro A reflecte a magnitude das tendéncias (expressa em proporgio
da magnitude dos retornos) e m = (1-p)’! traduz a duragdio média (ou estabilidade) das
tendencias. Num mercado ndo-eficiente aqueles valores devem ser significativamente diferentes
de zero. A estatfstica U* (Taylor [1980]) permite testar p; = 0 em alternativa a p; = Api.

O valor do pardmetro controlador do risco, T, € determinado dinamicamente de acordo com
o procedimento formal proposto pelos autores, Tal procedimento, descrito em Cabral e
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Guimarges [1988], é baseado no conceito de utilidade de von Newman e Morgensterm [1967] e
assegura que, no longo prazo, o valor esperado da utilidade do comprador € maximizada. Se a
fungdo utilidade for linear com PRN (isto é, se o comprador for neutro face ao risco), entio o
valor éptimo de T € zero e, na prética, a politica toma a forma originalmente proposta por
Guimaries [1981].

3. Compra com Data Limite de Futuros de Milho através da Regra com

Controle do Risco

As cotagdes de fecho de todos os contratos de futuros de milho entre o primeiro dia itil de
1977 e o 1ltimo de 1987 na CBOT (Chicago Board of Trade) consitufram o conjunto de pregos
utilizado no teste da regra de compra. Este conjunto foi dividido em séries consecutivos de 21 ¢
de 42 dias, a partir do primeiro dia itil de 1977. Estas séries representam os perfodos activos de
compra utilizados na simulagio.

No teste efectuado, admitiu-se que o contrato a negociar em cada perfodo activo de 21 ou de
42 dias dependia da data limite (isto €, do dltimo dia do perfodo), de acordo com o
procedimento definido em Guimardes [1981].

Os valores adoptados para os pardmetros A e m correspondem s estimativas obtidas por
Guimardes [1981] com os pregos do perfodo 1963-76 (A = 1.49%, m =26 dias). A fungfo f(n)
foi substituida pela aproximagfio curvilinea proposta por Cabral e Guimaries [1985],
f(n) = 1(n-1)"®, calibrada recorrendo a pregos gerados artificialmente. Admitiu-se que o
comprador exprime a sua aversio ao risco (em fungdo da poupanga relativa) de acordo com a
curva apresentada no diagrama (i) da Figura 1. A escolha do parimetro T foi efectuada em
fungo das estimativas didrias dos desvios padrdo dos retornos de acordo com a curva
apresentada na Figura 1 (ii). Nestas condigGes, a simulagdo foi efectuada apenas com base em
informagfo anterior ao perfodo 1977-87. '
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Figura 1: Exemplo de fungdo utilidade e dos correspondentes valores éptimos do parimetro T
(Fonte: Cabral e Guimaries [1988])
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Uma vez adoptado este procedimento, a regra é avaliada em termos de valor médio da
utilidade - valores positivos de U correspondem a desempenhos positivos e valores negativos
de U correspondema desempenhos negativos.

Na Tabela 1 apresentam-se os resultados referentes a perfodos de 21 e 42 dias, obtidos
adaptando dinamicamente T e fixando-o no valor T = 0 (politica original de Guimaraes). Em
relag@o & regra de compra com controlo de risco, destaca-se em peimeiro lugar que a utilidade
média apresenta valores positivos tanto para perfodos de 21 como de 42 dias. No contexto do
prbblema que vem sendo tratado, este resultado assume uma enorme importéncia: ele significa
que a regra seria atractiva mesmo para um comprador razoavelmente avesso ao Tisco e,
portanto, seria preferida & "benchmark". Note-se que os valores médios de PR e de PRN sdo
mais baixos dos que se obteriam se se fizesse T = 0. Esta redugdo corresponde ao prego a pagar
para se conseguir limitar a frequéncia de situagSes em que a poupanga é negativa.

DIMENSAODO  DIMENSAO -

PERIODO DE DA u PR (%) PRN
COMPRA (Dias) ~ AMOSTRA T adapt. Tadapt. T=0 Tadapt. T=0
21 132 0.37 0.50%  0.52% 0.49 0.54
42 65 0.93 1.00%  1.15% 1,00 110

Parametros da regra de compra: A = 1.49%, m=26; 1=14, 0=1.4

Tabela 1: Resultados da aplicagdo da regra com controlo do risco ¢ da regra original de
Guimardes (T = 0) em perfodos de 21 e 42 dias, entre 1977 ¢ 1987
Cabral e Guimarées [1988] demonstraram que as poupangas relativas médias obtidas com

T = 0 sfo estatisticamente significativas. Em Cabral [1990] mostra-se ainda que PRN é pouco
sensivel aos erros cometidos nas estimativas dos pardmetros da regra de compra.

Na Figura 2 ilustra-se graficamente o funcionamento da regra proposta, comparando-a com
aregra original de Guimardes (T = 0) e com a politica "benchamrk", recorrendo-se a compras
simuladas num perfodo de 21 dias com data limite em 87/12/04. Nos primeiros sete dias do
periodo de compra os valores de ¢, estdo compreendidos entre -T e T. Nesta situagdo, a regra
estabelece que se adopte a "benchmark” (ou seja comprar q,/n em cada oportunidade). A partir
de n = 14, as quantidades a adquirir em cada oportunidade sio proporcionais a f(n).cp.qy, até
que toda a quantidade inicialmente prevista esteja comprada.

No caso da regra de Guimardes (T = 0), as aquisi¢gdes comegam apenas quando cp é
positiva. Assim, s6 a partir de n = 18 se desencadeiam as compras, inicialmente a um ritmo
extremamente baixo, compativel com valores de c;g, €19 € C;¢ muito préximos de zero.

Aplicando a regra com controle do risco, ao fim do sexto dia, n = 16, estavam Jja adquiridos
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cerca de 29% da quantidade total, enquanto que de acordo com a regra original de Guimaraes
apenas se tinham comprado, até esse momento, cerca de 4%.
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Figura 2: Compras em perfodo de 21 dias com data limite em 87/12/04 (Fonte Cabral [19901)
Com a andlise descrita neste ponto completa-se uma sequéncia de estudos relativos
compra de futuros de milho em Chicago. No dmbito do cendrio seleccionado (compra com data

limite), os resultados obtidos, tanto com pregos simulados (Cabral e Guimaries [1989]) como
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com 25 anos de pregos didrios reais (Guimardes e Kingman [1990] e Cabral e Guimaries
[1989]), permitem rejeitar claramente a tese de que ndo € possivel (no caso dos futuros de milho
da Chicago Board of Trade) bater o mercado de uma forma consistente.

A extraordindria estabilidade que se verificou nos parimetos de autocorrelagio entre 1963 ¢
1987 permitiu que a regra de compra fosse aplicada sem se proceder 2 sua recalibragfo, Num
mercado em que os pardmetros A'e m se alterem significativamente ao longo do tempo serd
necessdrio encontrar procedimentos para, por um lado, detectar essas alteragGes e, por outro,
recalibrar os parimetros da regra de compra,

4. Procedimento de Recalibra¢ao dos Parametros da Regra de Compra

O mercado dos futuros de soja em Chicago constitui um exemplo no qual os parimetros A e
m nfo sdo estdveis, Por essa razo, serd utilizada uma série de cotagdes didrias destes futuros
para ilustrar procedimentos de calibragfio da regra de compra a adoptar numa tal situagfo,

Neste estudo foram utilizadas as séries construidas a partir das cotagdes didrias de fecho de
todos os contratos de soja negocidveis na Bolsa de Chicago, entre o primeiro dia itil de 1972 e
0 iiltimo de 1987. Seguindo o procedimento adoptado para o milho, dividiu-se o periodo 1972-
87 em dois subperfodos; 1972-81 (calibragiio) e 1982-87 (teste),

Como o objectivo de calibrar a regra de compra, o subperfodo 1972-81 foi seccionado em
séries consecutivas de 21 dias, o que conduziu a uma amosira de 117 periodos activos de
compra. De forma idéntica ao procedimento adoptado para a compra de futuros de milho, fez-se
depender o contrato a negociar em cada perfodo activo da respectiva data limite, de acordo com
aregra apresentada em Cabral [1990].

Os valores obtidos para os parimetros de autocorrelagio A e m em 1972-81 foram,
respectivaméntc, de 2.61% ¢ de 26 dias. A estatistica U™ atingiu o valor altamente significativo
de 10.91. Adoptada a aproximagfo curvilinea de f(n), a sua calibragdo conduziu a w = 1.3 e a
T = 26. Tal como se aguardava (atente-se na magnitude das estimativas de A e de m), os
resultados da aplicagiio da regra no perifodo de calibragio foram muito animadores, Fazendo,
por exemplo, T = 0, a poupanga relativa média em periodos de 21 dias atingiu 1.35% com

PRN = 0.76.
Uma vez calibrada, a regra foi simulada no perfodo 1982-87. Este teste conduziu a
resultados extremamente pobres. A eficiéncia da regra ficou muito aquém do esperado,

registando-se valores de PRN quase vinte vezes inferiores aos encontrados no perfodo de
calibragdo e nfo significativamente diferentes de zero. A discrepancia entre os resultados
obtidos nos perfodos de calibragdo e teste tem origem na alteragdo dos parimetros de
autocorrelagdo do processo estocdstico dos retornos didrios (ver Cabral {1990)). De facto,
Cabral e Guimardes [1988, 1989] demonstraram que quando tais pardmetros sio estdveis
também o € a distribui¢fio de PRN.
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A variagdo do padrio de comportamento no mercado coloca dificuldades adicionais na
adopgio de regras activas de compra que se baseiam em métodos estatfsticos de previsdo para o
curto prazo. Essencialmente, aquelas dificuldades sdo de dois tipos:

(i) detecgdo da magnitude da modificagio do comportamento do mercado e do
momento em que tal modificagio ocorre; €
(ii) neste contexto, estimagdo dinimica dos parimetros a utilizar na regra de compra.

Segundo Guimardes e Kingsman [1990], a recalibragdo dos pardmetros A e m deve ser
efectuada em simultdneo com a recalibragiio da fungfo f(n). Segurido 0S mesmos autores, nio
sendo possivel executar simultaneamente a recalibragio dos pardmetros e da fungfo ¢ preferivel
manter todas as estimativas anteriores. Atendendo a que, por um lado, sdo necessdrios, no
minimo, cerca de 1500 retornos (seis anos de pregos didrios) para obter razodveis estimativas
de A e m e a que, por outro, se exige um razodvel esforgo computacional na calibragio de f(n),
a actualizagiio dos parimetros de autocorrelagio e da regra de compra ndo constitui uma tarefa
simples. ‘

Os pardmetros A e m sdo estimados (Taylor [1986]) a partir da minimizagdo da fungdo

I
S(Ap) = Y, iy — AP,
i=1
onde r; y denota as autocorrelagdes estimadas dos retornos reescaldados y; (que se obtém
dividindo os retornos x, pela estimativa corrente do seu desvio padrdo) e, de acordo com Taylor
[1986], I toma o valor 30.
Por sua vez, os coeficientes Tiy sdo estimados recorrendo a expressao

2()’[ Yi+1)
{
Ny = w5
N7
t

na qual se admite que o valor esperado dos retornos reescalados € nulo e onde a soma do

. N/(N-iC),

numerador inclui apenas os termos correspondentes aos retornos yg € yy,; pertencentes ao
mesmo contrato. N representa o nimero total de retornos reescalados e C o mimero de
contratos.

O procedimento de recalibragdo dindmica que a seguir se apresenta inclui uma carta de
controle CUSUM para a monitorizagio do processo gerador dos retornos didrios €, no processo
de estimagdio de A e m, recorre & ponderagdo dos coeficientes amostrais dos retornos
reescalados. Com este procedimento procura-se ultrapassar as dificuldades de recalibragio
anteriormente apontadas.

A aplicagdio do CUSUM (Page [1954]) basear-se-4 no seguinte principio: dado um
processo gerador de retornos com pardmetros de autocorrelagdo A e m, a aplicagdo regra de
compra (com T = 0) em periodos activos de dimenséo fixa deverd conduzir a valores de PRN
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com valor esperado constante. Um desvio significativo na média de PRN corresponderd a uma
modificagdo do valor de A ou de m. A recalibragio deve ser efectuada sempre que tais
alteragSes sejam identificadas através de uma carta de controle CUSUM, construida a partir de
valores de PRN provenientes de compras efectuadas de facto ou de compras simuladas. O
procedimento de recalibragio dever4, assim, ser mantido activo quer se executem compras quer
nio.

Ao CUSUM associa-se a regra de decisfo descrita em Wetherill [1977] e Murdoch [1979],
que se baseia na estatistica "intervalo de decisdo" (h) e permite concluir se as alteragdes na
inclinagdo do CUSUM sio significativas e, consequentemente, se a média de PRN se
modificou. ‘

O CUSUM ¢ calculado a pamr da média de PRN corrcspondente a quatro perfodos
consecutivos de 21 dias. A utilizagfo desta varidvel t8m como principal vantagem a redugfio da
ligeira assimetria 2 direita que se verifica na distribhi¢do de PRN (ver Cabral [1990]). Tal
assimetria poderia aumentar a probabilidade de assinalar uma mudanga da média quando esta
efectivamente no se modificou. Na prdtica, do ponto de vista do procedimento de compra, o
facto de se calcular cada valor do CUSUM com base em quatro perfodos (em vez de um) ndo
tem consequéncias sensfveis (Cabral [1990]).

Na Figura 3 ilustra-se a utilizagdio do CUSUM e do respectivo intervalo de decisdo (para
detecgdo de descidas da média) obtidos no decurso da simulagdo da compra de futuros de soja
na CBOT de 1978 a 1987, em perfodos de 21 dias. ‘

No final de Fevereiro de 1982 (122 observagdo) ¢ detectada uma primeira diminuigdo
significativa da média de PRN, que, no entanto, se mantém positiva (< 0.575). De acordo com
0s pressupostos admitidos tal modificagdo significa que os pardmetros A e m se alteraram,
implicando a sua recalibragio (segundo um procedimento que se apresentard em seguida), A
partir da 12? observagdo, reinicia-se o processo, até que, no final de Julho de 1985 (228
observagdo) o CUSUM e o intervalo de decisdo permitem concluir que E(PRN) < 0. Nestas
condigBes deve-se abandonar a politica de compra proposta e adoptar a "benchmark”,

Uma das vantagens adicionais do gréfico CUSUM de PRN resulta da facilidade de
interpretagdo e acompanhamento dos resultados. A medida que o CUSUM vai sendo
desenhado, o comprador dispde de uma estimativa corrente do valor esperado de PRN. Por
exemplo, a inspecgdo visual do CUSUM apresentado na Figura 3 mostra que, no perfodo em
causa, o valor esperado de PRN se situaria muito abaixo do valor inicialmente estimado durante

o perfodo de calibragdo 1972-77 (PRN = 1.15). Independentemente da detecgdo automatica de
mudangas nos pardmetros do processo gerador dos retornos, a observagio do gréfico poderia,
por si s6, sugerir a suspensdo da regra de compra ¢ o retorno 3 "benchmark".
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Uma vez detectada uma alteragio significativa no padrdo de autocorrelagdo dos retornos, €
necessdrio recalibrar A e m. No método de calibragdo habitual (utilizado, por exemplo no caso
do milho) € idéntica a importéncia atribuida a cada retorno do perfodo de calibragéo, quer este
seja mais antigo ou mais recente. Daqui podem resultar inconvenientes na aplicag@o da regra de

compra, que serdo tanto mais acentuados quanto mais brusca for a variagio dos parimetros de

autocorrelacfo.
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Figura 3: Gréficos do CUSUM e do respectivo intervalo de decisdo (compra de futuros de soja
na CBOT, periodos de 21 dias, calibra¢io em 1972-77) (Fonte: Cabral [1990])
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Esta insuficiéncia pode ser ultrapassada sem, no,entanto, alterar a esséncia da técnica
utilizada na estimagéo de A e m. Tal pode ser conseguido através do seguinte procedimento:
(i) paracada ano j de um determinado perfodo de calibragfio constituido por J anos,
calculam-se as estimativas Tj,yj dos coeficientes de autocorrelagdes dos retornos
Yo
(ii) as estimativas globais r;t y correspondentes ao perfodo de calibragfio sdo obtidas
recorrendo a uma média ponderada dos valores de Tj y,j ha qual os pesos decaem

exponencialmente & medida que estes valores se referem a anos mais antigos:
J
*
ri,y =.21’ 7\:j ri,y,j
L=

onde os pesos podem ser expressos em fungio de uma constante de
amortecimento exponencial, 9, de acordo com

; -1
n=6.(1-0)"[1-(1-0)] (0<6<1)
(iii) finalmente, as estimativas de A e de m sdo obtidas por minimizagdo de S, apSs

se ter substituido na respectiva expressdo os coeficientes Ijy pelas estimativas
%

by
Adoptando para J (duragdo do perfodo de calibragdo) o valor 10 (tal como no caso do

T

milho), os pesos correspondentes As observagdes mais antigas do que os 10 anos sdo nulos,
ficando os mais recentes dependentes do valor do pardmetro 6. Cabral [1990] sugere que se
atribua a 8 um valor situado entre 0.2 € 0.3.

O processo global de recalibragdo combina a carta de controle CUSUM com uma calibragéo
em "rolamento" utilizando autocorrelages anuais ponderadas exponencialmente. O "rolamento”
consiste em estimar A e m no infcio de cada ano recorrendo 2 técnica que se acaba de descrever
(utilizando a informagdo dos dez anos anteriores). As estimativas assim obtidas deverdo ser
mantidas até ao final de cada ano, a menos que haja evidéncia de que a média de PRN € nula. A
carta CUSUM permite, por um lado, avaliar a estabilidade ou instabilidade da fung¢io
autocorrelagdo dos retornos e, desse modo, facilitar a escolha do valor de 6 €, por outro,
fundamentar a opgio entre a regra proposta e a "benchmark",

Para se poder aplicar a regra de compra resta ainda decidir sobre a forma de calibrar a
fungdo f(n) neste novo contexto. Atendendo 2 relativa insensibilidade da eficiéncia da regra de’
compra em relacdo a f(n), calibra-se esta fung¢do da forma habitual, utilizando para esse fim
séries de pregos gerados artificialmente com as estimativas dos parimetros A e m que vio
resultando do "rolamento"”.

Na Tabela 2 apresentam-se os resultados da compra efectuada com base neste procedimento
de recalibragdo (com 6 =0.2 e 8 = 0.3), simulando a sua aplicagio & compra de futuros de soja
na Bolsa de Chicago, entre 1982 e 1987.
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— ()} 06=02 —
PRN f(n)

21Dias 42 Dias A% A T e
1982 0.73 1.86 (72-81) 1.47 9 ‘19 20
1983 0.31 0.20 (73-82) 185 12 30 20
1984 0.83 -0.09 (74-83) 177 14 30 14
1985 (3) 0.52 1.67 (75-84) 116 11 30 20
1986 0 0 - - - -
1987 0 0 - . - -
Médiade PRN  0.40 0.59
Utilidade média 0.42 0.62

e (i) 0= 0.3 ~—
PRN f(n)

21 Dias 42 Dias Alw) M T e
1982 0.75 1.89 (72-81) 1.47 9 19 20
1983 029  0.18 (73-82) 093 12 30 20
1984 083  -0.11 (74-83) 1.68 14 30 1.4
1985 () 0.82 2.13 (75-84) 105 9 15 20
1986 0 0 - - - -
1987 0 0 - - - -
Médiade PRN  0.45 0.68
Utilidade média  0.47 0.70
@) Adopgao da "benchmark” a partir de Agosto

Tabela 2: Resultados que derivam do procedimento de recalibragdo proposto na compra de
futuros de soja no periodo 1982-87 (Fonte: Cabral [1990})

Apresentam-se ainda os valores dos pardmetros A, m, T e ® utilizados em cada ano, bem
como as utilidades médias que seriam obtidas se fosse adoptada a curva na Figura 1 (i), fazendo
T=0.

O valor médio de PRN no perfodo de teste (1982-87) € agora positivo, contrariamente ao
que se passaria se as compras naqueles anos fossem efectuadas com as estimativas obtidas no
periodo inicial de calibragdo 1972-81. Por outro lado, verifica-se que a utilizagdo de 6 = 0.3
condyziria a melhores resultados globais. No entanto, as diferengas que resultam da adopgio de
um ou outro valor de 8 s6 sdo relevantes em 1985, que, de acordo com o CUSUM,
corresponde a um ano precedido por uma alterago significativa dos pardmetros A e m. Este
resultado ihistra a vantagem de adoptar um valor elevado para 6 em perfodos de instabilidade de
Aem.
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5. Conclusoes

Nesta comunicagdo procurou descrever-se o resultado de uma longa sequéncia de trabalhos
relacionados com a compra de mercadorias através do mercado de futuros. De tais trabalhos —
englobando quer os processos de previsdo de pregos quer o desenvolvimento de heurfsticas
capazes de converter tais previsdes em decisdes de compra — emerge um resultado central:
existem mercadorias para as quais a politica de compra proposta permite obter reduges
significativas no seu custo de aquisi¢do, mesmo por compradores razoavelmente avessos ao
risco. PGe-se assim em causa o "dogma" da eficiéncia dos mercados, demosntrando-se a
pertinéncia da adopgdo de politicas "activas" de compra,

Com o procedimento de recalibragdo dinimica apresentado, este resultado torna-se
extensivel a mercados nos quais os processos geradores dos pregos sdo instdveis.

6. Referéncias

[1] Cabral, J.A.S., Andlise, Desenvolvimento e Teste de Regras de Compra de Mercadorias Sujeitas a
Flutuagdes de Prego, Tese de Doutoramento, Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto, 1990.

{2] Cabral, J.8.A. e Guimardes, R.M.C., Are Commodity Futures Markets Really Efficient? A Purchasing-
Oriented Study of the Chicago Corn Futures Market, The Review of Futures Markets, 7 (Supplement)
(1988) 598-619 (Chicago Board of Trade).

[3] CabralJ.A.S. e Guimardes, R.M.C., Purchasing Maize Futures Under a Deadline: Testing and Risk-Yield
Evaluation of a Price-Trend Buying Policy, A Reappraisal of the Efficiency of Financial Markets, Eds.
R.M.C.Guimardes, B.G.Kingsman e S.J.Taylor, NATO ASI Series, Vol. F54 (1989) 699-733 (Springer-
Verlag, Berlin).

[4] Fama, E.F.,, Efficient Capital Markets: A Review of Theory and Empirical Work, Joumal of Finance, 25
(1970) 383-417,

5] Guimardes, R.M.C., National Planning of Commodity Import Operations: The Case of Portugal’s Feed
Grain Imports, Tese de PhD., Universidade de Lancaster, Reino Unido, 1981. :

[6] Guimardes, RM.C. e Kingsman, B.G., A Day to Day Buying Policy for Commodities - A Study of
Purchasing Maize, Journal of the Operational Research Society, 41, n® 1, (1990) 25-37.

[7) Gumarges, R.M.C, Kingsman, B.G. e Taylor, S.J., The NATO Workshop on a Reappraisal of the
Efficiency of Financial Markets, A Reappraisal of the Efficiency of Financial Markets, eds.’
R.M.C.Guimaraes, B.G.Kingsman e S.J.Taylor, NATO ASI Series, Vol.F54 (1989) 1-24 (Springer-
Verlag, Berlim),

[8] Jensen, M.C., Some Anomalous Evidence Regarding Market Efficiency, Journal of Finance Economics,
6 (1978) 95-101.

[9] Kingsman, B.G., Raw Materials Purchasing — An Operational Research Approach (Pergamon Press,
Oxford, England), 1985,

[10] Murdoch, J., Control Charis (the Macmillan Press, London), 1979,

[11] Page, E.S., Continuous Inspection Schemes, Biometrika, 41 (1954) 100-115.

[12] Taylor, S.J., Time Series Properties and Models of Commodity Prices, Tese de PhD., Universidade de
Lancaster, Reino Unido, 1978.

[13] Taylor, S.J., Conjectured Models for Trends in Financial Prices, Tests and Forecasts, The Journal of the
Royal Statistical Society, 143A (1980) 338-362.

[14] Taylor, S.J., Modelling Financial Time Series (John Wiley & Sons, Chicester), 1986.

{15] Taylor, S.J., How Efficient are the Most Liquid Futures Contracts? A Study of Treasury Bond Futures,
The Review of Futures Markets, 7 (Supplement), (1988) 598-619 (Chicago Board of Trade).

{16] Taylor, S.J. e Tari, A,, Further Evidence Against the Efficiency of Futures Markets, A Reappraisal of the
Efficiency of Financial Markets, ed}. R.M.C.Guimaries, B.G.Kingsman e S.J.Taylor, NATO ASI
Series, Vol.F54 (1989) 577-605 (Springer-Verlag, Berlim),

[17] Wetherill, G.B., Sampling Inspection and Quality Control (Chapman and Hall, London), 1977.

[18] von Neumann, J. ¢ Morgenstern, O., Theory of Games and Economic Behaviour (John Wiley & Sons,
New York), 1967.




INVESTIGACAQ OPERACIONAL, vol. 12, n° 2 (Dezembro 1992) 145-157

SIMULATED ANNEALING ALGORITHM FOR THE
SIMPLE PLANT LOCATION PROBLEM: A
COMPUTATIONAL STUDY

Maria Leonor Alves
Instituto Superior de Engenharia de Coimbra

Maria Teresa Almeida
Instituto Superior de Economia e Gestdo (UTL)

Abstract

The simulated annealing algorithm has recently been used in the approximate solution of several
combinatorial optimization problems. In some of them it outperformed more traditional heuristics whereas in
other cascs its performance was much poorer, .

In this study we compare the results of four versions of the simulated annealing algorithm with those of
some well known heuristic methods on a set of simple plant location problems.The quality of the simulated
anncaling solutions is very good but the computing time is significantly larger when compared to the others.

Resumo

O algoritmo 'simulated annealing’ tem vindo a ser usado na resolugo aproximada de vérios problemas de
oplimizagdo combinatéria. Nalguns casos mostrou-se superior a heuristicas mais tradicionais enquanto noutros
ndo foi compeltitivo.

Neste estudo s3o apresentados resultados computacionais para um conjunto de problemas de localizagdo
simples retirados da litcratura, Sao comparados os resultados para quatro versdes do algoritmo 'simulated
anncaling' com os obtidos com métodos heuristicos ja conhecidos. As solugdes obtidas por 'simulated annealing'
sdo de boa qualidade mas requerem maior tempo de compulagdo.

Keywords
Simulated anncaling; simple plant location problem; heuristics.

1 - Introduction

The simulated annealing algorithm was developed by Kirkpatrick, Gelatt and Vecchi (1983)
and by Cerny (1985) for the approximate solution of combinatorial optimization problems. It is
based on the analogy that can be established between the search for a local optimal solution of a
combinatorial problem and the behaviour of a physical system when its temperature is first
raised to a very high level and then successively lowered until the system is frozen. This
analogy explains why the typical simulated annealing terminology includes expressions such as
'temperature’, ‘cooling schedule’, etc.

However the simulated annealing method can also be interpreted as a modified version of
the traditional local search procedures, aimed at avoiding the poor local optima these methods
may get trapped in.

The algorithm has been applied to a vast number of typical combinatorial optimization
problems: the travelling salesman problem, the quadratic assignment problem, the graph
colouring problem, etc.It has also been applied to engineering problems such as VLSI design
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and image processing problems, Aarts and Korst (1989). For the combinatorial optimization
problems computational studies are required to access the performance of simulated annealing
compared to the performance of other heuristics. This comparison has been made for a number
of problems with quite different outcomes depending on the problem considered, Jonhson et al.
(1991).

In this paper we present a computational study of the simulated annealing algorithm applied
to the simple plant location (SPL). The SPL is a NP-Hard problem, Garey and Jonhson
(1979), for wich very effective approximate methods are known, Erlenkotter (1978), Bilde and
Krarup (1977). So it seems an appealing ground for the investigation on the new algorithm's
performance. In our study we compare the results given by four versions of the simulated
annealing algorithm, on a set of test problems taken from the literature, with those given by
some other heuristics,

It should be noted that, both in terms of computing time and of solution quality, the results
obtained with the simulated annealing algorithm are strongly dependent on the choices made for
a set of parameters (to be described later ). Although we devoted some effort to the tunning of
such parameters we can by no means claim we have achieved the best tunning. With our
implementations we were able to produce very good quality solutions for every instance tried
but with computing times larger than those of other methods.

In section 2 we present a brief description and a formulation of the SPL. In section 3 we
describe the simulated annealing algorithm and the details of its application to the SPL. In
section 4 we present the computational results and in section 5 the concluding remarks

2 — Simple Plant Location Problem

The simple plant location problem (SPL) is that of choosing, among m possible sites, the
locations for a set of facilities to service a set of n customers, minimizing the total cost incurred.
The total cost includes fixed costs for locating (or opening) the facilities and variable costs for
servicing the customers from the open facilities.

LetI = {1, 2,..., m} be the set of possible locations and J = {1, 2,..., n} be the set of
customers. Let ¢;; (i€, je J ) be the cost of supplying customer j from a facility located at i (it
may include production costs, trnasportation costs, etc.) and let f; (i€ I) be the fixed cost for
locating a facility at location i.

Define:
1, if a facility is located at i

(iell) B {0, otherwise

XiJ

' { 1, if customer j is supplied from i
Gelje))

0, otherwise
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The SPL may be formulated as:

min Y, cij xij + 2, fiyi 4y
iel jel iel )

s.t. Z Xij = 1 jel 2)
iel

yi-x20 iel, jeJ 3)

yie (0, 1) iel @)

Xij€ (0,1} iel, jel &)

Constraints (2) ensure that each customer is supplied from one facility and constraints (3)
ensure that customers are supplied only from open facilities. Constraints (4) and (5) define the
variables as binary and (1) represents the total cost to be minimized.

Erlenkotter developed two heuristic methods that produce very good feasible solutions for
the SPL. The first method is a primal-dual constructing type method. The second is an
improvement type method based on the dual solution. Often it can be shown that the solution
obtained is optimal. If it is not the case a branch and bound algorithm that embodies the bounds
already at hand completes the search for an optimal solution. A similar method, without the
improvement heuristic, was independently presented by Bilde and Krarup (1977). For a survey

on location problems and a detailed presentation of these methods see Alves (1991).

3 - Simulated Annealing Algorithm for the Simple Plant Location Problem

The simulated annealing algorithm was imported to the Combinatorial Optimization field
from the Statistical Mechanics area. Behind it is the idea of establishing an analogy between two
activities apparently with no point in common: the growing of a crystal and the search for an
optimal solution.

To grow a crystal one first raises the temperature to a very high level to obtain a melt that is
then cooled, or annealed, until the freezing temperature is reached. If the procedure is
performed very quickly (rapid quenching) the resulting structure tends to be very rough (glass)
and its energy level tends to be higher. On the other hand, if the procedure is performed slowly
with the temperature level going down step by step and allowing for equilibrium to be achieved
at each level (careful annealing) then a better structured crystal tends to be obtained (and
therefore a lower energy level). In the first case the system is rushed to a state from wich no -
way out is possible, even if it is well away from the global minimum energy value. In the
second case the system'is given the opportunity to try its way to a low energy state, even if at

first sigth some of the moves do not seem rewarding.
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The traditional local search procedures can be interpreted as a rapid quenching. The
equivalent to a careful annealing will then be a procedure that applies a less greedy, more wise,
search strategy.

Such a procedure can be sketched as follows:

Initialization
Find an initial solution, S, and its cost, ¢(S).
Choose an initial temperature, Ty, and a temperature lenght, L.
T =Ty,
Iteration
WHILE not frozen DO
BEGIN
L=1;
REPEAT
Choose at random a solution, S', in a neighbourhood of §;
Compute its cost, c(S");
IF A=c(8)~¢c(S)<0 THEN
S:=8,
ELSE
:= 8" with probability p = exp (-A/T);

ENDIF

Li=A+1;

UNTIL (£=1L)
Reduce the temperature;
END

The real temperature and its physical lowering mechanism as well as the time spent each
temperature level are represented by parameters which keep their original names to emphazise
the analogy. The freezing point is said to have been reached when the chance of being able to
move away from the current solution seems to get too small (we will elaborate more on that
later). The added flexibility on the search strategy comes from the randomization of the solution
acceptance criterion. A new solution is accepted if its cost is better than the current one and may
also be accepted if it is not. Increasing cost moves are accepted with a probability that decreases
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as the temperature goes down and that also depends on the magnitude of the solution value
increase.

To implement the algorithm for the solution of a particular combinatorial problem it is
necessary to specify what a solution and its costs are and to define the neighbourhood to be
considered. It is also necessary to set the values of the parameters and to adopt a stopping

criterion.

Solutions

For the SPL it seems adequate to consider only feasible solutions. This may not be the case |
for other problems, Johnson et al. (1991). A feasible solution, S, may be defined as the set of
open facilities, i.e., S = {ie I: y; = 1} as the corresponding xjj variables values are trivial to

obtain from it, assigning each customer j to the nearest open facility.

Neighbourhoods

As the cardinality of the set of open facilities in the optimal solution is not known in
advance we adopt a definition of neighbourhood that allows for different cardinalities. Given a
feasible solution, S, its neighbourhood, N(S), is defined as

XS ={S'CI:IS-SIS1AIS-S'1<1)

This means that a solution S' is in the neighbourhood of a solution S if it can be obtained
from S by closing a facility, by opening a facility or by closing a facility and opening a new one
simultaneously.

In practice every time a new solution S'e N(S) is needed we first randomly choose which

of the three strategies to follow and then randomly select the facility to be opened/closed.

Cooling Schedule

We adopted the geometric temperature reduction scheme. The temperature level was first set
at an initial value, Ty, and then sucessively reduced after L iterations, according to the formula
Ty = To x X, where k represents the number of temperature levels already considered and r < 1
is a reduction factor. This reduction scheme was proposed by Kirkpatrick et al. (1983). Other
reduction schemes have also been tried. However according to our previous experience as well
to the one reported in Johnson et al. (1989) there seems to be no reason to prefer them.

The choice for the values of the parameters Ty, r and L was made based on some

computational experiments to be reported at the begining of next section.

4 — Computational Results

In our computational study we used three sets of three problems each, taken from the
literature, :

The three problems in the first set are identified as A, A, and A3 and were taken from Karg
and Thompson (1964). They have 33 customers and 33 possible locations and fixed costs of
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2000.0, 2500.0 and 3000.0, respectively. The three problems in the second set (B4, B, and
B5) have 57 customers and 57 possible locations and fixed costs 3000.0, 4000.0 and 5000.0,
respectively. They were also taken from Karg and Thompson (1964).

The last three problems (C;, C; and C3) have 100 customers and 100 possible locations
and fixed costs of 1000.0, 2000.0 and 3000.0, respectively. They were built from the set of
100 European cities used by Aarts and Korst (1989) computing the distance matrices as in
Grotschel and Holland (1991).

Next we present some aspects of the parameter tunning. For more details see Alves (1991).

4.1. Cooling Schedule Design

Initial Temperature
The choice of the initial temperature, Ty, is usually made according to the acceptance ratio
X(Tp), it yields. For a temperature level T the acceptance ratio is defined as:

(T) = ( number of solutions accepeted at T
X1 = number of solutions generated at T

x 100)%

Our previous computational experience indicated that temperatures yielding acceptance
ratios greater than 50% cause an increase in computing time that is not rewarded by better
quality solutions. For the same initial temperature the acceptance ratio depends on the initial
solution considered. We tried two alternatives for the initial solution: a randomly generated
solution (as in most implementations we are aware of) and the solution produced by
Erlenkotter's primal-dual heuristic. Tables I and II show the average acceptance ratios (five
runs) obtained for a set of eight temperatures in the range [1000, 15000].

Ty Ay Ay Az B, B, B, G Gy G
1000 29.1 22.5 19.7 15.8 14.8 11.5 11.6 7.4 6.2
2000 35.0 322 | 26.6 229 | 20.5 20.1 19.7 12.5 10.3
4000 45.5 459 { 39.5 32.8 | 339 33.1 35.3 21.1 18.1
6000 56.3 50.6 | 46.9 39.7 | 37.3 36.5 447 28.9 | 28.8
8000 58.1 59.4 | 53.0 48.1 | 46.6 43.5 44.3 35.0 | 32.5

10000 63.7 59.4 | 60.7 529 | 50.2 47.7 52.2 43.1 38.8
12000 68.4 68.2 | 65.5 558 | 51.9 48.9 53.9 46.4 | 42,5
15000 72.3 70.1 69.0 58.5 | 57.2 57.7 56.4 54,6 | 48.2

Table I x(T)

Initial solution: randomly generated
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To A Ay A, B, B,y By C, Cy Gy
1000 12.1 14.6 16.7 10.7 8.6 59 2.0 6.1 1.1
2000 25.0 19.8 19.3 19.5 11.7 12.4 3.6 9.3 3.0
4000 40.4 32.7 1 313 29.2 | 21.8 20.5 11.3 16.8 6.5
6000 49.7 442 | 42.0 324 1 314 29.3 18.2 18.3 11.6
8000 50.9 540 | 45.6 42.8 | 38.6 32.8 28.7 24.0 17.6

10000 53.4 523 | 553 42.6 | 43.7 37.8 35.7 31.5 19.4
12000 62.3 64.1 60.6 49.8 | 434 42.6 38.8 3231 249
15000 70.7 66.8 61.8 52.9 | 52.1 49.3 39.5 40.0 30.7

Table 1T - x(Tp)

Initial solution: primal-dual heuristic

As expected, for the same temperature, ratios are higher for randomly generated initial

solutions.

Temperature Reduction Factor and Temperature Lenght

The temperature reduction factor, T, controls the rate of decrease of the temperature. To
avoid poor local optima the procedure must be performed smoothly, i.e., T shall not be too
small. According to our experience the best values are 0.70 < 1 < 0.95. Values smaller than
0.70 yield poorer solutions and values greater than 0.95 cause larger computing times but do
not provide in general significantly better solutions,

The temperature lenght, L, determines the number of solutions generated at each
temperature level. We tried two alternatives for it. In the first alternative we set L = | 3(5) |
independently of the temperature level. In the second alternative we increased the temperature
lenght progressively, setting L =1 N(S) | x (1.1)K where k is the number of temperature levels
already considered. The results obtained, for randomly generated initial solutions, considering
5, 10 and 15 temperature levels and four different values for the reduction factor are presented
below.

In 2 out of 3 cases the values obtained after considering 10 temperature levels and
L =1N(S)| x (1.1)k are at least as good as the values obtained after considering 15
temperature levels and L =1 N(5) | Similar results were obtained when the initial solution was
the one given by the primal-dual heuristic. This seems to indicate that increasing moderately the
temperature lenght as the temperature goes down may significantly reduce the number of

temperature levels regired to obtain good quality solutions.
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Temperature Reduction Factor

Problem 0.70 0.80 0.90 0.95 k
A 21285 20783 21219 21073
A 20265 20756 21037 20285 10
A 20509 20756 20933 20825 15
A,y 22989 23020 22861 23381 5
A, 22989 22361 22391 22418 10
A, 22127 22361 22391 22418 15
Ay 24599 24858 24858 24858 5
Aq 23999 24294 23474 23474 10
Aq 23474 23627 23474 23474 15
B, 33724 32684 33061 33593 5
B, 32547 32684 32562 33066 10
B, 32547 32684 32562 32881 15
B, 36354 35909 35962 36354 5
B, 35623 35909 35962 36354 10
B, 35623 35909 35692 35649 15
B, 38968 39876 39934 39070 5
B, 38617 39344 38918 39070 10
B, 38617 38742 38881 38070 15
(o) 37094 37813 37528 37813 5
¢ 36601 37813 37528 37813 10
¢ 34641 37813 37303 37813 15
C, 47740 47287 48118 49114 5
C, 46844 47283 48118 46845 10
C, 46844 46466 48118 46845 15
G 55469 56872 57219 56655 5
G, 55469 55953 55858 56655 10
C; 55469 54481 55843 55822 15

Table III — Solution costs
L=IN(S)I
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Temperature Reduction Factor

Problem 0.70 0.80 0.90 0.95 k
Ay 21285 20783 21219 21073
Ay 20265 20726 20813 20652 10
Ay 20363 20393 20633 20609 15
A, 22989 23020 22861 23381 5
A, 22127 22252 22474 22474 10
A, 22127 22252 22252 22299 15
A,y 24599 24858 24858 24858 5
A, 23474 23474 23474 23474 10
A, 23474 23474 23474 23474 15
B, 32814 32804 33097 32779 5
B, 32156 32658 32290 32779 10
B, 32136 32547 32156 32779 15
B, 35909 35962 36270 36309 5
B, 35547 357717 36270 36309 10
B, 35547 35617 35623 35617 15
B, 39344 38742 38617 39070 5
By 38742 38742 38617 38981 10
B, 38617 38547 38617 38881 15
(o) 37800 37813 36717 37813 5
C 37800 36795 36717 37585 10
C, 37800 36795 36717 37585 15
G, 48538 48946 48894 48238 5
C, 45619 46557 47552 47821 10
G, 45619 46557 47181 47821 15
Cy 55464 55634 56136 57572 5
Cs 55464 55379 54880 56425 10
Cy 55464 53641 54779 56202 15

Table IV — Solution costs
L=IN(S)Ix(1.1)k

153
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Freezing Temperature

The freezing point, i.e., the stopping criterion, is usually established based on the value of
the acceptance ratio: when a temperature level is reached for which this ratio drops bellow a
given threshold the system is considered frozen and the procedure stopped. However in our
computational experiments we observed that often a decrease in the temperature is not followed
by a decrease in the acceptance ratio. So we adopted a more conservative criterion: we declare
the system frozen only after three consecutive temperature levels with acceptance ratios less
than or equal to a threshold of 0.02.

4.2. Final Results
Tables V and VI show the final results obtained with the different versions of the simulated
annealing algorithm, computed as:
ZH-ZB
(—zs
where ZB represents the optimum cost (except for problems C2 and C3 for which we do not

x 100)%

know the optimum and therefore we use a lower bound) and ZH represents the'cost given by
the simulated annealing version considered.

In implementation ANNEALI the temperature lenght is L = | N(S) | and 10 runs were
executed. In implementation ANNEAL?2 the temperature lenght is L = | N(S) | x (1.Dk and 5
runs only were executed. Table V presents the results using a randomly generated initial
solution and Table VI presents the results for the primal-dual heuristic initial solution.

In each case the best (BST), the average (AVR) and the worst (WST) results over the 10 or
5 runs are shown as well as the average computing time (in seconds) per run on a VAX3600
machine.

ANNEAL1 ANNEAL2
Prob. || BST | AVR | WST | tme [} BST | AVR | WST time
Ay 0.00 1.32 3.12 87| 0.00 | 030 1.21 17.0
A, 0.00 1.21 4.32 54 ) 0.00 ] 049 | 1.06 10.4
Ay 0.00 | 0.25 1.35 5.8 0.00{ 0.13 | 0.65 11.9
B, 0.00 | 0.85 243 | 472 || 0.00 | 0.58 | 1.28 67.1
B, 0.20 | 0.79 2.17 ] 358 | 0.00 | 0.66 | 2.31 49.0
B, 0.00 | 0.57 144 | 320 | 051 ] 0.71 | 1.24 43.3
C 0.82 | 4.50 8.34 16415 || 2.59 | 494 | 822 | 9499
C, 0.23 2.62 5.60 |501.2 177 | 425 7.44 | 488.1
Cs 2.14 3.76 8.87 [3304 || 0.08 | 1.96 | 3.58 | 643.9

Table V — Solution cost gaps
Initial solution: randomly generated
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ANNEALI ANNEAL2
Prob. || BST | AVR | WST | time BST | AVR | WST | tme
Ay 0.00 1.02 { 3.68 | 10.0 |} 0.00 | 0.89 | 3.17 17.1
A, 0.00 1.04 1.52 5.1 0.00 | 030 | 0.78 10.6
A, 0.00 | 0.27 1.38 5814 000 | 028 [ 1.38 10.2
B, 0.77 1.41 271 | 448 { 0.00 | 0.82 | 2.22 69.3
B, 0.00 | 0.54 145 | 369 |} 0.00 1 0.00 { 0.00 63.3
B, 0.00 | 0.78 } 2.28 | 30.8 || 0.00 | 0.23 | 0.53 54.8
C; 192 | 422} 7.00 (4272 |} 0.52 | 3.38 | 698 | 707.9
C, 1.21 | 3.33 | 7.93 |457.2 1.06 | 3.89 | 7.44 | 488.1
Cs 1.78 3.88 | 7.62 |277.2 )| 0.08 | 1.46 [ 3.21 | 6439

Table VI — Solution cost gaps

Initial solution: primal-dual heuristic

Implementation ANNEAL?2 produces, on average, better quality solution but is more time

consuming,

As already mentioned the simulated annéaling algorithm may be considered a randomized

version of the traditional local search technique aimed at avoiding poor local optima. In tables

VII and VIII the results of the simulated annealing are compared with those of a similar local

search algorithm where only improved solutions are accepted.

ANNEALLI LOCALOPT”

Prob. || BST | AVR | WST | time || BST | AVR | WST | time
A, || 000 | 132 312 871 000 221|395 | 07
A, || 000 | 121 | 432 541 074 | 192 326 | 05
Ay || 000 | 025 | 135 58] 135| 239 ] 38 | 05
B, || 000 | 0.85| 243 | 472 || 094 | 298 | 7.60 | 3.0
B, || 020 | 079 | 217 | 358 | 057 | 2.18 | 442 | 25
By || 000 | 057 144 | 3201 026 | 231|743 | 23
c, || 0.82 | 450 | 834 |641.5 || 1.56 | 2.73 | 4.41 | 465
c, || 023 | 2.62 | 560 |501.2 || 015 | 1.67 | 3.66 | 30.1
Cy || 214 | 376 | 8.87 |3304 | 089 | 2.76 | 428 | 25.2

Table VII — Solution cost gaps

Initial solution: randomly generated
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ANNEAL1 ANNEAL?2
Prob. || BST | AVR | WST | time || BST | AVR | WST | time
Ay 0.00 1.02 | 3.68 | 10.0 || 0.00 | 0.77 | 2.13 0.8
A, 0.00 1.04 | 1.52 5.1 | 000 | 0.68 | 1.55 0.6
A,y 0.00 | 0.27 | 1.38 5.8 1.65 | 1.95 | 2.36 0.6
B, 0.77 1.41 | 271 | 44.8 || 0.00 | 0.55 { 0.87 3.7
" B, 0.00 } 0.54 | 1.45 | 36.9 | 0.00 | 037 | 1.17 3.1
B, 0.00 | 0.78 | 2.28 | 30.8 {| 0.00 | 0.50 | 1.79 2.5
B 192 [ 4.22 | 7.00 [427.2 || 0.00 | 0.10 | 0.29 | 53.1
C, 1.21 3.33 ] 7.93 |457.2 |} 0.12 | 0.15 | 0.25 39.6
Cs 1.78 3838 | 7.62 1277.2 || 0.08 | 0.20 | 0.30 | 30.8

Table VIII - Solution cost gaps

Initial solution: primal-dual heuristic

LOCALOPT globally produced better results but failed to find some global optima reached
by ANNEALL. The performance of LOCALOPT is possibly due to the. simplicity of the
constraints that define the feasible region of the SPL.

The improvement method developed by Erlenkotter (1978) rather than searching
neighbourhoods generates new primal solutions based on violated complementary conditions.
In table IX we compare the improvement, over the initial solution cost, achieved by an
enhanced version of it, Van Roy and Erlenkotter (1982), with the improvement over the same
solution cost, achieved by the simulated annealing algorithm. The results are favourable to the
annealing but at a high computational burden,

Problem || ANNEALI [ ANNEAL2 | DUAL ADJ
A 4.12 4.12 3.98
A, 4.37 437 2.04
A, 13.56 13.56 13.56
B, 3.63 4.37 4.37
B, 2.48 2.48 2.48
B, 1.07 1.07 0.87
C, 1.67 1.67 1.84
c, 800 |. 813 7.35
C, 0.11 1.77 0.96

Table IX — Solution Cost Improvement
(A% over primal-dual initial solution cost)
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§ ~ Conclusions

Computational studies are required to assess the performance of the simulated annealing for
the solution of combinatorial optimization problems.

In this paper we made a computational study of two implementations of the simulated
annealing algorithm for the Simple Plant Location Problem, both using randomly generated and
primal-dual heuristic initial solutions.

We tested them on three sets, of three problems each, taken from the literature.

Our limited experience produced mixed results. As far as solution quality is concerned the
results were very positive. For every instance tried, both using a randomly generated and a
primal-dual initial solution, at least one of the annealing implementations found a solution
within 2% of the optimum. These results surpassed, in several cases, those of other heuristics,
known to be very effective for the SPL. The results were not equally satisfactory in what
computing time is concerned.

Although large computing time were also observed for other problems, Johnson et al.
(1991), we believe there is still room for improvement. Besides a better parameter tunning we
intend to try to combine this approach with some tabu search rules in order to prevent solution
repetitions unavoidable by the simulated annealing methods on its own.

Acknowledgment ~ This research was parcially supported by Instituto Nacional de
Investigagdo Cientifica.
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Abstract

The multi-depot traveling salesman problem is the special case of the multi-depot vehicle routing problem,
where only one vehicle of unlimited capacity is stationed in each depot. The objective is to design a route for
each vehicle in such a way that each customer is visited exactly once, and that the total distance traveled is
minimum,

Here we present a way. for determining lower bounds on the distance of the optimal solutions that may be
viewed as a generalization, for the case of more than one depot, of the 1-tree procedure for obtaining lower
bounds to the fraveling salesman problem. We also describe how to assign customers to depots in 0(n? + k2n)
time, where n and k denote the number of customers and depots, respéctively, proving that if the triangle
inequality holds, using the clusters defined from that assigment it is possible to determine a feasible solution
whose total distance is not greater than 2(n-k+1) / (n-k+2) times the distance corresponding to the optimal
solution. Finally, we report some computational experiments in order to evaluate the quality of these bounds.

Resumo

O problema do caixeiro viajante com maltiplos depésitos ¢ o problema de optimizagdo de percursos de
distribuigo no caso particular de um iinico veiculo, de capacidade ilimitada, estar estacionado em cada depésito.
O objectivo é definir uma rota para cada um dos veiculos de forma a que cada cliente seja visitado uma tnica vez
e a distincia total seja minima.

Apresenta-se uma forma de determinar minorantes das distancias correspondentes as solugdes Sptimas do
problema que pode ser interpretada como uma generalizagdo, para o caso de miiltiplos depésitos, do método,
habitualmente designado por 1-tree, para a obtengio de minorantes para o problema do caixeiro viajante.
Descreve-se um algoritmo para a afectagfo de clientes a depdsitos, de complexidade O(m? + k2 n),em que n e k
representam respectivamente o nimero de clientes e depdsilos e prova-se que, sendo vilida a desigualdade
wriangular, a partir da afectacfio obtida é possivel determinar uma solugfo admissivel a que corresponde uma
distancia total nio superior a 2(n - k + 1) / (n - k + 2) vezes a distAncia da solugfo 6ptima. Por ltimo,
apresentam-se alguns resultados computacionais com vista a avaliar a qualidade dos minorantes e majorantes
propostos

Keywords
Lagrangean Relaxation, approximation algorithms, traveling salesman problem, trees, matchings.

1. Introduction

The multi-depot traveling salesman problem (TSP) is the special case of the multi-depot
vehicle routing problem where there is only one vehicle with unlimited capacity stationed in
each depot. The objective is to design a route for each vehicle so as to minimize the total
distance traveled, ensuring that each customer is visited exactly once.

Despite the fact of being NP-hard, even when restricted to any fixed number of depots, a
well-solved case of the problem arises when the number of depots is equal to the number of
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customers. In this case the optimal solution may be found by dupliéating the edges of the
minimum cost perfect matching on a bipartite graph. The edges of that graph representing
connections of depots to customers, and each edge having a cost equal to the distance between
the corresponding depot and customer,

In this paper we describe a way for obtaining lower and upper bounds on the distance of the
optimal solutions of the multi-depot TSP. The lower bounds result from a relaxation of the
problem that we call the k-tree problem. This relaxation generalizes, to the case of k depots, the
successfully used 1-tree relaxation of the TSP [2]. The upper bounds are obtained by solving
the TSP in each set of a feasible partition of the set of k depots and n customers. We show that
a certain partition, defined by an O(n2 + k2 n) algorithm, allows us to determine feasible
solutions of the multi-depot TSP whose total distances are less than or equal to

(1 + —_kli—z) times the distance of the optimal solutions, whenever the triangle

inequality holds. We also present some computational results in order to evaluate the quality of

these bounds.

2. Lower Bounds

Let G =(V, E, d) be a complete undirected weighted graph describing each instance of the
multi-depot TSP. Nodes 1 up to k are used to represent the depots, and the remaining nodes of
the node set V = (1, 2,..., k + n} denoting the customers. E is the edge set, and associated to
each e of E, we have the distance d,, of traveling directly between the two locations represented
by the extreme nodes of edge e. If an edge e corresponds to locations that are not directly
connected, we assigned to de the value + o=, ’

The multi-depot TSP consists of determining k simple cycles in graph G such that each
node is included in exactly one cycle, no two nodes from set {1,2,..., k } appear in the same
cycle, and the sum of distances of all edges in those cycles is minimum.,

A concept that has been successfully used in determining lower bounds to the symmetric
TSP, special case of the multi-depot TSP where the number of depots k is equal to one, is the
concept of 1-tree introduced by Held and Karp [6]. A 1-tree in graph G is a spanning tree of G
where node 1 has degree equal to one, plus an extra edge incident in this node. Seeking to
generalize this concept so as to obtain lower bounds to the multi-depot TSP for values of k
greater than one, we have to take into account that the duplication of edges connecting nodes in
set {1,2,..., k} to nodes in set {k + 1, k + 2,..., k + n} is now allowed. Thus, we will define
a k-tree in graph G as being a multi-graph Ty = (V, Cx U My), where the subsets of edges Cy
and My, of E satisfy the following conditions:

(i) Cyisa cover of the nodes in set V by k node-disjoint trees;
(ii) each node of set {1, 2,..., k) is covered by exactly one edge of Cy;
(iii) with the edges of Ck there is no path connecting any two nodes in set
{1,2,... .k},
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(iv) My is a matching of cardinality k, where each edge has one extreme node in set
{1,2,..., k} and the other in set {k + 1,k + 2,..., k + n}.
In figure 1 is represented a k-tree in a 17 node graph where the value of k is equal to 4.

ak-tree

x nodes 1 uptok . — edgesof Cy
¢ nodes k+1 uptok+n --- edges of My

Fig. 1

Notice that each feasible solution of the multi-depot TSP in graph G may be represented by
a k-tree. Moreover, if we want a k-tree Ty in graph G having the configuration of a feasible
solution of multi-depot TSP, we only have to impose , in addition to (i) — (iv), the two
following conditions:
(v) Ty has exactly two edges incident in each node of the set {k+1, k+2,..., k+n};
(vi) each connected component of Ty includes no more than one node from the set
{1, 2,..., k};
Let us denote by Ty the set of k-trees in graph G, and by ‘i‘k the subset of k-trees satisfying
the condition (vi). We will also use X(Ty) (X(%‘k)) to denote the set of incidence vectors of k-

trees (k-trees that verify the condition (vi)). Thus, the multi-depot TSP may be formulated as

follows:
Minimize S dg xe (2.0)
Xe X(Tk) j€E
subject to > xe=2 i=k+1,.,k+n (2.1)
jeE;
A
xe X(T}) (2.2)

where E; denotes the set of edges incident in node i.
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Consider now the following relaxation of this problem obtained by ignoring the condition
(2.2), and taking the constraints (2.1) into the objective function in a Langrangean fashion:
k+n

L) = (de —Aje —Ai) X +2 ), A (2.3)
xe%k) ;ZE Aie = Aje) Xe Z

where ig, je are the extreme nodes of edge e, and A = (A;)i=1,... k+n is the vector of multipliers
associated with the constraints (2.1), with the convention that A; =0, fori=1,..., k
It is well known [5, 3] that for each value of A, L(A) given by expression (2.3), is a lower
bound on the distance of the optimal solution of the multi-depot TSP. Problem (2.3) consists of
determining the minimum cost k-tree in graph G with respect to a symmetric (k+n) x (k+n) cost
matrix [d;;], where dj;=dpij~ A - 7L The minimum cost k-tree in graph G may be obtained
by solving the two 1ndependent problems.
(a) to determine the minimum cost set of edges Cy that satisfies the conditions (i) —
(iii);
(b) to determine the minimum cost matching My, that verifies the condition (iv).
There is an 0(n% + k2 n) time algorithm that solves the relaxed version of problem (a)
obtained by ignoring the conditions (ii) [1]. Forcing the conditions (ii) to be satisfied may be
simply achieved by adding to all edges with one extreme node in set {1, 2,..., k} the same
value great enough to ensure that in the optimal solution no more than one edge is incident in
each node of set {1, 2,..., k}. Thus, with this modification on the cost matrix, the above
mentioned algorithm can also be used to solve problem (a). Problem (b) can be solved by an
0(k? n) time matching algorithm for weighted bipartite graphs (see for example [9]). Therefore,
we have an 0(n2 + k2 n) time algorithm to obtain, for any value of A, the lower bound L(A) on
the distance of the optimal multi-depot TSP solution. Obviously, the best of the bounds L(A)

given by expression (2.3) will be
L&) = max LQY 2.4)
{A) (

The value L(&) may be determined by the subgradient method [7], which is a procedure

often used to solve the Lagrangean dual of combinatorial optimization problems.

3. Upper Bounds
Let C; be the subset of edges of graph G = (V, E, d) such that

d(Cp) = min Y de x, (3.0)
Ck] eeCy

subject to: (i), (iii) 3.1
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Ck mduccs a feasible assignment of the n customers to the k depots. Let us denote by
Sl, S’ gree S « the partition of the node set V associated to that assigment. Thus, each set S

1 <i £k, includes exactly one node from the set {1, 2,..., k}. Let now A be an algorithm for
the TSP with time complexity & 4 (v), where v is the number of nodes of a complete graph. Let
us assume that if v = 2 the algorithm A returns the cycle consisting of two copies of the unique
edge of the graph. If we let algorithm A run k times, having each time as input the subgraph of
G induced by the set of nodes ST, i=1,..., k, we will obtain a feasible solution F of the multi-

depot TSP in graph G and therefore an upper bound on the distance of the optlmal solution 0.
Since problem (3.0), (3.1) may be solved in 0(n? + k2 n) time (1], 0(n? + k2 n) + 2 Ea (IS )]
i=1
is the time complexity of the above described algorithm to solve the multi-depot TSP.
We cannot be very optimist when evaluating the quality of the solutions obtained this way.
In fact the negative result of Sahni and Gonzalez [10], stating that the existence of a polynomial
time Oi-approximate algorithm to the TSP would imply that P = NP can be easily generalized,
for any given value of k, to the multi-depot TSP. However it can be proved that if the algorithm
A has the property of determining cycles whose distances are not greater than twice the
distances of the minimum spanning trees, then the following inequality holds

n—k
-k + 240 (3.2)

Notice that deleting in e_ach cyclei, i=1, ...k, of any solution S of the multi-depot TSP
the greatest distance edge Y in this cycle, we obtain a feasible solution Cy of problem (3.0),

d(E) <+

(3.1). Let us denote by Y, the set of all deleted edges and by Cli( the set of the remaining edges

incyclei,i=1, ..., k (see figure 2).

R il

a multi-depot TSP solution

xnodesl uptok — edgesof Cy
» nodes k+1 uptok+n --- edges of My

Fig. 2
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Since Yli is the greatest distance edge among the edges in cycle i, we have the following
inequalities:

ey 2 ICI d(ch i=1,..,k
k

Adding these k inequalities, and taking into account that IC;I Sn-k+1(i=1,...,k) we have
that
d(Yp) 2 Bﬁ d(Cy),
and therefore
A2 (1) d(C),

defining a lower bound on the distance of the solutions of the multi-depot TSP in terms of a
certain feasible solution of problem (3.0), (3.1). Given that C:; is an optimal solution of

problem (3.0), (3.1) it is now easy to conclude from the above inequality that

2d(Cy) < (1 +-—m) d(s) (3.3)

Assuming that the algorithm A produces cycles whose distances are not greater than twice
the distances of the minimum spanning trees, and given that C; is the union of k minimum
spanning trees each on the graph induced by Sj-‘ (i=1, ..., k), we finally obtain from (3.3) the
inequality (3.2). .

The existence of algorithms to the TSP validating the assumption imposed on algorithm A
that allow us to establish expression (3.2), is ensured if we restrict the set of instances of the
multi-depot TSP to those with distance matrices satisfying the triangle inequality [8]. Therefore,
for any choice of an algorithm A, determining Hamiltonian cycles whose distances are not
greater than twice the distances of the minimum spanning trees, the above described method is a

% — approximation algorithm for the triangle inequality multi- -depot TSP. Notice also

that it is possible to choose such an algorithm in order that the time complexity of the presented
method does not exceed 0(n2 + k2 n), the time complexity of the algorithm used to define the
clusters Sl, S2, Sk [8].

It is possible to show that for any given value of k > 1 and independently of the algorithm
used to solve the TSP, there are instances in which the presented worst-case bound is almost
achleved Consider the Euclidean instance of the multi- -dépot TSP represented in ﬁgure 3. Each
set S i=1, ..., k of the node set partition associated to the optimal solution Ck of problem
(3.0), (3.1) is the set of nodes on the figure connected by continous lines. The feasible solution
F of the multi-depot TSP obtained by solving, using an exact method, the TSP in the subgraphs
induced by the sets S »i=1, ...k, has a total distance given by

d(F) = 2n.
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Yet the optimal solution 0, which is obtained by constructing two node-disjoint rectangles
using the nodes of the two first rows in the figure, and duplicating all the remaning continuos

edges, is such that
d(0) =n + k.

4 A e e

"
*
]
1y
&

4
]
i
o
Y——0

o
an Euclidean instance of the multi-depot TSP

xnodesl uptok
o nodes k+1 uptok+n

Fig. 3
Notice that, for any given value of k 2 2, as n goes to infinity the ratio d(F) / d(0) and the
worst-case bound 1+(n—k) / (n—k+2) have the same limite value of 2.
Therefore, for any value of k > 1 and independently of the algorithm used to solve the TSP,
the presented worst-case bound cannot be significantly improved.

4, Computational Results

In the computational tests realized, we used graphs with 50, 60, 70, 80, 90 and 100 nodes,
In each of the six cases, ten different distance matrices satisfying the triangle inequality were
considered. Each of these matrices results from applying Floyd's algorithm [4] for finding the
shortest paths between all pairs of nodes to a symmetric matrix with integer entries randomly
selected in the range [0, 100]. For each graph we consider the three problems emerging by
letting the number of depots k be equal to [n/15], [n/10] and [n/5].

The lower bounds LB on the distance of the optimal solutions were obtained according to
the method described in section 2, at the end of 2(k-+n) iterations of the subgradient method [7].

The upper bounds UB were determined by the method presented in section 3. The
algorithm A used to solve the TSP works as follows: first a Hamiltonian cycle is determined by
the so-called minimum spanning tree algorithm [8]. Next, the 3-optimal method appearing in
[11, pg. 377-379] is used to improve that cycle. During the 15 first iterations of the subgradient
procedure we also applied the same algorithm on the subgraphs induced by each set of the node

set partition defined in each iteration. This way we obtained several alternative feasible
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solutions to each multi-depot TSP considered. We denote by SUB the distance of the smallest
distance solution among the solutions thus determined.
The main results of our computational experiments are shown in figure 4.

UB UB SUB SUB

k+n k aver (E) worst (E) aver (E—) worst ( 5
50 3 1.1010 1.2043 1.0201 1.0604
1.0798 1.1739 1.0194 1.0608
10 1.0784 1.1597 1.0313 1.0745
60 4 1.0967 1.1438 1.0140 1.0222
1.1092 1.1484 1.0158 1.0279
12 1.0853 1.1428 1.0289 1.0569
70 4 1.0829 1.1181 1.0212 1.0444
1.1067 1.1562 1.0273 1.0574
14 1.0884 1.1190 1.0387 1.0672
80 5 1.1219 1.1597 1.0352 1.0642
1.1132 1.1818 1.0373 1.0609
16 1.1025 1.1538 1.0424 1.0625
50 6 1.1263 1.1885 1.0481 1.1078
1.1342 1.1718 1.0521 1.1000
18 1.1123 1.1583 1.0470 1.0666
100 6 1.1204 1.1636 1.0434 1.0727
10 1.1305 1.1727 _ 1.0453 1.0776
20 1.0848 1.1221 1.0372 1.0542

Fig. 4

For the ten problems having the same node set and the same value of k, we report in
columns 3 and 5 the averages of the ratios UB/LB and SUB/LB, which are upper bounds on
the values of UB/d(0) and d(0)/LB, respectively. The greatest values of the ratios UB/LB and
SUB/LB among these ten problems are displayed in columns 4 and 6.
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Abstract

The three dimensional packing problem consists, basically, in finding efficient packing patterns so that
boxes, with known dimensions and quantities, can be packed inside bigger empty spaces. The main and most
usual objective is the minimisation of the unused space. This problem is usually found in the context of loading
freight containers (or trucks) in which an efficient space utilisation must be achieved,

This paper presents a short review of George & Robinson (1980) heuristic, one of the few known technics
concerning the 3D packing problem, together with a study about a parameter of the algorithm, which has shown
up as fundamental for the heuristic global performance. It's also described an implementation of a he