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ESTUDO DA EVOLUCAO PREVISIVEL DO
PROCESSO DE SUBSTITUICAO DE VEICULOS
LIGEIROS NO MERCADO PORTUGUES

Jorge Freire de Sousa

Rui Campos Guimaraes

GEIN - Secgio de Gestio e Engenharia Industrial
Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto
Rua do Bragas, 4099 Porto

Abstract
This article presents a vehicle replacement study based upon operating and replacement cost data from
the Portuguese and the French car markets. The French market is taken to be indicative of what is likely
to happen in Portugal in the foreseeable future.
The analysis was based both on deterministic and stochastic models and the results derived from these
models are compared and used to show the effect of several factors on the replacement policies, namely:
(i)  the characteristics of different models within the same range,
(ii) the carrange, and
(iii) the structure of operating and replacement costs, which is a function of the stage of
development of each car market.
A global perspective of how replacement policies are likely to evolve in the Portuguese market is
presented on the basis of the results derived in this study, in particular those mentioned in (iii).

Resumo
Neste artigo descreve-se um estudo relativo ao processo de subsmuu;ﬂo de veiculos ligeiros. O estudo
foi efectuado com base nos custos de operagfo e de substituigio de tais vefculos nos mercados portugués e
francés, sendo este ltimo utilizado como cendrio indicativo da evolugio do mercado nacional,
Os resultados apresentados, que derivam da aplicagdo de modelos deterministicos e estocdsticos, sdo
obtidos tendo em conta o efeito de diversos factores, designadamente:
(i)  otipo de veiculo, dentro da mesma gama;
(ii) o tipo de gama dos veiculos; e
(iii) acomposiglo da estrutura de custos, que depende do grau de desenvolvimento do mercado
automovel.
Com base nestes resultados, particularmente os respeitantes ao ponto (iii), obtém-se uma perspectiva
da evolugZo do processo de substitui¢io de veiculos ligeiros em Portugal.

Keywords
Vehicle Replacement, Deterministic Models, Stochasuc Models, Market Dynamlcs

1 - Introducao » .

O estudo descrito neste artigo insere-se num projecto mais geral de concepgio de um
Sistema de Apoio a Decisdo (SAD) para a rede de concessiondrios da Renault e para
gestores de frotas de veiculos ligeiros. Tal sistema tem como objectivo o aconselhamento
aos clientes dos concessiondrios e aos gestores de frotas no que diz respeito ao
andamento dos custos de operagdo, em particular os de manutengio e reparagdo, ¢ as
decisGes de substituicdo dos seus veiculos; simultaneamente, ¢ a titulo complementar,
pretende-se que o sistema possa auxiliar os concessiondrios no estabelecimento de pregos
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de retoma e de revenda de vefculos usados e na definivdo das condi¢Bes dos contratos de
assisténcia, .

Neste artigo éprcsenta-se uma andlise do processo de substitui¢do de veiculos, que é
fundamentada nos resultados obtidos com base em modelos determinfsticos e
estocdsticos. A andlise efectuada pée em evidéncia a forma como aquele processo é
afectado pelos seguintes factores: o tipo de vefculo dentro da mesma gama, o nivel de
gama do vefculo e a composigdo da estrutura de custos, que depende claramente do grau
de desenvolvimento do mercado. automével. Com base no mercado francés, que
representa um estado mais evoluido do mercado nacional, obtém-se indicadores

.quantificados da transformag#o previsivel do processo de substituigio no nosso Pafs.

2 - Os factores envolvidos no processo de decisio .

A defini¢do da eficiéncia econémica de uma politica de substitui¢io de veiculos
assenta, naturalmente, nos custos de operaqao e de substxtmgao destes. ao longo do .
tempo.

Sdo considerados custos de operagdo todos aqueles que decorrem da utilizagdo de
cada vefculo ao longo do seu ciclo de vida. Para efeito da sua modelizagio, os custos de
operago devem ser classificados tendo em conta os dois critérios seguintes (Sousa, Leite
e Guimardaes (1990)): ‘

(i) a sua natureza, que determina a forma como evoluem ao longo da vida de
um veiculo (das diferentes parcelas dos custos de operagio, h4 algumas
que s6 dependem dos quilémetros percorridos; outras que s6 dependem da
idade e outras ainda que dependem dos quilémetros e da idade); e ;

(ii) o tipo de andlise que é imposto pelos dados disponiveis (de facto, enquanto
nuns casos os custos sdo caracterizdveis pela via da andlise estatistica,
noutros hd que recorrer & experiéncia oficinal ou as mdxcaqoes do
construtor). : '

Da decomposigdo efectuada com base nestes critérios devem resultar parcelas
mutuamente exclusivas. Apresentam-se seguidamente as componentes consideradas neste

estudo:

consumo de carburante (CG);
lubrificagio do motor (CL);

desgaste de pneus (CP);
manutengio e reparagio geral (CMR);
conservagio da carrogaria (CCC);
seguro obrigatério (CSEG);

imposto de selo (CIS).

Para além dos custos de operagfo, hd que ter em conta os custos de substituigio dos

¢ ® © © © © o

veiculos. O custo associado a cada substitui¢do, admitindo que um veiculo é sembre
substituido por um outro novo da mesma gama, ndio é mais do que a diferenga entre o
prego de aquisi¢do do vefculo novo e o prego de venda do veifculo usado. Este é fungio
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de diversos factores entre os quais se salientam o prego de um veiculo novo equivalente,
a sua idade, o seu estado geral de conservagio e a relago procura/oferta no mercado de

veiculos usados.

3 - Modelizagdo dos custos de manutencio e reparagio geral.
Caracteriza¢do da amostra utilizada

De todos os custos enunciados na secgio anterior os associados 4 manutengio e
reparagiio geral sdo, sem divida, aqueles que constituem a maior fonte de variabilidade
no comportamento dos custos de veiculo para veiculo, dentro da mesma gama. Além
disso, pesem embora as dificuldades associadas a sua recolha e tratamento, si0 estes 0s
custos relativamente aos quais € ainda assim possivel encontrar um mimero de
intervengdes suficiente para se proceder a sua modelizagio estatistica.

O estudo descrito neste artigo foi efectuado com base numa amostra de cerca de 2350
intervengdes que cobriram o periodo de 1980/1990 de 158 veiculos ligeiros pertencentes
a particulares. Apenas foram incluidos veiculos em relagéo aos quais havia a confianga de
que tinham sido assistidos praticamente sempre na mesma oficina, tendo sido
consultados para este fim trés concessiondrios, dois de Lisboa € um do Porto. Procurou-
se que os veifculos cobrissem uma vasta gama de regimes de utilizag@o, tendo-se
verificado taxas de utilizagio que variam aproximadamente entre 5000 e 45000 Kmy/ano.

Foram seleccionados em proporgdes idénticas veiculos de trés modelos, sendo dois
deles da gama baixa (que cobre a faixa de penetragéio no mercado mais larga em Portugal)
€ um da gama média-alta. Os objectivos de tal escolha podem ser sintetizados do seguinte
modo:

(i) analisar, em modelos sucessivos da mesma gama, as alteragdes
introduzidas do ponto de vista tecnolégico;
(ii) estudar a forma como as modificagdes introdgzidas se refletem sobre os
~ custos de manutengiio € reparagio; e ' ;
(iii) analisar as diferengas entre as estruturas de evolugdo dos custos de
' ‘manutengdo e reparagio de veiculos de duas gamas distintas.

Os custos cobertos pela garantia foram excluidos da andlise. ‘

O efeito da inflagéo foi eliminado pela conversdo dos custos a uma base de pregos
comum (Janeiro de 1990).

Recorreu-se, para efeitos de modelizagdo, a técnica de regressdo linear miiltipla,
ensaiando modelos em que se combinavam diversas varidveis explicativas, para
diferentes duragdes (tempo) e extensdes (quilémetros percorridos) dos perfodos de
agregégﬁo dos custos.

O modelo utilizado para efeitos deste estudo foi o que relaciona os custos incorridos
em periodos sucessivos de 15000 km com a idade média dos vefculos nos respectivos
perfodos. A titulo de exemplo, apresenta-se.na Figura 1 (i) a relagfo ajustada, bem como
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" as observagdes dispersas em torno dela, para os veiculos de um dos modelos de gama
baixa, A heterogeneidade da varidncia dos desvios, que aumenta com o valor esperado

~dos custos, aconsethou a adopgdo de uma transformagio logaritmica da varigvel
dependente. O modelo finalmente obtido apresenta-se na Figura 1 (ii) (éinda para a
mesma amostra de veiculos), tendo-se verificado que, neste caso, os desvios tinham uma
varifincia homogénea (teste de Bartlett (1937)) e uma distribuigio normal (teste de
Lilliefors (1967)). ConclusGes idénticas foram obtidas para as duas restantes amostras de
veiculos estudados.

150 — (i)
135 .’
120 |
105 |

CUSTO/15000 KM (1000 ESC.)

1
0 2 4 6 8 10
IDADE (ANOS)

5= (i) T

LN ( CUSTO/15000 KM)

2 . ]
0 2 4 6 8 10
IDADE (ANOS)

1 (] L il

Figura 1: Custos de manutengdo e reparagio geral por 15000 Km e respectivo logaritmo
em fungdo da idade média dos veiculos, para um dos modelos estudados
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Estes resultados s3o consistentes com aqueles que foram anteriormente apresentados
por Leite e Guimardes (1987) para um vefculo da gama baixa de outra marca, bem como
com os que se obtiveram neste estudo para veiculos da mesma marca mas de outras.
gamas. Globalmente, estes resultados sugerem que o tipo de modelo aqui descrito é
aplicdvel & generalidade dos vefculos ligeiros, qualquer que seja a ’sua marca ou gama.

4 - Modelizacdo dos restantes custos

As restantes parcelas dos custos de operagdo e os custos de substitui¢do foram
modelizados de forma deterministica, de acordo com os procedimentos descritos em Lci@c
e Guimardies (1987, 1989). '

5 - Modelos de substituicio adoptados no estudo

Apesar de se reconhecer que os factores de natureza econémica ndo sdo os tinicos
que influenciam os processos de substitui¢io, nos modelos considerados neste estudo
apenas foram contemplados tais factores. A integragdo de factores de natureza nio
econdmica pode ser efectuada de acordo com o procedimento descrito em Leite €
Guimardes (1989).

5.1. Modelo deterministico

O modelo que serd apresentado nesta secgiio obedece, como alids os restantes
modelos deterministicos estudados, a alguns pressupostos bdsicos que se referem
seguidamente;

(i) os vefculos usados sdo sempre substituidos por veiculos novos da mesma
gama; ‘

(ii) todos os veiculos sdo usados & mesma taxa, y (Km/ano); e

(iii) os custos de operagio e substituigdo sdo considerados deterministicos €
cont{nuos.

Saliente-se que, de acordo com o pressuposto (ii), a quilometragem (x) e a idade (t)
tornam-se convertiveis uma na outra (x = y.t) e que, deste modo, todos os custos de
operagio podem ser expressos como fungio de qualquer uma destas varidveis. Saliente-
se ainda que, ao modelizar de forma deterministica tais custos, a variabilidade que se
verifica no seu comportamento ndo ¢ tomada em conta, admitindo-se que evoluem
sempre de acordo com um padrido "médio” (por exemplo, no caso da Figura 1 (ii),
admite-se que os logaritmos dos custos de manuten¢do e reparagdo geral evoluem
segundo a recta ajustada, para todos os veiculos).

Os modelos deterministicos conduzem a politicas "de vida econémica", segundo as
quais todos os veiculos do mesmo modelo submetidos a condigdes idénticas de utilizagfo
sfio substituidos com a mesma idade. A especificagio da idade éptima de substitui¢io
depende do critério adoptado e, como refere Christer (1984), "cada critério tem os seus
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meéritos ¢ os seus defeitos e constitui claramente um compromisso no qual estd
considerado o juizo do analista".

O critério’adoptado neste estudo foi o da minimizagio do custo global actualizado
incorrido ao longo de um mimero infinito de ciclos de substituigio.

Se cada veiculo for substituido sempre com a idade T, o custo global actualizado vem

dado por:

¥y T T 2

CGA (M) = ZICGAn(T)*rT=j c(t).rtdt+CS(T).r *A+r+r~+..)
n= 0

T

f c®.ridt+CsS (). r}

=0 . <)
1-r

onde r =1/ (1 + j/ 100) representa o factor de actualizagfo anual do capital e j € a taxa
real de valorizagfo anual do capital (em condigGes normais, j > 0 e r < 1); ¢(t) é a fungo
densidade do custo de operagdo e c(t).dt representa o custo incorrido entre t € t + dt e
CS(T) € o custo de substitui¢do do veiculo quando a sua idade € T.

5.2. Modelo estocastico

A hipdtese de que as varidveis incontroldveis evoluem de forma determinfstica foi
introduzida com o objectivo de simplificar os modelos descritos na secgdo anterior.
Particularmente no que diz respeito aos custos de manutengio e de reparagio, esta
hipétese €, como se pode ver na Figura 1, manifestamente inadequada. O
reconhecimento desta limitagio conduziu ao desenvolvimento de modelos estocdsticos.

- Analisados os dados relativos aos custos de manutengfio e reparagio, agregados para
cada veiculo em perfodos de 15000 Km, foram obtidas fungdes densidade de
probabilidade de custo (distribuig¢fo lognormal) correspondentes s diferentes idades dos
veiculos.

O modelo de Jardine et al (1976), adoptado neste estudo, propde que cada vefculo
seja inspeccionado periodicamente, normalmente no inicio de cada ano, com o objectivo
de se estimar quais os custos de manuteng#o a incorrer nesse ano. Se tais custos forem
inferiores a um determinado Custo Limite Anual de Manutengio (CLAM), o veiculo é
mantido em operag#o por mais um ano; no caso contrario, opta-se pela sua substituigio,
O valor do CLAM, que ¢ fungfo da idade do veiculo, ¢ calculado recorrendo a um
modelo de programagio dindmica.

A politica de substituigio € estabelecida com base num horizonte temporal pré-fixado
(de H anos), findo o qual o veiculo entfio em uso é substituido.

O critério utilizado € o da minimizagdo do valor esperado do custo global actualizado
de operagdo e substitui¢do ao longo do horizonte temporal H. O célculo dos CLAM, L;
(k), € efectuado recursivamente, considerando k sucessivamente igual a H-1, H-2,..., 1,
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fazendo i (idade do veiculo) igual a 1, 2,..., imax anos para cada k, e minimizando a
expressio seguinte:
. 1/2 LI,
CGAk(1)=[mi(Li).r/ +CGAk+1(1+l).r].Fi(Li)

v

+ csi+f x. £ () dxr'’? + CGAy; (1) . 1. [1- F; L))
[+]

=A.FiL)+B.[1-Fi(Li]
onde x representa o custo de operagio do veiculo, incorrido no ano em causa, ou seja,
entre as idades i e i+1, fj (x) € a fungdo densidade de probabilidade do custo x € Fj (L)
representa a probabilidade de o custo limite Lj ndo ser excedido pelo custo anual de

L,
operagio, x, vindo dada por F; (L)) = f f; (x) dx.
]

Na exp‘resséo de CGAk(i), A € a soma de duas parcelas, das quais a primeira
representa o valor espefado do custo actualizado de operagdo do veiculo no ano k,
quando ndo € atingido o limite Lj (admite-se que tais custos ocorrem a meio do ano), e a
segunda representa o custo actualizado 6ptimo de operagio do veiculo, desde o ano k + 1
até ao fim do horizonte temporal.

Ainda na expressdo de CGAK(i), B é obtido somando o custo da substituigdo
imediata do veiculo, o valor esperado do custo actualizado de operagvﬁo do veiculo novo
no ano k e o custo actualizado éptimo de operagio do veiculo novo desde o-ano k + 1 até
ao fim do horizonte temporal.

6 - Resultados obtidos pela aplicagio do modelo deterministico

Os resultados que a seguir se apresentam e comentam foram obtidos tomando em
consideragio o efeito de diversos factores. Cada um destes factores merecerd uma an4lise
particular em cada uma das sec¢fes seguintes.

6.1. Tipo de veiculo, dentro da mesma gama

Foram estudados dois modelos de vefculos da gama baixa, que diferem de 5 anos,
relativamente ao seu perfodo de langamento. Designemos por modelo 1 o modelo mais
antigo e por modelo 2 o0 modelo mais recente. Os resultados obtidos estdo sintetizados no
Quadro 1.
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Taxa de Idade 6ptima Quilometragem Custo global
utilizagdo de substitnigio dptima de actualizado
substitui¢io
¥ fop Xop CGA
(1000 km/ano) (anos) (1000 km) (contos)
MOD.1 | MOD.2 |MOD.1 | MOD.2 | MOD.1 |MOD.2
10 10.3 8.0 | 1025 80.0 | 5516 { 5660
15 8.3 6.7 | 1250 | 1000 | 7097 | 7157
20 6.9 6.0 {1375 | 1200 | 8658 | 8630
30 6.0 53 11800 | 157.5 [ 11809 | 11645

Quadro 1: Resultados obtidos recorrendo ao modelo determin{stico, para dois modelos
de vefculos da gama baixa

Verifica-se, pela andlise do quadro, que o modelo mais recente apresenta valores

mais baixos para a sua vida econémica éptima.

Procurou-se, no sentido de permitir uma anilise mais fundamentada dos resultados,

estudar a forma como evolui o custo global actualizado em fungdo da quilometragem

efectuada pelo veiculo até a data da sua substituigdo. Para a situagfio em que os veiculos

cumprem uma taxa anual de 15000 Km, apresentam-se na Figura 2 os resultados sob a

forma gréfica.

<t
19
f)

15000 -+
14000 + 5
13000 -
12000 4
11000 4
10000
9000 +
8000 +

7000 <=

0 MOD.1

# MOD.2

6000 }

Figura 2: Curvas do custo global actualizado em fungfo da quilometragem, para os
modelos 1 € 2, quando os vefculos cumprem uma taxa anual de15000 Km
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A primeira observagio que o perfil das curvas sugere € a de que a grandes variagdes
na quilometragem correspondem pequenas variagdes no valor do custo global actualizado
respectivo, Este facto vem, num certo sentido, relativizar a importéncia da determinag&o
precisa do valor 6ptimo, uma vez que este passa a assumir um caricter mais indicativo de
ordem de grandeza.

A segunda observagdo ¢ a de que o modelo mais recente apresenta valores mais
baixos de custo para valores de quilometragem que se estendem sensivelmente até aos
100 000 Km, invertendo-se esta tendéncia, de uma forma significativa, ap6s os 140 000
Km. Estes resultados sugerem que modelos equivalentes mais recentes sdo mais fidveis
durante o perfodo de vida itil normal de um veiculo da gama em causa; no entanto, apos
este perfodo, os custos aumentam mais rapidamente nos modelos mais recentes, podendo
associar-se este facto A progressiva redug@o que se tem vindo a verificar no ciclo de vida

dos veiculos ligeiros.

6.2. Tipo de gama dos veiculos
O modelo 3 designa o vefculo de gama média-alta ¢ o modelo 2 continua a designar o
modelo de gama baixa j4 referido na secgdo anterior. Os resultados relativos a estes dois

modelos s&o apresentados no Quadro 2.

Taxade Idade éptima Quilometragem Custo global
utiliza¢Ho de substituigdo 6ptima de actualizado
substitui¢do
Y lop Xop CGA
(1000 km/ano) (anos) (1000 km) (contos)
MOD.2 | MOD.3 |[MOD.2 MC)D.S MOD.2 {MOD.3
10 8.0 6.5 80.0 65.0 5660 | 9491
15 6.7 58 | 100.0 81.5 7157 | 11651
20 6.0 5.1 | 1200 | 1025 8630 | 13758
30 5.3 42 | 1575 | 125.0 | 11645 | 17806

Quadro 2: Resultados obtidos recorrendo ao modelo deterministico, para um modelo de
vefculo da gama baixa e para outro da gama média-alta

No mercado portugués, os veiculos apresentam uma vida econémica 6ptima tanto
menor quanto mais elevado for o seu nivel de gama, pelo menos no que diz respeito as
gamas de maior penetragfio. Este facto € atribuivel ao mais rdpido € mais acentuado
crescimento dos custos gerais de reparagdo e manutencdo nos veiculos de gama alta.

Apresentam-se na Figura 3, para uma taxa de utilizagdo anual de 15000 Km, as
curvas do custo global actualizado em fungdo da quilometragem, para os dois modelos
estudados, confirmando-se, para quaisquer valores de quilometragem, as diferengas
significativas de custo expressas nas duas ultimas colunas do Quadro 2.

11
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Figura 3: Curvas do custo global actualizado em fungdo da quilometragem para os
modelos 2 e 3 quando os veiculos cumprem uma taxa anual del15000 Km

6.3. Estrutura dos custos

Dependendo do grau de desenvolvimento do mercado automdvel, a estrutura dos
custos que afectam as decisdes de substituigio pode apresentar configuragbes
substancialmente diferentes.

Pretende-se nesta secgdo, utilizando os casos de Portugal e de Franga, analisar a
influéncia que diferentes tipos de estrutura de custos tm sobre as politicas 6ptimas de
substitui¢do. A expectativa é a de que, através desta andlise, se possam confirmar ou
rejeitar algumas conjecturas que os resultados apresentados nas secgdes precedentes
suscitam. "

Refiram-se, em primeiro lugar, alguns factos importantes para a discussdo dos
resultados:

(i) os pregos de venda ao piiblico dos carros sdo, em termos relativos (e, em
alguns casos, mesmo em termos absolutos) mais elevados em Portugal do
que em Franga;

(ii) a desvalorizagdo dos veiculos acentua-se mais i'apidamentc em Franga do
que em Portugal;
(iii) os custos de manutengdo sdo, relativamente aos custos de substituigio,
mais significativos em Franga do que em Portugal;
(iv) o peso relativo dos custos de mio-de-obra nos custos globais de
manutengfo é maior em Franga.
Acrescente-se ainda que, considerando um cabaz de intervengGes mecanicas correntes
sobre 100 000 Km de utilizagio de um veiculo (cabaz esse que serve de base 2 revista
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francesa L'Auto Journal para o c4lculo do custo por quilémetro), o custo da méo-de-obra
representa em Portugal cerca de 21% do total dos custos, contra cerca de 40% em Franga
(os pesos relativos dos custos de mio-de-obra e pegas vio variando ao longo da vida de
um automével). Refira-se por fim que, em relagfo as pegas envolvidas nas intervengdes
de tal cabaz, o seu prego é em média em Portugal cerca de 77% do prego de Franga,
enquanto que o custo/hora de mio-de-obra de manutengio automdvel representa em
Portugal apenas 32% do mesmo custo em Franga.

A conjugagio dos factores (i), (ii) e (iii) determina que, no cendrio francés, os
perfodos 6ptimos de substitui¢do sejam mais curtos do que em Portugal. Os resultados
apresentados no Quadro 3 quantificam tal redugfio.

A pnmelra linha do Quadro corresponde a0s resultados obtidos para o modelo mais
recente da gama baixa, para uma taxa de utilizagio anual de 15000 Km. A segunda
corresponde ao modelo da gama média-alta, para 20000 Km anuais. A selecgdo destas
taxas anuais de quilometragem deve-se ao facto de elas corresponderem sensivelmente
aos valores médios verificados nas gamas respectivas.

Taxa de Idade éptima Quilometragem Custo global
utilizagdo de substituigio Gptima de actualizado
substitui¢do
- fop Xop CGA

(1000 km/ano) (anos) (1000 km) (contos)
PORT.| FRA. | PORT. FRA. | PORT. FRA.
15 (BG) 6.7 53 100.0 79.5 7157 12589
20 (MA) 5.1 4.6 102.5 92.0 | 13758 | 20638

Quadro 3: Resultados obtidos recorrendo ao modelo deterministico, para um modelo de
veiculo da gama baixa e para outro da gama média-alta, em Portugal e em
Franga

Analise-se agora a Figura 4, onde se representam, para os dois pafses em estudo, os
perfis de evolugfo e a importincia relativa das diferentes parcelas de custo, ao longo da
vida de um veiculo. ‘

H4 dois aspectos que é necessdrio esclarecer previamente, por forma a permitir uma
correcta leitura dos diagramas. O primeiro refere-se aos custos de conservagdo da
carrogaria (CCC), presentes no caso portugués mas ausentes no caso francés, por nio
haver a informagfo necessdria A sua inclusdo. O segundo refere-se aos seguros (CSEG):
apesar do custo dos seguros ser mais elevado em Franga do que em Portugal, a diferenga
entre a importéncia relativa de tal custo nos dois pafses aparece agravada nas figuras; tal
agravamento deve-se ao facto de se ter considerado em Portugal apenas o custo do
seguro obrigatério, enquanto em Franga se considerou o do seguro contra todos os
riscos.

13
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Deste modo, conclui-se que o estabelecimento da politica éptimade substitui¢do
resulta fundamentalmente de um "trade-off" entre o ritmo de desvalorizagio do veiculo e

a forma como progridem os seus custos de manutengo e reparagio.

7 - Resultados obtidos pela aplicacdo do modelo estocdstico
7.1. Selecgdo de um horizonte temporal adequade

De acordo com o que previamente se referiu na secg¢do 5.2., a politica de substituigio
estabelecida pelo modelo de Jardine et al (1976) toma como base um horizonte temporal,
findo o qual o veiculo entdo em uso € substituido.

O primeiro passo do método serd portanto a determinagdo de uma dimensdo do
horizonte temporal que ndo influencie artificialmente a sequéncia do processo de
substitui¢do (Sousa, Leite e Guimardes (1990)).

" Para tal, optou-se por, obtidos os custos actualizados minimos para diferentes
horizontes temporafs através do modelo estocdstico, estender esses custos a um nimero
infinito de horizontes. Os resultados, para o modelo da gama baixa e para y = 15000
Kmy/ano, podem ser observados na Figura 5. '

O objectivo de tal procedimento € o de determinar a dimensdo do horizonte temporal
que conduz & minimizagio do valor esperado do custo total actualizado ao longo de um

nimero infinito de horizontes.

8900 -

8600 -

—> Cint

8300 —
8000 —
7700 —
7400 ~

7100

6800 11—
0 2 4 6

Figura 5: Curva dos custos globais actualizados minimos (#H = oo) para diferentes
dimensdes do horizonte temporal, para um veiculo do modelo 2 e para

vy = 15000 Km/ano
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O horizonte temporal a utilizar no processo de determinago da idade 6ptima de
substitui¢do, de acordo com o modelo estocéstico, serd assim o de H=16 que representa
um dos minimos locais da fungfo, como se pode observar na Figura 5.

Poder-se-ia usar o valor de H = 8 ou, previsivelmente, o de H = 24, mas o valor
escolhido representa um compromisso entre nio considerar um horizonte demasiado
pequeno, apontando para uma tnica substituigdo, nem um horizonte demasiado grande,
que se tornaria muito pesado do ponto de vista computacional.

7.2. Interpretacdo e andlise dos resultados obtidos

Para uma taxa anual de utilizagdo de 15000 Km, comparam-se, no Quadro 4, os
valores obtidos pelos modelos deterministico e estocdstico, para as duas gamas de
vefculos em estudo. )

Dado que a interpretagdo dos resultados é semelhante para os veiculos das duas
gamas, passar-se-4, nos pardgrafos seguintes, a comentar apenas o caso do modelo da

gama baixa,
Taxa de Idade 6ptima Quilometragem Custo global
utilizagdo de substituigdo 6ptima de actualizado
substitui¢do
y= iop E@op ~ Xop CGA
15000 km/ano (anos) (1000 km) (contos)
DET. EST. DET. EST. DET. EST.

BG 6.7 7.9 100.0 [118.5 7157 6947
MA 5.8 64 87.5 96.0 | 11651 11108

Quadro 4: Resultados obtidos pelos modelos determinfstico e estocdstico para um
modelo de veiculos da gama baixa e para ontro da gama média-alta, em _
Portugal

Na Figura 6 pode observar-se o comportamento do.custo limite anual de reparagio e
manutengdo ao longo da vida do veiculo (para o horizonte de 16 anos), bem como a
evolugdo do valor médio das distribuigdes desses custos e respectiva banda,
considerando um intervalo de p+20. Para um veiculo de 8 anos de idade representa-se
ainda, a titulo de exemplo, a fungdo densidade de probabilidade de custos/15000 Km
(distribuigio lognormal), '
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-Figura 6; Evolugo do custo limite anual de manutengio e do valor médio da distribuigdo
dos custos de manutengfo e reparagfo geral, ao longo da vida de um veiculo

No inicio da vida do veiculo, o CLAM situa-se nitidamente acima da banda do custo,
o que significa que h4 uma probabilidade muito pequena do vefculo ser substituido. A
partir de I=6, o valor do custo limite entra progressivamente na banda e a probabilidade
de substitui¢gio comega a aumentar significativamente. Considerando, por exemplo,
I=13, a probabilidade de que se efectue a substituigdo € de cerca de 97.5 %, uma vez que
o CLAM coincide aproximadamente com o limite inferior da banda a 95%. Note-se que
esta probabilidzide é condicionada ao facto de que o vefculo ndo tenha sido substituido em
anos anteriores. A probabilidade incondicional de substitui¢@o €, no entantb, muitoﬂ mais
baixa, uma vez que a probabilidade de o veiculo ter sido substitufdo em anos anteriores é
muito elevada. o o

E interessante notar ainda o reflexo no CLAM da proximidade do fim do horizonte
temporal (c da obrigatoriedade de entdo substituir o vefculo de que se dispuser). O custo
limite comega a subir, na tentativa de evitar a penalizago elevada correspondente a
substituigio de um veiculo com uma idade muito baixa no fim do horizonte,

Como resultado da aplicagio do modelo estocéstico, obtemos assim ndo uma idade
6ptima de substituigdo mas antes uma distribuigdo da probabilidade de substitui¢do ao
longo do horizonte temporal considerado. Na Figura 7 apresentam-se as distribui¢Ges da
probabilidade de substitui¢do dos veiculos.

No diagrama (i) representa-se a probabilidade condicional & niio substitui¢do em anos
anteriores (interpretdvel directamente a luz da Figura 6) e, no diagrama (ii), a
probabilidade incondicional (aquela que caracteriza melhor o processo de substituigdo).
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Resta referir que o valor esperado da idade éptima de substituigdo &, no modelo

. estocdstico, mais elevado do que a correspondente idade obtida pelo modelo

determinfstico. Este facto € atribufvel a forma da curva dos custos globais actualizados,
representada na Figura 2, que sugere que a p_ehalizagﬁo resultante de substituir o veiculo
antes do momento 6ptimo € maior do que a'dé adiar bor algurmn tempo tal substituigdo.

Como se pode observar no Quadro'_/}'; para Y = 15000 Km/ano, as reduges no valor
esperado do custo obtidas pela aplicaéz‘ijd.db modelo estocdstico vdo desde cerca de 3%
para os vefculos baixo de gama até cercade 5% para os de garria média-alta,

—
1.0

0.8

0.6

0.4 .

— - Prob.Subst.Cond.

0.2

012345678 9101112131415
——= ldade

— ()
0.4

0.2

— ——— - Prob.Subst.inc.

0.1 4

0 1 2 3 456 7 8 9 101112
. ——= ldade

Figura 7: Distribuigées de probabilidade (condicional e incondicional) de substitui¢io de
um veiculo modelo 2, para um horizonte de 16 anos e y = 15000 Km/ano
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8 - Conclusio

A modelizagio que foi objecto das secgdes anteriores deste artigo contribuiu para o
esclarecimento do processo de substituigio de vefculos ligeiros e, em particular, do papel
desempenhado por um conjunto de factores tidos como significativos.

Neste contexto, tomando o mercado francés como cendrio indicativo da evolugdo do
mercado nacional, justificam-se e quantificam-se as expectativas de evolugdo do processo
de substituigdo em Portugal. \

O recurso simultineo a modelos determinfsticos e probabilfsticos permitiu evidenciar
as vantagens da polftica de substitui¢do que deriva da adopgdo do segundo tipe de
modelos, que conduz a uma redugdo significativa do valor esperado do custo global de
operagiio e substituigdo. Admite-se que as redugdes de custo de 3 a 5%, obtidas para
taxas médias de utilizagdo dos veiculos em Portugal, poderio tornar-se ainda mais
significativas para utilizagGes mais intensivas dos vefculos.
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Abstract

When dealing with multiple criteria decision problems, the Decision Maker may be confronted with a large
number of nondominated alternatives, which is excessive for his limited processing capacity, although he has no
difficulties in choosing among a reduced number of solutions. A possible strategy for non prescriptive decision-
aid on this type of problems consists on gradually approaching the preferred alternative, without surpassing, at
any stage, the information processing limits of the DM,

The Successive Amplification Method uses fuzzy clustering techniques to define a limited number of macro-
solutions, which represent holistically the decision set. At each stage, the DM selects the most promising
macro-solutions, and the actual decision set is reduced accordingly. This corresponds to a progressive
amplification of the preferred area of the attribute space, until a final decision is reached. In the process, the DM
has only to decide among alternatives (real or virtual).

The paper describes the method and presents an illustrative example,

Resumo

Em problemas de decisdio com critérios miltiplos, o Agente de Decisio pode ter que analisar um conjunto de
solugdes eficientes com um grande nimero de elementos, ultrapassando a sua capacidade de processamento
limitada, mesmo que ele nfo tenha dificuldade de decidir eritre um mimero reduzido de alternativas. A ajuda i
decisdo ndo prescritiva em relago a este aspecto corresponde a fornecer ao Agente de Decisdo meios que lhe
permitam aproximar-se progressivamente da solugio preferida, & custa de decisdes parciais que respeitem os
referidos limites de capacidade de processamento.

O Método de AmplificagBes Sucessivas baseia-se numa representago do conjunto das alternativas através
dos pontos caracteristicos de macro-solugdes, em nimero ndo superior ao limite aceitivel para o Agente de
Decisdo, mas mantendo uma perspectiva global sobre o problema. O AD pode entfio seleccionar a(s) macro-
solugdes que lhe parece(m) mais promissor(as), 0 que permite a amplificagfo sucessiva da sua zona de preferéncia
mais forte, A custa de uma redugfo progressiva do conjunto das alternativas, até a obteng@o de um conjunto final,
no qual é escolhida a solugdo preferida. Os julgamentos pedidos 20 Agente de Decisio envolvem apenas selecgio’
de alternativas (reais ou virtuais), ndo sendo necessdrios quaisquer outros parimetros (pesos, metas, etc), que
afectem a decisfo final.

Na comunicagio descrevem-se os fundamentos ¢ o funcionamento do método, e apresenta-se uma apllca@o
de demonstragdo, desenvolvida em ambiente MS-DOS, incluindo um exemplo ilustrativo.

‘Keywords
Decision Aid, Multiple Criteria, Multiattribute Decision Making.
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1 - Introducio .

Uma das possiveis estratégias de abordagem de problemas de decisio com critérios
multiplos envolve uma primeira fase, de geragdo ou identificago das solugdes eficientes (ou
uma sua aproximagio, no caso multiobjectivo), seguida de uma fase de decisdo, na qual o
Agente de Decisfo escolhe a solugio preferida de entre as que lhe sdo apresentadas.

A primeira fase baseia-se no conceito de dominagdo: uma alternativa domina outra se €
melhor do que ela em pelo menos um critério, nio sendo pior em nenhum outro. Em
consequéncia, sdo rejeitadas todas as alternativas dominadas, uma vez que ndo hd qualquer
racionalidade em preferi-las as solugées que as dominam (a ndo ser que o problema esteja mal
formulado e haja critérios escondidos). As solugées ndo-dominadas (designadas também por
eficientes ou 6ptimas de Pareto) mantém-se em consideragfio. Devido a natureza conflituosa dos
critérios, ndo &€ possivel, em geral, obter uma solugdo final nica como resultado deste
processo, tornando-se necessdria a segunda fase, na qual se faz intervir, directa ou
indirectamente, a estrutura de preferéncias do Agente de Decisdo. Essa intervengdo pode
assumir diversas formas, desde a construgfio de uma fungdo de valor (ou fungdo utilidade) que
transforma o problema num problema operacional de maximizagio, até a suposigdo de que o
Agente de Decisdo pode decidir directamente sobre o conjunto de alternativas resultante da
primeira fase, passando pela aplicagiio de regras auxiliares "racionais" (mas ndo incontestdveis,
como € o caso da dominagdo).

Quando o Agente de Decisfo se considera capaz de escolher directamente entre alternativas,
surgem muitas vezes dificuldades associadas ao grande niimero de elementos do conjunto de
solugdes candidatas, por ser ultrapassada a capacidade de processamento limitada do Agente de
Decisdo [6]. A ajuda & decisdo néo prescritiva em relago a este aspecto corresponde a fornecer
ao Agente de Decisdo meios que lhe permitam aproximar-se progressivamente da solugio
preferida, & custa de decisGes parciais que respeitem os referidos limites de capacidade de
processamento,

- Nas secgdes seguintes da comunicagio descrevem-se os fundamentos e o procedimento
base do Método das AmplificagSes Sucessivas, desenvolvido inicialmente por Matos [4], e
apresenta-se uma aplicagfio para MS-DOS que utiliza 0 método num ambiente amigdvel baseado
em janelas, menus, botdes e rato. A comunicagdo € completada por um exemplo baseado num
problema multiatributo com 33 alternativas eficientes. Para além do que se incluiu nesta
introdugdo, nfio se fard qualquer exposigfo sobre os fundamentos e terminologia dos problemas
de decisdo multicritério, que podem ser vistos, por exemplo, em Matos [4].
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2 - Método de Amplificacoes Sucessivas

A metodologia que se descreve nesta secgdo pretehde ultrapassar os problemas, referidos na
introdugdo, de tratamento de conjuntos de solugdes eficientes com elevado niimero de
elementos. Respeitando as limitagSes na cépacidadc de processamento do Agente de Deciso, o
método permite, interactivamente, uma aproximagio progres'siva a solugdo preferida, mantendo
uma perspectiva global sobre o problema.

2.1. Conceptualizagio

O Meétodo de Amplificagdes Sucessivas baseia-se no conceito de macro-solugdo
(introduzido por Matos [4]), definida como um conjunto impreciso (fuzzy set) de alternativas, e
representada, para efeitos operacionais, por um ponto caracteristico que funciona como uma
alternativa virtual, "tipica" de uma certa tendéncia de relages entre critérios. A globalidade do
conjunto pode, assim, ser representada por um nimero limitado de macro-solugdes, que sdo
apresentadas ao AD. Este é, em consequéncia, sempre confrontado com escolhas entre
alternativas (reais ou virtuais) no espago dos atributos, em nimero nio superior ao que desejar,

- podendo seleccionar a(s) macro-solugdes que lhe parega(m) mais promissor(as). Por sua vez,
todas as alternativas reais tém um determinado grau de pertenga a cada uma das macro-
solugdes, o que permite manter em consideragdo apenas as solugdes cujo grau de pertenga total
as macro-solugdes seleccionadas é superior a um certo valor (limiar de inclusfo). Isto inclui
alternativas "intermédias”, ou seja, ndo claramente associadas a nenhuma macro-solugio
individual, mas relacionadas com a unido de duas ou mais macro-solugGes seleccionadas.

A repetigio do processo, com determinagio de novas macro-solugdes que representem o
conjunto reduzido e novas decisdes parciais, permite a redugio progressiva até€ um conjunto
final com poucos elementos, no qual € escolhida a solugdo preferida. A possibilidade de escolha
muiltipla em cada decisdo parcial exclui a incémoda obrigagiio, para o AD, de tomar decisdes
“forgadas", para poder prosseguir. A velocidade de amplificagdo da zona preferida pode ser
regulada pelo limiar de incluséo. ‘

Operacionalmente, o Método de Amplificagdes Sucessivas baseia-se num processo interno
de fuzzy clustering (agrupamento impreciso), onde as macro-solugdes correspondem aos
agrupamentos imprecisos, € 0s seus pontos caracterfsticos s&o os protétipos (centréides) dos
agrupamentos.

‘2,2, Macro-solugoes ‘

A modelizagdo revela-se aplicdvel tanto ao caso multiatributo, em que o conjunto das
alternativas seja de grande dimensfio, como a problemas multiobjectivo, em principio
considerando o conjunto dos pontos extremos eficientes (¢ possivel, também, "enriquecer" este
conjunto com'alguns pontos eficientes interiores). Em qualquer dos casos, falar-se-4,
formalmente, de um conjunto

Z = {21, Z3,....,Zn)
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de n alternativas z; = (z;y z; ... zj,) definidas no espago de atributos de dimensdo m. Devido
as caracteristicas do método, ¢ irrelevante que o problema seja de maximizagﬁo ou de
minimizagio.

O fundamento da modelizagfio desenvolvida é, como se disse, a consideragﬁo de macro-
solugGes que representem, duma forma agregada e estruturada, o conjunto Z. O nimero s de
macro-solugdes nio deve exceder o "limite de discriminagio" n AD do Agente de Decisdo, on
seja, o niimero méximo de alternativas que o AD aceita considerar simultaneamente.

Uma macro-solugdo M; € definida como um conjunto impreciso de solugdes:

M; = {(zy, u (2, M) | z,€ Z} i=1..s<nup
onde u:Z — [0, 1] designa o grau de perienga da alternativa z, em relagdo & macro-solugio
M,;, representado usualmente por:

ik =1 (Zk s Mi)

Definem-se também pontos caracteristicos das macro-solugdes, s;j (i = 1...s), no espago
dos atributos. Estes pontos nio terdio necessariamente que pertencer a Z.

Saliente-se que o conceito de macro-solugdo tem um cardcter geral para este tipo de
problemas, ndo se esgotando no Método de AmplificagBes Sucessivas. Supondo definidos os
graus de pertenga e os pontos caracterfsticos, é possivel, por excmplb, representar
compactan{ente o conjunto Z de virias formas: ‘

(a) O conjunto S = (sqs; .. sg} dos pontos caracteristicos das macro-solugdes.

(b) Nucleos de nivel o para macro-soluges M; seleccionadas, dados por:
M= (2 IneZ e uy>a) '

(¢) Unides de dois ou mais niicleos de nivel . ,

No Método de AmplificagSes Sucessivas é usada a primeira hip6tese indicada, enquanto
que as hipéteses (b) e (¢) sdo utilizadas em outros modelos (ver [4] e [5]).

2.3. Descriciao do método

Como j4 se referiu, o método baseia-se na identificagéio das macro-solugdes (e dos seus
pontos caractén’sticos) directamente a partir do conjunto Z. Essa identificagio permite apresentar
a0 Agente de Decisdo uma represehtaqﬁo reduzida do conjunto Z, constituida pelos pontos
caracteristicos. Sucessivas aplicagdes do procedimento sobre subconjuntos de Z, derivados a
partir de decisSes parciais, permitem focar as zonas preferidas de forma progressivamente mais
nftida, até & defini¢do de um conjunto final de dimenséo reduzida. A identificagdo das macro-
solugdes como conjuntos imprecisos, supde ainda, como condigdes naturais:
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(a) A totalidade de pertenga de qualquer solugfo z; em Z € igual a unidade:

S up =1 k=1..n
i
(b) Nao existem macro-solugdes vazias (ou absorventes):
0<Zuik<1 i=1...s
k

As condigBes anteriores, conjugadas com a condigfio de normalizagdo dos graus de pertenga
(ujke[0,11,i =1 ... s,k =1 ... n), correspondem & defini¢io de uma parti¢do imprecisa do
conjunto Z. Em consequéncia, os prot6tipos dos agrupamentos serdo os pontos caracteristicos
das macro-solugdes, p.odendo utilizar-se, por exemplo, o algoritmo de agrupamento impreciso
conhecido por fuzzy-ISODATA (ou fuzzy c-means), desenvolvido por Bezdek [3] para obter os
valores pretendidos de uj,i=1...s,k=1...nedes;i=1...s Os valores de ujx sdo
normalmente agrupados numa matriz U (sxn), designada por matriz de partigiio imprecisa.

Dada a especificidade desta utilizacfo das técnicas de andlise de agrupamentos imprecisos, a
escolha do nimero de agrupamentos tem menor importincia do que no caso geral; como se
compreenderd no desenvolvimento do método, o impacto de qualquer possivel "md escolha”
(nesse sentido) é completamente atenuada pelo cardcter progressivo das decisbes tomadas ao
longo do processo, € pela possibilidade de regulagio da velocidade de progressdo através do
parimetro ug. Poder-se-4, portanto, utilizar um valor de s igual ao limite de discrimina¢do nAp
do Agente de Decisdo, ou um valor definido por este em cada estddio do processo.

Apresenta-se em seguida o procedimento base:

Método de Amplificagbes Sucessivas

(i)  Obter uma parti¢o imprecisa U do conjunto Z, por meio de um algoritmo de
agrupamento impreciso. Apresentar os protétipos s; (i=1..s) ao AD, como
representacdo das macro-solugdes;

(ii) Decisao: O AD selecciona as macro-solugdes mais prometedoras. Seja P o
conjunto dos indices dos agrupamentos seleccionados; : ‘

(iii) Construir o conjunto reduzido:

ZR = {z | 2keZ ¢ 2 Uik = ug}
ieP
onde ug é um limiar de aceitagfo pré-especificado;

(iv) Se o nimero de elementos de ZR € maior do que o pretendido, fazer Z=ZR e
regressar a (i);

No caso contrério, ZR é o conjunto final a apresentar ao Agente de Decisdo;

(v) Decisdo: O AD selecciona a sua decisfo preferida.
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Sdo de realgar algumas caracteristicas deste método, no que respeita ao Agente de Decisdo:
(a) E proporcionada uma perspectiva global dos conjuntos, ao longo do processo;
(b) O Agente de Decisdo nunca tem de considerar, em nenhuma fase do procedimento,
mais alternativas do que pretende;
(¢) Com excepgio da decisdo final, é sempre possivel tomar decisdes multiplas;
(d) Todas as decisdes sdo escolhas entre alternativas: O AD nunca tem de fornecer, ou
tomar decisGes, sobre pesos, valores de compensagdo, ou niveis de aspiragio;
(e) O método nédo € prescritivo, mas impede a deambulagio, devido 2 progressiva
redugdo do conjunto de alternativas activas.
A apresentagio dos protétipos dos agrupamentos deve ser feita da maneira mais adequada
ao AD. Entre as vdrias possibilidades deve salientar-se a apresentagio dos protétipos sob a
forma de histograma, com referéncia aos valores mdximos e minimos dos atributos, de forma a
manter uma perspectiva global, mesmo nas decisGes sobre conjuntos reduzidos (suconjuntos do
conjunto inicial). Também € favordvel a possibilidade de reconsiderar (backtraking), voltando
alguns passos atrds e recomegando. Qualquer destes aspectos estd contemplado na aplicagio
que se descreve na secgiio seguinte,

3 - Uma aplicacdo do MAS

Uma verso fundamental do MAS foi codificada em MicroSoft C, utilizando o software
grifico ATEGA desenvolvido no INESC [1], para utilizagdo em ambiente MS-DOS. O progra-
ma dispde de uma interface grfica que permite, interactivamente e de um modo amigdvel, a
escolha de uma solugdo, entre um vasto conjunto de alternativas, de acordo com o
procedimento descrito na secgfo anterior.

O programa tem capacidade para problemas com 200 alternativas, 10 atributos e 8
agrupamentos, nfo tendo havido preocupagio em alargar estes limites, nem de minimizar
tempos de execugdo, devido  natureza demonstrativa da aplicagdo. Referem-se em seguida os
comandos existentes, disponiveis sob a forma de botdes no menu principal, cujo aspecto pode
ser visto na secg#o 4. .

3.1. Criagdo e gestio de ficheiros de dados

Directério: Permite obter uma listagem dos casos disponiveis em disco.

Criar: Este comando permite criar, de forma interactiva, um ficheiro com os dados
relativos a um determinado problema. O utilizador pode, depois de criar um
ficheiro, alterar os dados, visualizd-los e gravar o problema em disco.

Gravar: Este comando permite gravar em disco os dados do problema corrente.

Carregar: Permite transferir do disco para meméria os dados relativos a um dado
problema, previamente gravado.
Ver: Esta opgio permite listar todas as alternativas, com identificagdo (por cor) das
alternativas rejeitadas e activas num dado passo do processo de decisdo.

¢
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Alterar: Este comando permite alterar os dados relativos ao caso corrente, incluindo a
adigfo de atributos ou alternativas.

3.2. Operagao do método
MAS: Ao ser accionado este comando, serdo pedidos ao utilizador o nimero médximo de

s

agrupamentos que estd disposto a considerar e o limiar de aceitag@o ug. O programa
accionard, entfio, o seu algoritmo interno de agrupamento com vista a calcular os
protétipos, considerando as alternativas activas nesse momento do processo. No
final, serfo apresentados ao utilizador os agrupamentos calculados (indicando-se
os centros dos clusters) .

Histograma: Para ajuda a selecgfio das macro-solugdes preferidas, sio apresentados ao
utilizador histogramas correspondentes aos protétipos calculados pelo
processo de agrupamento. Os histogramas estdo sempre referidos ao
médximo e minimo disponiveis em cada atributo, de forma a manter
permanentemente o utilizador situado no conjunto global das alternativas.
Em face da informagdo fornecida, o utilizador deve marcar a(s) macro-
solugdes(s) que lhe pareca(m) mais promissor(as). Por razes de espago no
monitor, apenas sdo apresentadas, de cada vez, um mdximo de quatro
solugdes, mas o utilizador pode fazer com facilidade as combinagdes que
entender,

Decisdo: Este comando permite ao Agente de Decis@o tomar a decisio final, entre as

alternativas seleccionadas nesse momento.

Backtracking: Esta opgdo permite ao utilizador reconsiderar, anulando algumas decisdes
parciais e regressando ao ponto do processo que entender, para continuar a
partir daf.

‘Alternativas: Lista as alternativas activas, permitindo a visualizagdo do histograma

correspondente a qualquer alternativa seleccionada (mdximo: 20).

3.3. Outros comandos
Informagdo: Este comando permitird, futuramente, apresentar informagdes iiteis ao
» utilizador. ‘
Sair: Termina a execugio do programa.
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4 - Exemplo ilustrativo

" Nesta secgdo ilustra-se a utilizag@o do programa, em relagio a um problema de escolha de
uma mdquina de lavar, adaptado de Zeleny [8], simulando as decises parciais de um hipotético
Agente de Decisdo, de forma tanto quanto possivel coerente, mas sem recorrer a qualquer tipo
de fungfio de valor implicita.

O Agente de Decisdo deve escolher entre 33 alternativas, caracterizadas pelos seguintes
atributos: (1) Prego da mdquina, (2) Tempo total de lavagem, (3) Consumo de energia e (4)
Consumo de d4gua. Com excepgio do prego, todos os atributos estio referidos ao programa
mais frequentemente usado. Em relag@o A minimizagio destes atributos, nenhuma alternativa é

. dominada.
Miquina Prego Tempo de Consumo Consumo
(US$) Lavagem (min) |Energia (kWh)| dgua (litros)

1 509 74 1.5 114
2 425 80 1.5 110
3 446 72 1.6 135
4 564 65 1.6 118
5 547 53 1.8 140
6 450 68 1.6 135
7 473 65 1.6 130
8 484 56 1.7 115
9 456 68 1.6 130
10 488 72 1.6 114
11 530 55 1.7 135
12 477 76 1.5 110
13 589 53 1.6 130
14 534 61 1.4 122
15 536 57 1.7 110
16 494 71 1.5 135
17 425 65 1.8 120
18 555 53 1.7 125
19 543 57 1.6 120
20 515 . 68 1.5 130
21 452 76 1.5 112
22 547 68 1.5 120
23. 421 76 1.4 130
24 498 68 1.6 120
25 467 65 1.7 130
26 595 50 1.8 135
27 414 68 1.7 125
28 431 66 1.7 110
29 452 72 1.5 115
30 408 77 1.6 119
31 478 59 1.8 110
32 395 76 1.5 120
33 543 57 1.5 135

Os dados referentes a este problema encontram-se num ficheiro de dados (LAVAR) criado
anteriormente. O utilizador dever4 utilizar o comando CARREGAR para transferir os dados
para memoria (Fig 1).
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{ Ficheiros :

I MAQUINAS
| ESTACOES

TESTE2
TESTE3

oDoOoooOoooooE

Fig 1. Comando CARREGAR.

Ficard entfio activo o ficheiro LAVAR. O utilizador poder4 listar as opgdes (comando VER)
ou, se o desejar, acrescentar alternativas ou atributos (comando ALTERAR). O utilizador dard
entdo inicio ao processo, premindo a opgio MAS.

O Agente de Decisdo indicard ao programa o niimero miximo de alternativas que estd
disposto a considerar (4, neste exemplo) e o limiar de aceitagdio up, que parametriza as

sucessivas redugdes do conjunto.

Limite de inclusdo num Agrupamento (0.1 .. 0.9)
> 0.7

. Fig 2. Comando MAS
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O programa realiza uma partigio imprecisa do conjunto inicial (33 alternativas)

apresentando os protétipos ao AD (ver tabela).

Atributo macro-solugdes
1 2 3 4
Preco 492.9 553 417  456.4
Tempo lavagem 6791 57.83 7173  70.68
Consumo energia | 1.588 1.627 1.6 1.585
Consumo dgua 118.7 126.4 119.2 126.5

O AD dever4 prosseguir, utilizando o comando HISTOGRAMA que lhe permite visualizar

os histogramas dos protétipos calculados pelo processo de agrupamento, O mdximo e 0 minimo
de cada atributo sdo utilizados como limites (esta caracteristica mantém-se durante todo o

processo, mesmo se as solugbes correspondentes a0 maximo ou a0 minimo forem eliminadas).

Neste momento, o utilizador deverd marcar o(s) agrupamento(s) que lhe pareca(m) mais

promissor(es). No nosso exemplo o Agente de Decisdo marcou os agrupamentos 1 e 4.

Marcar

595 80 1.8

140

4 Marcer ] 1]

80 1.8 140

Fig 3. Comando Histograma
Neste momento, o Agente de Decisdo pretendeu continuar o processo de escolha. Para isso,

prime o comando MAS. O programa indica-lhe entio que estdo activas 15 alternativas que o
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AD decide agrupar em 5 agrupamentos, indicando um limiar de aceitacdo de 0.8. A tabela
seguinte apresenta o resultado:

Atributo macro- soluéées
1 2 3 4 5
Preco 481.7 496 4512 469.9 512

Tempo lavagem 65.73 69.91 72.81 65.02 71
Consumo energia 1.65 1.55 1.56 1.65 1.5
Consumo dgua 112.2 127.5 125.4 130. 122

Neste ponto o utilizador pode regressar a um ponto anterior da execugdo (backtracking),
tomar a decisdo final ou continuar o processo, utilizando o comando HISTOGRAMA. No
nosso exemplo, o AD optou pela terceira hipétese, marcando os agrupamentos 3 e 4, do que
resultou a redugdo do conjunto para 7 alternativas.

O AD decide entdo prosseguir com o método (comando MAS) fornecendo ao programa
indicagGes para agrupar as alternativas activas em 3 agrupamentos, com limiar de aceitacio
0.8.

Resultados obtidos :

Atributo ' macro-solugdes
1 2 3
Preco 450.7 452 470
Tempo lavagem 72.01 74 65
Consumo energia 1.6 1.5 1.65
Consumo dgua 1333 1135 130

Utilizando o comando HISTOGRAMA, o AD marcou o agrupamento 3, ao qual
correspondem as alternativas 7 e 25. Neste momento, o AD, sentindo-se capacitado para tomar
uma decisdo entre estas duas alternativas, premiu o comando DECISAO e seleccionou a
alternativa 25,
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PPN 7 A

ALTERKRATIVA 25 2 argr
595 80 : MAS

s Altera
395 50 -

Fig 4. Comando DECISAO.
Neste momento, o AD pode ndo estar completamente satisfeito com a sua opgéo.

Eventualmente, poderd ter perdido alguma alternativa melhor durante o processo de escolha.
Decide entdo fazer BACKTRACKING, voltando ao ponto da execugio onde estavam activas
15 alternativas. A andlise poderé prosseguir normalmente a partir daqui.

5 - Conclusoes

O método descrito na comunicagdo permite ao Agente de Decisdo progredir num conjunto
com um grande nimero de alternativas através de redugdes do cofjunto inicial, amplificando
sucessivamente a zona correspondente s suas préfcréncias. Todas as decisGes sdo tomadas
sobre alternativas (reais ou virtuais), com a ajuda de uma interface amigdvel baseada em janelas,
menus, botdes e rato, e que inclui uma pei’manente referéncia global as hipéteses extremas
disponiveis em cada atributo. O método nio é prescritivo, mas impede a deambulagdo, embora '
permita ao AD reconsiderar, retomando o processo num ponto anterior.

O Agente de Decisfio ndo € nunca confrontado com mais alternativas do que deseja, nem
tem de fornecer ou tomar decisdes sobre pesos, valores de compensagio ou niveis de aspiragdo,
sendo-lhe ainda possfvel tomar decisdes parciais miltiplas. A metodologia pretende, em geral,
apoiar o AD na selecgdo de um conjunto final de dimensdo aceitdvel por este, a partir de um
conjunto inicial de maior dimensfo. A fase final da decisdo pode ser realizada por apreciagdo
directa sobre o conjunto final, ou recorrendo a métodos prescritivos.
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Abstract : ‘

While problems involving location of facilities, which can be represented as points, have been sufficiently
studied in many cases, most of the cormresponding ones for the location of facilities such as highways or
communication subnetworks have only been considered during last ten years and open problems often appear.

This paper is devoted to the second type of location problem, After the introduction of the already known
theoretical and computational results, their possible applications are reviewed, and future directions of research
are suggested.

Keywords
Location, extensive facilities, survey.

1 - Introduction

Most of the papers in network location theory are concerned with the selection of places for
locating facilities, which can be represented as isolated points in a network, but during the last
decade some papers about location of dimensional structures as paths or trees, have been
published. Thus location theory has been extended in a way that is close to some classical
problems of the operations research: network design, routing, shortest path,

In order to try to establish differences between these problems and the ones of interest in
this paper, by location of structure we understand the selection of such structure in the network
according to one or several criteria that take into account the interaction between the object to
locate and some points ("demand/antidemand points") of the network. Therefore, functions
either in the objective or in the restrictions, are dependent on these interactions.

However, the criteria usually applied for determining a path or a tree for those classical
problems, only take into account inherent magnitudes of the structure to being considered, as
for instance costs or travelling times.

Often practical problems assume the construction of the selected facility, but in other cases
problems only involve the selection of an already existent subnetwork, as for instance for the
problem of routing vehicles containing hazardous waste from source to disposal place.

Some of the criteria used in point location have been applied to the location of paths and
sometimes of trees in a network, and different results and algorithms have been obtained, but
the literature about these problems, which is still incomplete, is quite scarce; partially because of
the different and possible heading used. In the present paper we are trying to bring together this
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researh in order to classify potential applications. For this reason paragraph 2 is devoted to a
summary description of the different models.already studied.

Thus the point of view that follows is from the theory of the models already known, though
applications are sometimes sources of mathematical problems, and future directions of research
from the applications are also suggested. The final purpose of this paper is to provide in a
structured way, the potential applications of this group of location models and problems.

2 — Models and criteria

Several models have already been researched and they can be classified according to the
criterion/criteria used in the objective function and the restrictions imposed.

Each location criterion can be applied to the location of central or anticentral facilities. For a
central facility we understand that which is desired to be "close to" demand Points, whereas an
anticentral facility is one which is desired to be far from the demand (or more properly
antidemand) point. For instance a route for transporting hazardous materials must be far from
the populated areas. Depending on the central or anticentral character the objective function
must be minimized or maximized.

Problems of location of structures can be restricted or not restricted, but location of
anticentral structures gives rise to restricted problems. Restrictions often used are the two
extreme points for a path, the total length, the cardinality of the vertex set of the structure or
some maximum distance or travel time between demand points and structure. ‘

If G is a finite non directed graph, for which V(G) is the vertex set and A(G) is the arc set,
we suppose that for each a = (v;, Vj)E A(G), the length 1(a) = d(v;, vj) is known. This allows us
to define the total length of a structure with tips at vertices as the sum of the lengths of all edges
of the structure. Should a structure have tips or end points at points different than vertices, an
embedding of the graph in an Euclidean space it is assumed to be possible.

Let d(u, v) be the distance (the minimum distance through all the paths connecting u and v)
between two vertices u and v of G, and for structure S and a vertex ve V(G) let

“d(v;S) = min,¢ v(s) d(v, u) be the distance between v and S (V(S) is the set of vertices of S).

One of the most used decision criterion is the eccentricity which consists of minimizing

(maximizing):

e(S) = maxye y(g) d(v, S)
between all the structures S included in some class of structures S (paths, trees, forest, etc.). In
particular if § is the class P of all the paths of G the structures of P which minimizes cardinality
of the vertex set of minimum eccentricity is called path center (Hedetniemi et al. [14], Slater
[24]), and linear time algorithms for finding it in tree graphs, have been provided'.

While the above criterion takes into account the worst situation of the demand points, the
optimization of the total sum of the distances from the vertices to the structure is a measure of
efficiency, and those paths that minimize: ‘
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S@)= Y, d(v, P)
ve V(G)

among all the paths P of the graph are called core or path median (Morgan and Slater [22}), in
which a linéar time algorithm when the underlying structure is a tree graph, is devised. This
definition can also be applied for types of structures other than paths.

A related criterion is the branch weight, which for a tree T consists of the selection of the
paths P which minimize the maximum of the total weights of the components of T —P (Slater,
[24]). The path which minimizes cardinality of the vertex set of minimum branch weight is
called spine or path centroid.

When a trade-off between efficiency and effectiveness is desired, the o.-cent-dian criterion
should be used [19]. This consists in optimizing the convex combination:

F(o) = ae(P) + (1 - o) S(P)
for each ae [0, 1]. _

For the tree graph of the figure in which the length of each arc is the unit, the absolute
center c is the midpoint of the arc (uj, z), the median and the centroid set are {z, v'}, while the
path center P = P(u;,w;) connect the vertices u;,w), there are two path medians Py, = P(v,w),
P; = P(v, "), the path centroid is Pcq = P(v', wy) and the path a-cent-dians are

Py and Py if ae [0,5],

Py =13 P(uv) if ae [15,%]

P(u,w) if ae [%,1].
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Howevet, in practice problems do not often consist only of the optimization of an objective
function, they are in fact restricted. Restrictions on the total length of the structure have been
considered in (Minieka [21]) and on the cardjnality of the vertex set in (Kincaid et al. {18]). In
this paper covering type problems are consideréd, that is to say to minimize either

IV(S)I or I(S)
such that f; (d(vJ, §)) < r, in which r represents a given threshold and f are continuous
increasing functions. A good survey of the computational complexity issues for the different
length restricted problems is given in (Halimi et al. [13]).

The restriction to the origin and the destination points rise to a group of path location
problems, that have important applications, for instance, to vehicle routing (Berman and
Handler [2]) or transportation of hazardous materials (Batta and Chiu [1], Boffey and Karkazis
[4)). . |

The combination of the requirement of the shortest path with some locational problems,
such as, for instance, the median path (Current et al. [8]) or the covering one (Current et al. [5],
[71), leads to multiobjective problems which seem realistic models of many practical problems.,

A different way of combining several criteria is to include one term for each criterion in the
objective function, as for instance in the paper by Kim et al. [17], in which the objective
function is to minimize the sum of the setup cost of establlshlng the facility and the cost of
providing service which is given by the median function.

3 - Possible applications of the models

In this paragraph, and in order to assist practitioners in decision-making, some potential
applications are grouped in different subjects, though boundaries are sometimes hazy.
However, the following points do not to be a complete list of applications but only some of the
most important ones,

3.1. Design of transportation networks _

The introduction of space into the economic theory was made in the last century, in which
several papers were devoted to the study of the best tracing of railroad lines. However, these
were forgotten until approximately the middle of the present century. In fact, it is since the early
70's, that problems of optimally locating transportation network have been systematically
researched. According to their nature, facilities in location theory can be classified into two
groups: the existent ones, which represent the demand points, and the new facilities which will
provide a service. The former can be concentrated in a finite number of points or can be
distributed continuously in some subset of a Euclidean space. At this point, it is convenient to
mention the distinction between continuos location models and the discrete ones. If the new
facilities may be located anywhere in a homogeneous transportation area, the problem is
referred to as a continuous one, and a good reference for these type models is the Mosler's
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book [23]. However, if they must be in a basis graph, the problem is called discrete, with
which this paper is concerned. Advantages of the continuous are that they provide more general
results, informations on the geometry of the structure for locating, on the shape of lines (arcs)
and on the junctions (nodes) of the optimal structure. However, some discrete models are good
synthesis of the real world and there are often efficient algorithms for them. A survey of
network design and transportation planning is provided in the paper of Magnanti and Wong
[20].

The location criteria which can be used for locating a segment (path) or a basic system (tree
or subgraph) of highways, pipelines or railroad lines between two fixed points or connecting
some of them, are the minimization of the distance sum or the total travelling time from the
structure to the demand points (towns or cities), when targets of efficiency are prevalent, and
the minimization of the eccentricity when it is convenient to take into account the worst situation
of the demand points.

However, sometimes problems in practice have a multiobjective nature, and costs,
travelling times or total length of the structure are primary goals. Thus the combination of the
criteria usually applied for the generically called shortest path problem, as for instance the total
cost of constructing the structure, with the minimization of the eccentricity or the distance sum
or with covering objective, is a better way to modelize these problems.

Thus the median "shortest” path problem consists of minimizing the functions:

Z c(a)

aeP

> f(vpd(vy, P)
vie V(G)

in which c(a) is the cost of constructing the arc a of P and f(v;) is the demand of the vertex vj,
among all the paths Pe P(O,D) connecting the origin vertex O with the destination D.
This problem can be formulated as a two objective integer program and an algorithm to
generate noninferior solutions is provided in the paper of Current et al. [8].
The combination of the shortest path objective, with restrictions of covering, leads to the -
shortest covering path problems [5]: ‘
min Y c(a)
P aeP
s.t. d(v,P) £r foreach ve V(G)
Assuming that a vertex is covered when it is whithin a given distance r from the path to

locate, the restriction of covering could be substituted for the maximization of the demand
covered [6]. For urban mass transit systems, more realistic models are obtained, when the
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minimization of the total travelling time that costumers spend from their origins to their
destinations, is included as an objective.
A related problem is the shortest center path, which consists of:

min c(a)
P a%’

min max Y d(v, P)
P veV(G) aeP

and combination of the shortest path problem with the a-cent-dian path, o€ [0, 1], can be
interesting because of its parametric nature, as a way to weight efficiency and effectiveness.

- When demand points define the nodes of the basis graph, the upgrading of road systems,
the central pipelines network for irrigation or for gas, or a subway system are further potential
applications, for which the corresponding models for subtrees can be used.

3.2. Routing in transportation networks

Routing problems have been researched from different points of view, but the ones of
interest here are those in which some locational criterion is taken into account.

Some of the problems described in the relevant literature are: routing for newspaper
distribution, in which nodes on the path to be covered by trucks are road intersections from
which newspapers are picked up to be transported by carriers or vans. This problem was cited
as an instance of the shortest covering path problem by Current et al. [5]; determination of
routes for express lanes (path medians), mass transit systems, airline and shipping routes,
optimal paths for mobile service to a "nonemergency"” destination (Berman and Rahnama [3])
and to a "nonservice" destination (Berman and Handler [2]) are further potential applications.

Other potential application such as routing of health care teams in developing countries or
some instances of the travelling salesman problem, can be modelized as median or coverin g
. shortest tour problem [9], [10].

3.3. Routing of undesirable facilities ,
Optimal transportation of hazardous materials is a problem with increasing interest in
developed countries, so that distinguished attention is paid in present research, An example of
this, is the special issue on transportation of hazardous materials of Transportation Science:
vol.25, n®2, 1991. Analogously to the point-location of undesirable facilities, the problem in
mind has an "anticentral” character, that is to say to locate a facility to be furthest away from the
demand points (in this case antidemand points or populated areas). In order to get this
anticentral character, maximization of the eccentricity or the distance sum function can be
considered, but surely the use of the covering models are more realistic approaches (Current et
al. [7]). The impact on the populated areas may be aggregated as weights; in the closest part of
the path to be located using @ minisum criterion (Batta and Chiu [1]), the minimization of the
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expected damage effects (Boffey and Karkazis [4]), the finding of a shortest path subject to risk
equity restrictions (Gopalan et al. [11]) and the selection of an equitable set of routes (Gopalan
et al. [12]), have been also considered.

Because of the multiobjective nature of routing of hazardous materials, there are
combinations of criteria that lead to real problems but they have not yet been researched. Also,
the p-dispersion path problem remains open which is to be set of p paths furthest away each

other.

3.4. Other problems
Applications of the tree covering problems:

min  1(T),
T

s.t. d(v;, T) €r; forall ieM

that is to say to find the tree T of minimum length such that the point v; must be at most rj units
of distance from T, to the determination of a snow emergency zone in a city (Kim et al. [15],
[17]), as well as to the positioning of troops along a front, when the troops must protect
demand points to be covered (Kim et al [16]).

Location of a main material handling system for a flexible manufacturing system, can be
modelized by the problem of minimizing the eccentricity among all the paths, which cardinality
of the vertex set or the total length would be less than or equal to a fixed L (Kincaid et al. [18]),
and repavement of a contiguous segment of highway can be regarded as the location of a tree-
shaped facility.
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Abstract
Lagrangean and linear penalties can be used for variable bounding in ILP. Such penalties, embedded in a
branch-and-bound algorithm, yield remarkable reductions in the search procedure effort for large scale problems.
In this paper, four different ways of exlporing this idea for a covering problem with integer variables are
presented, Computing results taken from test problems have revealed the efficiency of the technique in reducing
the amplitude of variable intervals, and even in fixing them at feasible values,

Resumo

Num problema de PLI com varidveis limitadas os intervales de variago das varidveis podem ser "apertados”
tomando em consideragio penalidades lagrangeanas ou lineares, as quais vém assim facilitar a enumeragio
implicita em PLJ, especialmente se os problemas forem de grande dimensio.

Para um problema de cobertura com varidveis inteiras limitadas apresentam-se quatro alternativas de aplicagio
desta ideia, bem como os resultados computacionais obtidos num conjunto de problemas-teste. A experiéncia
evidenciou a eficdcia da técnica na fixagdo de varidveis e na redugdo, percentualmente elevada, da amplitude dos
intervalos.

Keywords
integer linear programming, covering problems, lagrangean relaxation, penalties.

1 - Introduction

The purpose of this paper is to show how lagrangean and linear relaxations can be used for
variable bounding in integer linear problems with bounded variables (ILPs). Two general
results, stated in Section 2, validate the updated variable bounds for all the feasible solutions
better than a stipulated one. Such features have been called lagrangean or linear penalties though
they do not lead to penalties in the strict sense of the word. This nomenclature arises from the
penalization incurred when the solution goes outside the updated variable interval.

In Section 3, we shall point to different ways of defining lagrangean penalties for a
- covering problem with integer variables, referred to as the generalized set covering problem
(Paixdo and Pato (1988)). Finally, some computational iesults will be given to ilustrate that




44 M. V. Pato / Linear and lagrangean penalties in ILP

penalties introduce remarkable reductions in the solution space, at least in the covering
problems tested so far.

Therefore, as this technique is very inexpensive computationalwise, it is most suitable for
accelerating the bounding procedure in large scale problems. )

Mention should be made of the following works, where lagrangean or linear penalties were
applied to several problems: Sweeney and Murphy (1981) — the multi-item scheduling problem;
Balas and Ho (1980), Hey (1980), Paixdo (1983), Beasley (1987) — the set covering problem;
Chan, Bean and Yano (1987) — the set partitioning problem; Hall and Hochbaum (1985) — the
multi-covering problem. It may be worth noting that, in these studies, the updating of the
variable bounds does no more than fix the variables at 0 or 1, because the problems are binary.
In the case of the ILP, Nemhauser and Wolsey (1988) present a linear penalty result which is
weaker than the one stated here. These authors apply the penalties to a binary problem — the
travelling salesman problem. In fact, the possibilities for bounding are much more relevant in
binary problems.

As is known similar penalties have already been derived from the linear relaxation by Beale
and Small (1965), Driebeek (1966) and Tomlin (1971). However such post-linear penalties are
extremely time-consuming as they require the optimal linear tableau.

2 - Linear and Lagrangean Penaliies for ILP
Let us take the following integer linear problem with bounded variables:

(ILP) minimize cx
subject to Ax 2b
0<x <h
x integer

where ¢ is a real vector, b, h are integer vectors, A is an integer matrix, and all have
appropriate dimensions.

As we know, the linear relaxation of the integer linear problem is the ILP without the
integrality constraints, and is denoted by LinILP.

Now let z be an upper bound on the optimal value of ILP, zj p, and [u v] a feasible
solution for the dual linear problem. As usual, r represents the reduced costs associated with
[u v] and z the dual objective value corresponding to [u v].

Following these definitions, consider the general result for linear penalization which can be
directly taken from duality:

Proposition 1
For a particular k,
¢ifr >0 then x <) @ —z)/r |
in any feasible solution better than Z.
(Jal - the largest integer strictly less than a )
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Now, rather than rejecting the integrality constraints, some of the main constraints are
rejected by embedding them in the objective function associated with non-negative multipliers,
A 2 0. Thus, this lagrangean relaxation of ILP may be presented as follows:

(LagyILP) minimize ¢ x - A (A% x —b%)
subject to Alxzp!
0<x<h
x integer

where the vectors and matrices have appropriate dimensions.

The decomposition of the constraint set into two blocks, Al x>b! and Ax> b2, is
performed in such a way that Lag) ILP possesses the integrality property (Geoffrion (1974)). In
an extreme case, constraints Al X2 b! may not exist. Thus, all constraints, with the exception
of the bounding ones, are relaxed.

Once more, let Z stand for an upper bound on zy p. Let Lag) ILP represent the optimal value
for LagyILP. Here vector ¢ stands for the reduced lagrangean costs defined through the
expression
j=cj— A A¥ _u* Al
where A is the vector of lagrangean multipliers and u* is the vector of optimal dual linear
variables corresponding to the constraints Alx>b'in Lag)ILP.

One may, at this point, derive the second result for lagrangean penalization:

Proposition 2 '

For a particular k,

¢if §>0 then xc <} Z -z ag ek | (case 1)
*if P <O then xy 2| hy + (Z - zpag, el [ (case 2)

in any feasible solution better than z.

(Ja[ — the smallest integer strictly greater than a )
Proof

The main ideas involved are as follows.
In the first case, where i‘k > 0, we include the following additional constraint in ILP
X 2 (Z — 2 4,10k
which produces the enlarged problem, ILPE, 4
Firstly, the constraints A% x > b? are relaxed and associated with any vector of non-
negative multipliers A > 0. Then we find problem Lag;lePE .
The other constraints, A' x > b, are now relaxed by taking u* as multipliers, which leads
to: ‘
(LagLagyILP®)  minimize  e¢x—-A (AZx —b%)—u* (A'x — b))
subject to 0 <xj<h; and integer G=k)
(Z = 2L ag, PV Pk S <y
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The optimal value for the enlarged doubly-relaxed problem verifies:
7] ag,+Lag, ILPE = ZLag sLagyJLP *+ Tk (Z — ZLag, 1p)/fy =

and thus, from the integrality of the involved problems, Lag,Lag)ILP and LagyILP, and the
specific selection of multipliers for the last relaxation, u*, the following equality arises:

= ZLagyILP ~ Z ~ ZLag,ILP = Z-

Therefore, by applying the definition of lagrangean relaxation we have

ZypE22Z
that is, the additional constraint must be violated in a solution (to the ILP) whose value is
greater than z, And from the integrality of this variable, xy, one may immediately conclude the

validity of the updated variable bound presented in this proposition (case 1).
For (case 2) the proof is similar. 14

Returning to the two propositions stated above, we can see that penalties provide some kind
of valid inequalities for the feasible solutions better than z.

As has already been seen, these results simply require an upper bound on the optimal value
of the ILP, together with the by-products of a lagrangean relaxation (Proposition 2), or a
feasible dual linear solution (Proposition 1). They may therefore be easily computed.

For the above reasons such penalties may be used for variable bounding purposes in the
case of large scale ILPs.

3 - Linear and Lagrangean Penalties for the Generalized Set Covering Problem

Let us now take a particular ILP which is a covering problem, the so-called generalized set
covering problem, in short GSCP. It is expressed in the same way as the ILP, where matrix A
is a binary one.

Several relaxations were developed and tested on the GSCP (Paix&o and Pato ( 1988)).

One of them is the linear relaxation. Another corresponds to the relaxation of all covering
constraints in a lagrangean fashion. The corresponding relaxed problem is trivially solved by
inspection.

Two different lagrangean relaxations were also specially designed for the scheduling
applications of the GSCP, taking into account the structure of such instances. One of them, the
structural relaxation, includes a reformulation of the GSCP with redundant constraints. It then
relaxes some of the original constraints. The other one, the decomposition relaxation, comes
from a standard use of variable splitting. Both relaxed problems can be efficiently solved by a

minimum cost network flow code.
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Appropriate penalties were deduced from each of the four relaxations mentioned. These
penalties can be easily calculated through a heuristic-lagrangean procedure such as the

following:

INITIALIZE

)

PRIMAL-DUAL HEURISTICS

!

LINEAR PENALTIES

¢

SOLVE LAGRANGEAN RELAXATION

)

LAGRANGEAN PENALTIES

)

UPDATE MULTIPLIERS BY SUBGRADIENT OPTIMIZATION

!

MAXIMUM NUMBER OF ITERATIONS ?

no

yes

Figure 1 — Heuristic-Lagrangean Procedure

This heuristic-lagrangean algorithm with penalties (Figure 1) was devised to bound the
optimal value of the GSCP. In our case, it was used not only in the root node of a branch-and-
bound, but also — again for bounding purposes — in every node of the branching procedure. It
should be noted that in this algorithm the calculation was truncated when a maximum number of
generated nodes was reached. Such a combined procedure was tested in a set of medium-sized
GSCP instances. Some of them were taken from literature whereas others were not. They were
either derived through random generation, according to different patterns, or from scheduling
real applications. '
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Structural relaxation was the most favourable of the three lagrangean relaxations in this

experiment,

Computing results for the-above truncated branch-and-bound using structural relaxation are

summarized in the following table,

Table 1 - Summary of Typical Cases (Combined Procedure)

probl. | dimensions effect a penalties
density references node zero relative behaviour
: fixed reduction
ey @ 3 “) &) ©)
RN18{ 36 x 865 | scheduling applications| 587 86% BETTER UPPER
56% Pato (1989) BETTER CPU
RN21| 36 x 865 idem 731  51% BETTER UPPER
56% BETTER CPU
OPTIMAL SOLUTION
RN7 | 46 x 1500 idem 103 80% BETTER UPPER
45% BETTER LOWER
BETTER CPU
RNPA| 41x378 idem 157  69% BETTER LOWER
52% BETTER CPU
OPTIMAL SOLUTION
CRF1| 47 x333 idem 18 83% BETTER LOWER
39% BETTER CPU
RN12] 36 x 865 idem 580 94% BETTER CPU
56%
HAH2| 50 x 200 random generation 144 10% WORSE UPPER
5% Hall and Hochbaum BETTER CPU
(1985)
MOR1] 168 x 168 [ scheduling applications| 0 0% —
24% Morris and Showalter
(1983)

This table sets out to demonstrate the effects of linear plus structural lagrangean penalties by

showing only one of each typical case found throughout the experiment. This small set of

problems (see column (1)) thus ilustrates all the relevant situations found so far.

Column (2) indicates the dimensions and density of the problems, whereas column 3)

indicates the type and source of each.

Column (4) represents the number of variables for which the upper and lower bounds were

fixed at equal values during the process. And column (5) gives the percentual reduction on
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interval width over non-fixed variables. All information given in columns (4) and (5) was
obtained at the end of node zero. ‘

As may be seen, the penalties were efficient in reducing the size of the solution space. This
resulted from the fixing of variables or the updating of their bounds. In fact, in some problems
the number of fixed variables was high. Moreover, in all cases with the exception of the last
two, the percentual reduction was significant. These exceptions were due to the poor quality of
the upper bound solutions produced by the heuristics.

The last column (6) shows the results at the end of the procedure. Not all the computational
results obtained through the tests are to be found in the table. We preferred to emphasize the
relative behaviour of this algorithm with penalties as compared to a version without penaities.

Let us now stress the results for the algorithm (with penalties):

— the final gap for the optimum was slightly better in most cases;

— the CPU time was lower in almost all problems and, in some cases, very much lower;

— on a number of occasions the algorithm optimally solved the problem before reaching
the stipulated maximum number of nodes — the version without penalties did not;

— in rare situations one found that the upper bound was worse.

One should add that, in many other problems, quality and time proved to be the same for
both versions.

In short, due to the high number of fixed variables and the significant reduction in variable
intervals, the performance of the combined procedure was improved by penalties — not to the
extent that one would have expected ~ but at no computer expense. One may add that its
behaviour proved to be better in the practical cases (the algorithm was, in fact, developed with

them in mind).

4 - Conclusions ! .

Penalties from linear and lagrangean relaxations of ILPs are easily calculated and
computationally cheap. In addition, they can be effective in reducing the size of the problem by
fixing variables at particular values and shortening the width of variable intervals. .

Literature presents the favourable application of these penalties for binary linear problems
and, as has been seen, the above experiment applies such penalties to medium-scale covering
problems with integer variables. Therefore, it is felt that similar results would be obtained from
other IPLs with bounded variables, whenever the resolution option includes relaxation
procedures and the problem dimensions are considerable.
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Abstract

Production planning often implies scheduling a set of tasks, involving very complex product routings.
Nevertheless, it is often possible to identify critical points for which a careful planning leads to clear gains in
productivity. In this paper we describe a real situation of this type, and identify a particular scheduling problem
where there are "time windows" for the tasks, and "setup times" exist. This problem was modelled as a
Travelling Salesman Problem with additional constraints,

Given the complexity and the size of the practical situation under study, a local search algorithm was
developed. After constructing an initial feasible schedule, this algorithm iteratively improves that solution, by
an exchange procedure specially designed for this case.

Finally, illustrative computational results are presented, and a practically useful Decision Support System,
which integrates the algorithm, is described.

Resumo

O planeamento da produgfo passa frequentemente pelo escalonamento de um conjunto de tarefas, envolvendo
sequéncias complexas de operag#o. Apesar disso, é frequentemente possivel identificar pontos criticos para os
quais um planeamento cuidadoso pode resultar em ganhos significativos de produtividade. Nesta comunicagio,
descreve-se sucintamente um caso real em que tal acontece, e através de uma anlise hierdrquica, caracteriza-se um
problema particular de planeamento que consiste em sequenciar, numa maquina, um conjunto de tarefas com
janelas temporais e tempos de "setup” ou de preparag#o. Este problema foi modelizado como um problema de
caixeiro viajante com restri¢des adicionais,

Reconhecida a complexidade e dimensdo da situagfo pratica em considerag4o, desenvolveu-se um algoritmo
de pesquisa local que, ap6s a construgo de um escalonamento inicial admissivel, procede a um melhoramento da
solugdo inicial, através de uma permutago criteriosa das tarefas,

Sdo apresentados resultados computacionais que ilustram o desempenho da abordagem adoptada, descrevendo-
-se sucintamente um Sistema de Apoio & Decisio em que foi integrado o algoritmo desenvolvido, e cuja
utilizagdo parece, na prética, bastante promissora.

Keywords
Scheduling, Traveling Salesman Problem




54 F. Vieira / Apoio ao sequenciamento de tarefas

1 - Introdugio

Na generalidade das situagdes industriais, o planeamento da produgdo passa pelo
escalonamento de um conjunto de tarefas, envolvendo o recurso a vérios postos de trabalho e
sequéncias complexas de operagdo. Apesar disso, é frequentemente possivel identificar pontos
criticos para os quais um planeamento cuidadoso pode resultar em ganhos significativos de
produtividade. Neste artigo, descreve-se sucintamente um caso real em que tal acontece, ¢
através de um processo de decomposigdo hierdrquico, caracteriza-se um problema particular de
planeamento.

A andlise destes pontos criticos € geralmente entregue a pessoas que, através de uma longa
experiéncia, foram desenvolvendo procedimentos considerados de utilidade pratica. No
entanto, por vezes, a complexidade dos problemas préticos & tal que o responsével pela sua
resolugdo tem apenas como preocupagio respeitar as restrigdes impostas, ndo podendo garantir
a qualidade das soluges obtidas. Por outro lado, a empresa corre o risco de que essas pessoas
se tornem indispenséveis ao seu funcionamento, com todas as implicagdes daf resultantes.

Actualmente, grande parte dos problemas com que os responsdveis pela produgio se
deparam s#o resolvidos de uma forma pouco satisfatéria, manualmente ou utilizando métodos
automdticos simples (por exemplo, uma folha de célculo). Em particular, o problema real no
qual este trabalho foi inspirado, e que se passa a descrever, ¢ dificilmente resolvido, pelo
menos de uma maneira satisfatdria, recorrendo a métodos tradicionais.

Trata-se de uma empresa de mobilidrio met4lico em que a quase totalidade dos lotes de
fabrico tem de passar por um Gltimo centro de trabalho, onde é realizado um conjunto de
operagdes de pintura. As diversas operagdes (tratamento, aplicagio de primdrio, pintura final ¢
secagem automdtica) sdo efectuadas numa dnica mdquina, de grandes dimensdes, e cujos
custos de funcionamento sdo bastante ¢levados. _

As encomendas ao sector de produg@o podem ser externas (feitas por clientes exteriores),
logo sujeitas a prazos de entrega mais ou menos apertados, ou internas (produgio para stock)
pelo que tém um maior grau de liberdade no que respeita ao cumprimento de prazos,

Existe um programa de produgdo didrio que permite prever o momento de chegada a
pintura, dos lotes provenientes dos centros anteriores (soldadura, por exemplo).

A mudanga do tipo de produto pode exigir um trabalho de preparago prévia na maquina de
pintura ("setup"). Por exemplo, a mudanga na cor de pintura exige que a méquina seja limpa
antes de se iniciar a pintura na nova cor. O tempo dedicado ao “setup" pode ser bastante
significativo,

Numa primeira fase, os produtos a pintar foram agrupados em familias. A escolha da
familia depende, por exemplo, da cor final do produto, das suas dimensdes, do tipo de pistolas
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de pintura necessdrias, etc. Tornou-se, assim, possivel, criar uma matriz de tempos de "setup"”
entre as vdrias familias de produto. '

O sequenciamento dos lotes na mdquina de pintura € actualmente feito de uma forma
manual, por alguém com bastante experiéncia, e que procura exclusivamente minimizar o
niimero de "setups” efectuados. '

Verifica-se na prética que os lotes, ao chegar 2 secgiio de pintura, se vio acumulando junto
a médquina, 2 espera de vez para serem pintados. Por esta razio, os atrasos na pintura originam,
por vezes, falta de espago, a qual se pode tornar extremamente critica.

O desconhecimento dos prazos de entrega, por parte do responsével pela pintura, leva a que
o departamento de vendas exija, frequentemente, a entrada em pintura dos lotes em atraso.
Estas exigéncias fazem com que saia frustrada qualquer tentativa de minimizar o mimero de
"setups",

Por outro lado, as constantes alteragdes no programa (por exemplo a chegada de uma
encomenda considerada mais urgente) levam A necessidade de se refazer vdrias vezes a
sequéncia de entrada dos lotes na médquina. Dado que este trabalho tem de ser feito
rapidamente, ¢ na falta de um apoio informético adequado, as solugdes que se conseguem obter
sdo em geral bastante insatisfatdrias.

Conclui-se, finalmente, que a mdquina de pintura representa um verdadeiro "gargalo" de
todo o sistema. Pelo que os atrasos aqui originados resultam em atrasos em todo o fluxo
produtivo. A principal consequéncia deste facto ¢, obviamente, uma diminuigfo significativa na
produtividade global da fibrica.

2 - Descricao do Problema

A situagdo descrita levou a caracterizar um problema genérico em que o objectivo é
sequenciar um conjunto de tarefas numa tinica maquina, de modo a minimizar o tempo de
finalizagdo da ltima tarefa e cumprir rigorosamente as restriges impostas.

Para as diferentes tarefas, considera-se disponivel a seguinte informago:

(i)  Aatarefai € associado um tempo de processamento t; e cada tarefa estd sujeita a
uma janela temporal, ou seja, a tarefa i s6 estd disponivel para ser processada
na data ¢ e tem uma data limite para estar concluida J; ;

(ii) existe um tempo de "setup" (preparagdo) entre cada duas tarefas que depende,
simultaneamente, da tarefa anterior e da actual (fazer um "setup" significa levar a
méquina para um certo estado e, em geral, o custo associado depende do estado
de partida).
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Sdo ainda consideradas as seguintes restrigdes gerais:

(i) amdquina s6 pode executar uma tarefa de cada vez;

(ii) cada tarefa, depois de iniciada, é processada até ao fim (nfio podendo ser
interrompida ou cancelada);

(iii) as tarefas sdo agrupadas por familias (grupos de tarefas com as mesmas
exigéncias de preparagio), originando assim uma matriz de tempos de "setup"
entre familias que ndo é necessariamente simétn'ca;

(iv) ndo se considera o tempo de "setup” necess4rio ao inicio da primeira tarefa.

3 - Modelo

Para o problema descrito, foi considerado como modelo de base o Problema do Caixeiro
Viajante ("Traveling Salesman Problem"), com restri¢des adicionais respeitantes as janelas
temporais ("Traveling Salesman Problem with Time Windows" ou TSPTW). -

No TSP "puro”, pretende-se encontrar o percurso (rota) de menor distincia que visita cada
uma de N cidades, comegando e terminando na cidade 1, e passando uma sé vez em cada
cidade.

Uma janela temporal € o intervalo de tempo dentro do qual a cidade tem de ser visitada.
Designar-se-4 por "¢;" (de "earliest") a data de servigo mais cedo  cidade i, ou seja, a cidade
nio pode ser servida antes desse instante. Por isso, caso se chegue A cidade i antes de €
dever-se-4 esperar. Chamar-se-4 "I;" (de "latest") ao tempo de servigo mais tarde da cidade,
pelo que € obrigatdrio visitar a cidade i antes de J;.

A janela temporal associada 2 cidade i fica, desta forma, definida pelo intervalo lei, ;1.

Fica assim estabelecido o paralelismo entre este modelo € o problema do Sequenciamento
de Tarefas com Janelas Temporais ¢ Tempos de Setup (que se designard por WINSET de
"Time Windows and Setups"). Esse paralelismo torna-se claro através das correspondéncias
apresentadas na tabela seguinte:

TSPTW WINSET

Cidade - Tarefa

Tempo de servigo - Tempo de processamento

Dist. entre cidades - Tempo de "setup" entre tarefas

[e; J; 1 (janela da cidade) - [€; J4; 1 (janela da tarefa)

min.(tempo de percurso) - min.(fim da (ltima tarefa)

min.(Z dij) - min.(z tempos de "setup")

Todas as cidades visitadas - Todas as tarefas cumpridas

Chegada a uma cidade - Mdquina disponivel para préxima tarefa

Inicio de servigo de um cliente - Inicio de processamento de uma tarefa
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Partida de uma cidade - Fim de process. de uma tarefa
No percurso entre duas cidades - Miquina em "setup"
Espera por cliente - Espera por tarefa (mdquina vazia)

4 - Abordagem utilizada

Para além da reconhecida complexidade do problema, verifica-se que os dados iniciais do
problema, em casos reais, podem ser muito pouco fidveis. Por exemplo, se a data prevista para
uma tarefa estar disponfvel nfo se verificar, o escalonamento que possivelmente foi
estabelecido poderd ndo ter sentido, pelo que os cédlculos terdo de ser totalmente refeitos.

Torna-se, assim, evidente, que a principal caracteristica de um sistema automdtico para a
resolugdo deste problema terd de ser a sua eficiéncia (rapidez na obtengdo de solugdes), em
detrimento da sua eficdcia (qualidade das solugGes obtidas), que permita uma interacgio ficil
com o utilizador.

Posta de lado a hipétese de se tentar obter solugdes 6ptimas, optou-se pelo recurso a um
algoritmo de pesquisa local, que determina uma solugiio inicial e, calculando o valor do
objectivo para um conjunto de solugdes vizinhas, tenta melhorar a solugio anteriormernte
obtida. Corre-se, assim, o risco de se atingir um minimo local (para o qual nenhum vizinho é
"melhor"), embora se observe na prética que as solugdes obtidas sdo, em geral, bastante
satisfatérias.

5 - Algoritmo

5.1. Introducio

A abordagem adoptada para a resolugo do problema é constituida, essencialmente, por
duas etapas:

1 - Construir um escalonamento inicial admissfvel. Usam-se, para o efeito,
heuristicas para a inser¢io das tarefas na lista que define o seu sequenciamento;

2 - O escalonamento obtido no ponto anterior, apesar de admissivel, pode ser pouco
satisfatério no que respeita a0 objectivo pretendido. Neste caso, procurar-se-4
melhorar esta solugdo inicial, através da permutagfo de tarefas. A melhor solugio
obtida, dentro do conjunto de permutagdes que resultarem em solucdes
admissiveis, serd escolhida como solugfo final (a estratégia de permutagdes serd
discutida adiante).

Relativamente a0 modelo adoptado (TSP com janelas temporais), a primeira etapa do
algoritmo consiste na construgdo de uma rota que seja admissivel (isto €, respeite todas as
Janelas temporais) através de heuristicas de inser¢o. O uso destas heurfsticas justifica-se, pois
prova-se que encontrar uma rota admissivel €, s6 por si, um problema complexo (NP-dificil).
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Na busca da solugdo inicial, as heuristicas consideradas incluem, simultaneamente, os
aspectos temporais ¢ espaciais do problema. Numa primeira etapa, procede-se da seguinte
forma:

(i) Para cada cidade actualmente nio incluida, calcular o melhor lugar de insergéo
na rota em construgio;

(ii) escolher a cidade "mais apropriada” e inseri-la na posig¢do calculada
anteriormente (os critérios de escolha aqui usados serdo discutidos mais
adiante);

(iii) se todas as cidades foram j4 incluidas na rota, terminar; sendo, retornar a @).

Quando se insere a Gltima cidade na rota, obtém-se um percurso inicial admissivel, mas que
¢, em geral, pouco satisfatério.

Uma forma "tradicional" de melhorar a solugfo inicial é substituir K arcos da rota inicial
por outros K arcos diferentes (K-permutagdo), dizendo-se que uma rota ¢ K-6ptima se néo for
possivel obter outra rota que aumente a satisfagdo do nosso objectivo, aplicando apenas K-
permutagoes.

Como € evidente, o nimero de permutagdes aumenta com K. Com efeito, para K=2

, N ~ oo . N
existern (3) permutagdes possiveis e para K=3 existem (2 ), 0 que corresponde a uma

complexidade global de O(Nz) e O(N3) respectivamente. Pelo que, neste trabalho, se
consideraram apenas as 2-permutagfio (ver figura 1).

i+1 j i+1 j

i /—)\ j+1 i i+

Fig. 1 — Uma 2-permutagio

A principal dificuldade do método das permutagdes, quando aplicado ao TSPTW, reside no
tempo necessdrio para verificar a validade de uma permutagio, quando se consideram janelas
temporais. Este tempo € de ordem O(N), o que implica uma complexidade de O(N3) para um
ciclo completo de permutagdes.

No presente trabalho, apresentam-se algoritmos que conseguem reduzir este tempo de
verificagdo para O(1), resultando num tempo total de O(N?). O método apresentado baseia-se
no trabalho realizado por M. Savelsbergh (descrito no artigo "Local search in routin g problems
with Time Windows", Annals of Operations Research 4 (1985/86) 285-305).

A estratégia usada para executar as permutagdes € a seguinte:

(i)  Fixar cada arco (i, i+1) na ordem em que ele aparécc na rota actual, comeg¢ando
no arco (1, 2), e até ao arco (N-1, N), nessa ordem;
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(ii) Escolher os arcos (j, j+1), sendo estes iguais a (i+2, i+3), (i+3, i+4),..., (N-1,
N) nesta ordem.

Considerem-se todas as permutag¢bes possiveis do arco fixado (i, i+1). Usando
permutagdes de 2 arcos, verifica-se que ao trogo da permutagdo anterior (i+1,..., j-1) é agora
acrescentado o novo arco (j-1, j). Pode-se, assim, aproveitar a informagfo referente 3
permutagdo anterior para calcular o comprimento do novo trogo (i+1, j), e verificar a sua
admissibilidade, em tempo constante,

2 3 2 3 5 3
1 /_)\4 1 4 1 4
5
@
(1,i+1)=(1,2) G,+1)=3.4) (.+1=@4,5)

Fig. 2 — Fixando (1, 2), as 2 primeiras trocas
De modo a facilmente se poder distinguir a permutagfo que originou um determinado arco,
usar-se-4 como indice:
(4, j+1) - nos arcos que se referem a permutagio actual;
(-1, j) - nos arcos que se referem a permutagio anterior.

5.2. Notacao adicional
Antes de se apresentar uma descri¢do sucinta dos algoritmos; introduz-se alguma notagdo
adicional, que diz respeito as quantidades a considerar:
Tjj—  distincia a percorrer, para ir directamente da cidade i a cidade j.
A; —  datade chegada a cidade i.
D; —  datade partida da cidade i, D; = Max(A,;, €)).
W;~  tempo de espera em i, W; =D; - A;.
PFS — "Possible Forward Shift" - o possivel avango no tempo de partida de j, ndo
violando as janelas ao longo do trogo (j,..., i+i).

y RS
PESUI*D) min{lk - p0ith) 4 t (Tp,ps1) }
p=k

ITWT — tempo de espera total, no trogo (j,..., i+1) excluindo o tempo de esperaem j e
incluindo o tempo de espera em i+1.

j-1
TwTdD = t Wi .
k=i+1
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TTT - tempo de viagem total (excluindo os perfodos de espera) no trogo (j,..., i+1).

1
G+D) _ p.Gi+D) , vy, (1D
SHIFTH™D = D07 4y, - py G1

5.3. Construcio de uma rota inicial

5.3.1. Estratégia geral

O procedimento de insergéo de uma cidade u, entre as cidades i e, narota em construgio
(que serd repetido até todas as cidades fazerem parte da rota), tem por base os dois pardmetros
seguintes: C1 para determinar a melhor posicio de insergdo, e C2 para escolther qual das

cidades deverd ser inserida.
Sendo (iy, iy, i3,..., i) @ rota parcial j4 construida, definem-se C1 e C2 da forma seguinte:

Cl@y, u, i) = min{Cl(ip, u, ip+1)}
p=1,..,m-1

C2(iy, v, iy,1) = min{ C2(iy, v, iyy;))

u fora da rota

5.3.2. Janelas largas e apertadas

Na escolha da cidade a inserir, o critério a utilizar depende fortemente da largura da janela
temporal considerada. Se uma janela é relativamente larga, o aspecto espacial revela-se mais
importante, pelo que se deverd minimizar o aumento no comprimento da rota. No entanto, se
uma janela € apertada, o aspecto temporal torna-se predominante. 4

Consideram-se duas etapas no algoritmo de construgfo de uma rota inicial: na primeira, sdo
inseridas as cidades com janelas apertadas, e na segunda, as cidades com janelas largas. Note-
se que a disting#o entre janelas largas e apertadas ¢ deixada ao critério do utilizador, por forma a
aumentar a flexibilidade do procedimento.

5.3.3. Critérios de inserc¢iao
Defina-se a quantidade em (extra mileage) como o custo de inser¢do da cidade u no arco
(.
em(i, u, j) = max(D; + T; y; ey) + Ty j - Aj
ou seja, em(i, u, j) = Aj' - Aj, sendo Aj' o tempo de chegada a j, anteriormente calculado.
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Na primeira fase da inser¢fio, em que o aspecto temporal ¢ o mais importante, sdo
considerados os critérios referidos, pela ordem seguinte:

Cl(iy, v, iyyy) = max {min(l, - max(Dip+T;_ y; €y); PFS

lp,u, em(ipv u) 1p+1))}

ip+1 -
p = 1,..., m admissfvel
C2(iy, U, iyyy) = min{em(iy, v, i)
u fora da rota

Com o primeiro critério procura-se inserir a cidade na posigdo em que se maximiza a
flexibilidade do resto da rota em construgéo, no que respeita as janelas temporais. Com o
segundo tenta-se minimizar o aumento no comprimento da rota.

Na segunda fase, em que sdo inseridas as cidades com janelas largas, € valorizado o
aspecto espacial, invertendo-se, por isso, a ordem dos critérios.

Por ltimo, note-se que a construgio de uma rota inicial envolve uma elevada quantidade de
célculos, devido A necessidade de verificar se cada nova insergéo €, ou niio, admissivel. Este
aspecto foi, de certa forma, menosprezado no artigo referido. Foram, por isso, feitas
adaptagSes por forma a tornar esta etapa do algoritmo bastante mais eficiente. Para o efeito,
sempre que uma inser¢iio é efectuada, sio guardados todos os parimetros a ela referentes, de
medo a facilitar a verificagfio da validade da préxima insergio. Esta técnica teve como resultado
uma redugio de tempos computacionais na ordem das 20 vezes.

5.4. Estratégia de permutagoes
5.4.1. Obtencdo da solugdo 2-6ptima

Depois de obtida uma rota inicial agimissfvel, pretende-se melhorar o valor da fungfio
objectivo, recorrendo 2 estratégia de permutagdes, atrds descrita. Para obter a solugo 2-6ptima,
adoptou-se o procedimento seguinte:

(i) Executar um ciclo completo de permutagdes, escolhendo, naquelas que sdo
admissfveis, a que resultou numa melhoria mais significativa da fungédo
objectivo;

(ii) Se ndo houver nenhuma melhoria, terminar; se nfo, executar a permutagio
escolhida em (i), passando a rota resultante a constituir a nova rota inicial;

(iii) Retornar a (i).

5.4.2. Admissibilidade de uma permutagio
Uma nova rota € admissivel se se verificar:
SHIFTUD < ppgl-19)
Como resulta da figura 3, ao executar a permutagdo actual, ndo € necessdrio analisar a
admissibilidade em j pois verifica-se que demora sempre "menos tempo" ir directamente de i
para j, do que através do trogo i+1, i+2,..., j-1.
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i+l

j+2

permutagdo anterior j*l

permutagio actual
\ j+2

Fig. 3 - A sequéncia de duas permutagdes

E fécil comprovar a admissibilidade em j+1 e verificar se houve melhoramento até aquele
ponto, bastando para isso saber o tempo de partida de i+1 mais a distincia a j+1. Sendo assim, '
a condigfo de admissibilidade em j+1 vem:

Di+1(i’j+1) + Ti+1J+l S lj+1
sendo D, calculado por:
D;, 04+ = Dj(i\i+1) + TTTUH+D 4 Twrli+D)
As quantidades usadas podem ser actualizadas, em tempo constante, da seguinte forma;
TTT0H) = TTTG1D% Ty
TWTU*D = max(TWTG-14) - SHIFTGiD | 0)
PFSUi*) = min(PFSU-14) - SHIFTGi+) | J; - DG+

Facilmente se comprova que a verificagio da admissibilidade, o teste de melhoria local, e a
actualizagdo das quantidades envolvidas requerem tempo O(1), o que resulta numa
complexidade global de O(NZ).

As quantidades referidas permitem saber se houve uma melhoria local em j+1. Para
verificar se essa melhoria se propaga até A cidade onde a rota termina, é necessério calcular o
tempo de chegada a essa cidade. Tal cdlculo torna-se trivial se se souber o valor de Disq
anterior. Assim, se for P a cidade de partida e chegada, e se se verificar:

AP(jJH) < APmelhor -
(onde Ap € o melhor valor obtido até a0 momento), a nova solugdo é, entdio, melhor que a
anterior. Sfo guardados agora os valores de i e j que identificam a melhor permutagéo até ao
momento. No fim de um ciclo completo de permutagdes, a melhor permutagdo (das
admissiveis) levard 2 construgdo da nova rota.
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5.5, Critérios de optimalidade
Podem-se, para o problema do TSPTW, considerar, em alternativa, diferentes fungdes
objectivo:
1) Minimizar o tempo total de viagem
N-1
min{ Y, (Tii)+T(n,1) 5
i=1
2) Minimizar a soma dos tempos de espera
N-1
min{ > Wi
i=1
3) Minimizar o tempo total demorado a percorrer a rota.
Por corresponder mais correctamente & situagdo préitica em estudo, considera-se, no
presente trabalho, o terceiro destes objectivos. |

6 - Implementacio Computacional

6.1. Sistema de Apoio a Decisao

Para o problema em estudo foi desenvolvido em C um primeiro protétipo, prevendo-se, no
futuro, proceder 2 sua evolugdio. O produto final poderd vir a integrar-se em sistemas
informaticos de apoio ao planeamento e gestdo da produgiio em pequenas e médias empresas
industriais, éspccialmcnte no caso das metalomecénicas.

Trata-se de um Sistema de Apoio 4 Decisfo, cuja funcionalidade aliada a uma grande
rapidez na obtengdo de solugdes, fazem com que constitua uma preciosa ferramenta no apoio ao
planeamento da produgao, ao nivel oficinal. “

E possivel ao utilizador deste sistema, realizar diversas simulagdes de um modo simples e
rdpido. Foi, nesse sentido, dada uma grande importancia ao interface, sendo possivel a andlise
dos resultados nas formas numéricas e grdficas. Deste modo, o utilizador pode facilmente
comparar vdrias solugdes e, analisando os valores fornecidos, escolher a que melhor o satisfaz.

Note-se que, grande parte das pequenas e médias empresas industriais ainda ndo faz um
agrupamento dos produtos por famflias, no sentido aqui considerado. O uso de algoritmos
deste tipo leva 2 necessidade de introdug#o deste conceito, o qual pode conduzir a alteragdes
adicionais ao nivel da organizagio do sector produtivo, com significativas melhorias na gestdo
da produgio. Como € evidente, tal exigird uma informatizagio da empresa, dada a grande
quantidade de informagdo envolvida.




64 F. Vieira / Apoio ao sequenciamento de tarefas

6.2. Dados de entrada

Para além dos dados directamente associados as tarefas (tempo de processamento; familia;
“earliest time"; "latest time") e da matriz de "setup" entre familias, existem dois pardmetros de
grande importincia no cdlculo do escalonamento,

O primeiro desses pardmetros é a "largura de distingio" que permite distinguir as janelas
apertadas das largas. Diferentes valores, para este pardmetro, originardo diferentes solugdes,
competindo ao utilizador escolher o valor que melhor se adapte ao problema em an4lise.

‘O segundo desses parimetros € o "méximo atraso permitido". Se se obrigar as tarefas a
terminarem todas dentro das janelas atribuidas, verifica-se, muito frequentemente, a
impossibilidade de construir uma solugdo inicial admissfvel. Por isso, & permitido ao utilizador
atribuir um atraso mdximo As tarefas. E, assim, possivel fazer simulagdes com vista a
determinar o minimo atraso permitido que gera um escalonamento admissivel.

6.3. Dados de saida

O programa produz uma listagem do escalonamento calculado, onde se podem consultar
diversos dados com interesse para a andlise e implementagdo da solugo produzida.

Nesta listagem (ver figura 4), sdo apresentadas as tarefas escalonadas por ordem
cronoldgica, indicando-se os tempos de inicio e fim de cada uma. Para uma mais ficil avaliagdo
das solugdes, sio ainda apresentados os dados iniciais referentes 2 janela temporal das tarefas,
0 tempo que a tarefa € obrigada a esperar (desde o momento em que se encontra disponivel para
ser processada) e, o atraso da tarefa em relagfio ao "latest time". Esta listagem inclui ainda as
operagGes de "setup” e de paragem, apresentando os respectivos tempos de duragio (entre
parénteses). Finalmente, apresentam-se diversas estat{sticas como os tempos totais gastos em
"setup” e em perfodos de vazio, ¢ ainda a soma dos tempos de espera das diversas tarefas.

Tempo | Operagio Fim Earliest Latest Tempo Tempo

Time Time |deespera | de atraso
0 Espera (85) — — — —
85 Tarefa 2 141 85 2205 0 0
141 Espera (34) — — — —
175 Tarefa 14 370 1 175 2292 0 0

370 Setup (141) — — — '_

Fig. 4 - Excerto de uma listagem referente ao escalonamento calculado
O escalonamento calculado pode ainda ser representado graficamente sob a forma de um:
histograma de tarefas (conforme indica a figura 5), onde o eixo horizontal indica o tempo
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decorrido desde o inicio da primeira tarefa, correspondendo cada padrdo a um tipo de operagéo,

conforme indica a legenda da figura.

— Em processamento

. - Em Setup
- Mdquina parada

Fig. 5 - Histograma de Operagdes

7. Resultados Computacionais Preliminares
Apresentam-se de seguida, alguns problemas exemplificativos do funcionamento do

programa e da forma como os resultados sdo apresentados.

7.1. Problema A
Dados referentes as tarefas:

Tarefa Tempo | Familia Earliest Latest
Process. time time
1 100 A 0 500
2 100, A 0 700
3 100 C 100 . 1000
4 100 B 0 1000
5 100 B 0 1000
6 100 B 200 600
7 100 C 100 900
8 100 A 150 500
9 100 E 100 1200

Matriz de tempos de "setup” (por familia):

A B C D E
0 60 60 60 60
50 0 50 50 30
20 20 0 20 20
30 30 30 0 30
40 40 40 40 0

osll lo Ml f@ W == b=
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ESCALONAMENTO CALCULADO
Tempo ‘ Opcmg?lo Fim Earliest Latest Tempo Tempo
Time Time | de Espera | de Atraso

0 Tarefal | 100 0 500 0 0
100 Tarefa 2 200 0 700 100 0
200 Tarefa 8 300 150 500 50 0
300 Setup (60) — — — —
360 Tarefa 6 460 200 600 160 0
460 Setup (50) — — — —
510 Tarefa 3 610 100 1000 410 0
610 Tarefa 7 710 100 900 510 0
710 Setup (20) — — — —
730 Tarefa 4 830 0 1000 730 0
830 Tarefa 5 930 0 1000 830 0
930 Setup (50) — — — —
980 Tarefa 9 1080 100 1200 880 0

Somatério dos tempos de espera - 3670

N¢ Tempo
“Setups"” 4 180
Paragens 0o 0
Total - 4 180

7.2. Problema B
Ao problema anterior, foram feitas alteragSes no plano de produgio, de modo a nio
existirem tempos de espera na secgio de pintura (I6gica "Just In Time"),
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O novo quadro de dados referentes as tarefas € o seguinte:

Tarefa Tempo | Familia Earliest Latest
Process. time time
1 100 A 0 500
2 100 A 100 700
3 100 C 810 1000
4 100 B 560 1000
5 100 B 460 1000
6 100 B 360 600
7 100 C 710 900
8 100 A 200 500
9 100 E. 930 1200
ESCALONAMENTO CALCULADO ‘
Tempo | Operagio Fim Earliest Latest Tempo Tempo
Time Time de Espera | de Atraso
0 Tarefa 1 100 0 500 0 0
100 Tarefa 2 200 100 700 0 0
200 Tarefa 8 300 200 500 0 0
300 | Sewp | 60) || — | — _ _
360 Tarefa 6 460 360 600 0 0
460 Tarefa 5 560 460 1000 0 0
560 Tarefa 4 660 560 1000 0 0
660 Setup (50) — — — —
710 Tarefa 7 810 710 900 0 0
810 Tarefa 3 910 810 1000 0 0
910 Setup (20) — — — —
930 Tarefa 9 1030 930 1200 0 0
Somatério dos tempos de espera - 0
N¢ Tempo
“Setups"” 3 130
Paragens 0 0
Total 3 130

NOTA: Como se observa, a solugo obtida foi methor que a do problema anterior

67
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8. Conclusdes

O sistema informético descrito neste trabalho poderd constituir um auxiliar de grande
utilidade no planeamento de sistemas produtivos onde seja possivel identificar "mdquinas
criticas”, isto € mdquinas que constituam "estrangulamentos" da sequéncia operatéria.

Como ¢ sabido, se, ao longo de um fluxo produtivo, existir uma "mdquina critica", toda a
cadéncia produtiva serd marcada pela velocidade de processamento dessa mdquina. Pelo que,
neste caso, um planeamento da produgdio que tenha como objectivo, por exemplo, a
maximizagio da utilizagdo das mdquinas a montante do "bottleneck”, serd provavelmente
destituido de sentido, pois os lotes vio ter de esperar junto da "mdquina critica”, provocando
problemas de falta de espago e a ocorréncia de stocks excessivos.

A solugdo para o problema serd provavelmente o escalonamento dos lotes a montante da
"méquina critica", a partir do escalonamento gerado para a referida miquina. Deste modo, cada
lote deverd chegar 4 "mdquina critica" o mais perto possivel do tempo de inicio de
processamento, previsto no escalonamento inicial. Evitam-se, assim, os tempos de espera,
recorrendo-se a uma estratégia de produgio que tenderd para o "Just In Time".

Os escalonamentos gerados, principalmente se o niimero de tarefas for elevado, aparentam
ser piores quanto mais préximo se estiver do fim do horizonte temporal escolhido. Isto
acontece porque a quantidade de informagio disponivel referente & procura decresce com o
tempo e, perto do fim do horizonte, j4 pouco se sabe quanto aos lotes esperados.

Este facto ndo constitui problema dado que, na prdtica, apenas a parte inicial do
escalonamento serd cumprida, j4 que a constante alteragdo do ambiente (como a chegada de
novos lotes) obrigard a refazer frequentemente o planeamento. Deste modo, apenas a parte
inicial dos escalonamentos dever ser tida em conta.

Far-se-4 finalmente alguns comentdrios ao valor escolhido para a "largura de distingdo" que
permite separar as tarefas em dois grupos: um com janelas apertadas e outro com janelas largas.
‘Caso existam diferencas significativas entre os valores da largura das janelas, por exemplo uma
janela bastante apertada em relagfo as outras, deve-se escolher um valor tal que distinga as
Janelas apertadas, de modo a assegurar que estas sfo inseridas na rota, logo no inicio do
algoritmo. Se ndo se puder detectar diferengas significativas, conclufu-se, empiricamente, que
um valor adequado € o da mdxima largura de janela existente, ou seja considera-se que todas as
janelas sfo apertadas.

A selecgdo deste valor & determinante no sucesso da geragfio de uma rota inicial admissivel,
pelo que se recomenda o teste de valores alternados até se permitir a introdugo de atrasos. Por
outro lado, valores diferentes para este pardmetro podem dar origem a escalonamentos
admissfveis associados a sequéncias diferentes de tarefas, com diferentes valores da fungdo
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objectivo, pelo que o teste de vdrios valores, para a "largura de distingdo", poderd melhorar as
solugdes obtidas.

Note-se finalmente que, tratando-se de um protétipo, o sistema apresentado ndo incorpora
ainda alguns aspectos que podem, em situagdes préticas, ser relevantes.

Conhecem-se, por exemplo, situagBes em que existe um problema adicional que se prende
com o horério laboral, o qual inclui um tempo de paragem total da fabrica durante o periodo
nocturno. Esta possibilidade nfio estd prevista na versio actual do sistema, pois parte-se do
principio que a laboragfio € continua.

Para resolver este problema, serd criado um tipo de tarefa ficticia com uma janela temporal
fixa, correspondente ao perfodo da noite, ¢ um tempo de processamento igual a duragfo deste
perfodo. Os tempos de "setup" de qualquer das outras tarefas para uma tarefa deste tipo, serdo
nulos, o que corresponde 2 realidade dado que os "setups" realizados no inicio de um novo dia
néio afectam o plano, por serern executados antes do inicio da laboragdo.
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Abstract

This paper reports on a lower bound technique based on state space relaxation for a dynamic program
associated with a particular class of covering problems, namely covering problems related with crew scheduling,
Both, the dynamic program and the state space relaxation are general but the latter revealed a very interesting
behavior for this current application. Some reduction and dominance tests were derived from the relaxation. Two
additional tests were developed in order to speed up the process. These tests are based on conditions that state
whether some stages or some states in a particular stage can be ignored. The state space relaxation was combined
with lagrangean relaxation and both were imbeded in a subgradient optimization scheme. Some computational
results from real life applications are presented together with possible improvements on the technique, The
inclusion of the tests described in this paper produces significant reduction on the dimension of the original
problems and also on the computing times.

Resumo

Na presente comunicagio aborda-se a particularizagfo de uma técnica de relaxagio de espago de estados a
problemas de cobertura relacionados com a determinagfio de horérios de tripulagfes num sistema de transporte
colectivo de passageiros. Esta técnica permite a obtengfo de limites inferiores para o valor éptimo do problema
de cobertura associado. A partir da relaxago deduzem-se penalidades e testes de dominancia que permitem reduzir
significativamente as dimensdes das instancias tratadas. S%o ainda desenvolvidos dois testes adicionais de forma a
acelerar 0 processo de obtengdo dos limites, Estes testes baseiam-se em condigdes que estabelecem quando é
possivel ignorar alguns estados ou mesmo uma fase do programa dindmico. A relaxago de espago de estados é
combinada com relaxagfo lagrangeana e ambas sfo incluidas num esquema de optimizagdo pelo método do
subgradiente, Discutem-se, ainda, algumas extensdes possiveis e sfo apresentados alguns resultados
computacionais referentes a diversos casos de aplicagio real.

Keywords
Crew Scheduling, Set Covering, Dynamic Programming

1. Introducgio

O objectivo deste trabalho consiste no estudo, desenvolvimento e implementagio de um
método para a obtengfio de limites inferiores para o valor 6ptimo de problemas de cobertura
associados a escalonamento de pessoal. Este método combina técnicas de relaxagfo lagrangeana
com técnicas de relaxagdo de espago de estados,

O problema da determinagdo dos hordrios de pessoal tripulante consiste em determinar o
conjunto de servigos que assegure com custo minimo o servigo rodovidrio didrio. Esse conjunto
pode ser determinado de vdrios modos, existindo na literatura (ver por exemplo [Wren, 1981],
[Rousseau, 1985] e [Daduna & Wren, 1988 ]) algoritmos baseados em métodos de
programagio matemdtica, métodos heurfsticos e métodos interactivos,
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No presente trabalho, o problema em estudo é formulado como um modelo de coberiura de
casto mfnimo de um conjunto (ver por exemplo [Paixdo et al, 1985], [Paias, 1988],
[Paixdo,1990] ). Assume-se, para o efeito, que o servigo a efectuar por cada viatura foi
préviamente determinado.Os servigos das viaturas podem ter uma duragfo superior 2 duragiio
méxima permitida para um horério de uma tripulagéo, pelo que sio divididos nos pontos de
transferéncia formando-se assim pecas de trabalho. Os pontos de transferéncia correspondem as
paragens das linhas, em que € permitida a rendigfio da tripulagfio. Assim, apds a definigdo das
pegas de trabalho, geram-se todos os servigos admissfveis, ou seja, geram-se todas as
combinagdes de pegas de trabalho que verificam as normas contratuais (por exemplo, perfodo
minimo de servigo didrio, méximo periodo em servigo extraordindrio, etc). O melhor conjunto
de servigos que assegure o servigo rodovidrio didrio, pode ser obtido resolvendo um problema
da determinag@o da cobertura de custo mfnimo de um conjunto, em que se garante que cada
pega de trabatho é realizada (coberta) por pelo menos um servigo.

Considerem-se, os conjuntos N = {1, 2,...,n} e M = {1, 2,..., m} correspondentes a uma
indexagfo dos conjuntos, respectivamente, dos servigos admissiveis e das pegas de trabalho a
realizar, Segundo a terminologia vulgarmente utilizada em problemas de cobertura, os servigos
designam-se por colunas ¢ as pegas de trabalho por linhas, Para cada coluna j (j = 1,..., n),
designa-se por M, o conjunto dos indices das linhas por ela cobertas.

Séo ainda conhecidos custos ¢; (je N) associados aos servigos e definem-se os elementos

aj (ie M, je N) tais que: o . '
{ 1 se o servigo j realiza a pega i
ajj =

0 caso contrdrio

Considerem-se, ainda, as varigveis do problema, definidas da seguinte forma:
{ 1 se o servigo j estd na solugo 6ptima
X;=
)

0 caso contrdrio
O problema da determinagio dos servigos do pessoal tripulante pode ser formulado

matematicamente do modo seguinte:

n
(PCC) min ) ¢j x; 1.1
j=1
n
D axi2 1 ieM (1.2)
=1
Xj€ {0, 1} jeN (1.3)

O programa matemdtico (1.1) - (1.3) € conhecido na literatura da especialidade por problema
da cobertura de custo minimo de um conjunto, o qual tem sido profundamente estudado ao
longo das tltimas décadas. De facto, existem diversas abordagens baseadas nomeadamente na
utilizagdo de heuristicas, relaxagfo linear, relaxagfo lagrangeana e pesquisa em drvore.

Neste trabalho, considera-se uma abordagem em termos de programagio dinimica
inicialmente apresentada em [Paixdo e Christofides, 1986]. Em particular, desenvolve-se uma
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aplicago da técnica da relaxagdo de espago de estados ao programa dindmico apresentado nesse
trabalho. '

O problema da cobertura de custo minimo de um conjunto goza da propriedade de a sua
resolugio poder ser encarada como uma sequéncia de n decisdes, em qﬁe em cada decisfo j se
pretende saber se a coluna j, vai ou nfio, pertencer a cobertura 6ptima,

Seja S um subconjunto de linhas e Fx( S ) o custo minimo para cobrir S usando as k
primeiras colunas. A equagfo dindmica pode ser escrita do seguinte modo/Paixdo e
Christofides, 1986] :

Fi(S)=Fc1(S) e

Fi( S U M) = min [Fie-1 (S U My), Fie- 108 ) + il (1.4)
para todo o S€ Bk.1; k= 1,..., n e em que Bx=T.jU(S:5=8'UMye S'e By.1} e Co=(D).
O valor Fi.1(SUMYy) s6 € calculado se (SUMg)e Gk.1. A equagdo dindmica € inicializada
fazendo Fo(@) = 0. |

O programa dinimico (1.4) tem associado um espago de estados cuja dimenséo é O(2™), i.e.
cresce de forma explosiva com o niimero de linhas do problema de cobertura, o que implica que
a meméria requerida bem como o tempo de CPU, necessdrios para a obtengéo de uma solugio
6ptima sdo extremamente elevados, mesmo para problemas de pequena dimensédo. Este facto
torna impraticdvel a utilizagio daquela abordagem para resolugio de ocorréncias associadas a
situagGes da vida real.

Uma via para ultrapassar esta dificuldade consiste em procurar reduzir a dimensio do
espago de estados através da aplicagio de uma técnica de relaxagdo. E o que estudaremos a
partir da préxima secgdo ¢ em que exploraremos as ideias inicialmente propostas em
[Christofides & Paixdo, 1984] ¢ [Paixdo & Christofides, 1986]. Registe-se, desde jd, que
quando tal redugfo € operada se perde a garantia de optimalidade relativamente ao problema de
cobertura original. De facto, como veremos adiante, passa-se a disp6r de um limite inferior para
o custo da solugdo 6ptima.

2. Relaxacdo de Espaco de Estados A

Como j4 foi mencionado, o objectivo de uma relaxagio deste tipo € reduzir a dimensio do
espago de estados associado 2 equagdo original. Esta redugdo € feita considerando um novo
espago de estados Q (espago de estados relaxado), que € a imagem do espago de estados.
anterior por aplicagdo de uma fungfo g (fungfo "mapping") que verifica determinadas condig¢Ges
[Paixdo & Christofides, 1986].

A redugiio da dimensfo do espago de estados deve-se ao facto de g ser uma fungo ndo
injectiva, podendo existir estados que s@o distintos em G mas com imagem idéntica em Q, Em
consequéncia desta redugfo no espago de estados, perde-se a garantia de optimalidade.

Na escolha da fungfio g deve-se ter em conta que quanto mais estados tiverem a mesma
imagem por aplicagdo da fungdo g, menor serd a dimensdo do novo espago de estados e
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portanio maior serd a rapidez de célculo. Por outro lado, quanto menor for a dimensdo do novo
espago de estados pior serd a qualidade do limite inferior obtido,
Em [Paixdo & Christofides, 1986] prova-se que para qualquer subconjunto de linhas S e
para qualquer estdgio k, € vilida a seguinte desigualdade:
f( g(S) ) SFr(S) k=0,1,...,n e SCM 2.1)
em que f, () € afungfo recursiva no espago de estados relaxado e g a fungfio "mapping".

Em particular tem-se que:

fn( g(M) ) SFo( M) = v(PCC) (2.2)
pois trata-se de um problema de minimizag#o, onde v(PCC) representa o valor 6ptimo do
problema (PCC).

~ Neste trabalho estuda-se uma relaxagio de espago de estados baseada numa das relaxagées

-apresentadas em [Paixdo e Christofides, 1986], particularmente interessante para instincias de

problemas de escalonamento e que se apresenta de seguida: ‘
g:8>g(S)=(S1os Bs)

em que
A =181 =cardinal de §
o = indice da 12 linha em S

B, = fndice da tltima linha em S

Considerando a fungfo g atrés referida obtém-se a seguinte fungfo recursiva definida no
espago de estados relaxado Q:

fk(,ﬁ, o, B) = fk-l (/’S » O, B)
£ { (4, o PO by, o, B0} = |
= min [£_, {(8, o, B0y, o1, B}, i1 (8, 0, Bye, ] 2.3)

A equag#o acima apresentada define-se para k = 1,..., n e (,8,0,B)€ Qi.1, correspondendo
(A, oy, o) respectivamente ao cardinal de My, indice da primeira e iiltima linhas em My, e
® representa a seguinte operagio:

(A8, 0, B) @ (B, o, i) = (min (B + Bk - Ag,p,aipo B - ' + 1), o', B

emque o' = min(a, 0 ), B' = max (B, Bx) e Aq,B,04,B = Saoy+ (1- ) Sapy +
sei=j
+ (1- 8o) Sopct (1- Sa) (1- By ) B 5..={
(1- Sa) Sopyct (1- Bap) ( o) Sapyc om que 1 0 caso contrdrio
Note-se que o valor Ag,8,0 8, (0 < Aqp,0y 8, < 2) vai indicar se se contabilizou mais do
que uma vez as linhas de maior € menor fndice,
Em cada fase k (k = 1,..., n), o subespago Qy obtém-se recursivamente a partir de Q. do

seguinte modo:
Qk = Q1 U {(#, &, B) ® (B, o, P): (A8, 0, B)e Qk-1) (2.4)
De modo a obtcr-se uma definigdo coerente para @, considera-se g(@) = (0, m + 1,0) e
toma-se para valor inicial Qo = {g(®@)} = ((0, m+1, 0)).
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O valor 6ptimo do problema relaxado serd dado por fy,(m, 1, m). Este valor corresponde a
"cobrir" com custo minimo m linhas do problema, correspondendo 2 primeira linha coberta, a
linha com {ndice 1 e 2 tltima, a linha com indice m. O termo "cobrir" ¢ usado entre aspas
porque algumas linhas podem estar contabilizadas mais do que uma vez enquanto outras podem
nfo ser cobertas. ‘

Em conclusio, a solugdo obtida pode ndo ser admissfvel para o PCC, pois como j4 se
referiu, o modo como a operagdo @ foi definida permite a existéncia de linhas contabilizadas
mais do que uma vez e outras ndo cobertas.

3. Melhoramentos Adicionais
Mesmo considerando as redugdes conseguidas por aplicagdo da técnica da relaxagdo de
espago de estados, os problemas relaxados atingem ainda, dimensdes considerdveis. Assim,
existe todo o interesse em estabelecer critérios de dominéncia de alguns estados face a outros.
Um estado dominado por outro pode ser eliminado porque ndo conduz de certeza, ao estado
correspondente 3 solugdo Gptima do problema relaxado.
Estabeleceu-se [Paias, 1991] o seguinte critério de dominéncia de estados:

Propriedade 3.1:
O estado (A1, 0.1, B1) com custo f( 81, 0y, B1) = ¢; domina o estado

(B2, 0z, B2) de custo c; se

A12 A+ Salaz + SBIBZ
o S0
B1 2 B2
¢ S¢p
N (1 sei #
com 8ij =1- 8ij B { 0 caso contrdrio

Nos casos reais que se pretendem resolver, o nimero de colunas € muito elevado, o que
contribui para a gerago de um niimero exagerado de estados. Esta técnica de relaxagfio permite
também derivar testes que permitem eliminar, algumas colunas.

Propriedade 3.2:

Um limite inferior para o custo de uma solugo em que x;=1 (coluna j pertence a solugdo) ¢
dado por: '

ti =c;+f (gM-M))=c¢;+min f

j =Gj al 8C )=¢j qeT; (D

emque  Tj={qeQ: q®g(M;) = (m, 1, m)}
Isto €, t; ¢ dado pelo custo da coluna j, adicionado a um limite inferior para o custo de
“cobrir" as (m - IMjl) linhas no cobertas pela coluna j.
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Seja LS um limite superior para o. v(PCC). Se existir uma coluna j para a qual 2 LS,
conclui-se que qualquer solugfio admissfvel com melhor valor do que LS nio contém a coluna j
(xj=0). Assim, a coluna j j pode ser removida do problema.

No entanto, o célculo do valor de t; envolve a pesquisa de todos os elementos de Tjea
comparagfo de ITj valores. Em muitas situagdes a pesquisa dos elementos T; € demasiado
demorada e portanto o cdlculo de t; para cada j pode envolver consumo de tempo exagerado.
Assim, em alternativa ao subespago T;, pode-se considerar um subespago 'T'J que o contenha, e
portanto mais f4cil de identificar, constitufdo pelos estados q = (8, 0, B)eQ com & = m - Ml
+Ao,B,0B; © O B quaisquer.

Propriedade 3.3:
- Um limite inferior {§ para t; € dado por:
fj: ¢j + min f, (A,a,B),Vo,p e para A = m-IMjl,..., B-o+l.

Note-se que min f (8, o, B), Vo, B e para 8 = m-IMjl + Ao B0 Bj-n B0+ 1,
indica o custo minimo de se cobrir, com as n colunas, pelo menos m—JMjI linhas e, portanto,
esse valor € um limite inferior para f, (g(M~M;)).

Tendo em conta que f (m,1,m) € um limite inferior vélido para ¢j + £,(a(M-Mp), o limite

anterior pode ainda ser fortalecido para:
fj = max[ f,(m,1,m), ¢; + min (A, o, B), Vo, p e
/6 = m—IMjl + Aa'ﬂ’aj,ﬂj,..., B -O+ 1] ) .

4, Relaxagdo lagrangeana
Considere-se o problema (PCCR}V), obtido a partir do problema (PCC) relaxando 2

"maneira" lagrangeana as restri¢es (1.2):

n m n
(PCCR)‘) min Z cjxj + 2 A (1 - Z aj XJ) =

_Z(CJ 27\)x1+27\. 4.1)

j=1 1eM
xje {0, 1) ji=lo,n 4.2)

em que A; 2 0 € o multiplicador de Lagrange (penalidade) associado 2 i-ésima restrigio do PCC.

Sejam N = {jeN:T;<0} e N'= {jeN: €j2 0} em que Ty =¢- Z A
ie Mj

, J

E f4cil verificar que uma solugfio 6ptima para o PCCR, pode ser obtida fazendo:

xj=1 sejeN"
xj=0 sejeN"

V(PCCRy) = ) &+ 3 Aj.
jEN’ i€EM

€, consequentemente, o valor 6ptimo da relaxagio lagrangeana
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Dos resultados gerais estabelecidos para a relaxago lagrangeana [Geoffrion, 1974], sabe-
-se que V(PCCR,) < v(PCC), qualquer que seja o conjunto escolhido de multiplicadores, desde
que A;20,i = 1,..., m. A melhor escolha dos multiplicadores, serd aquela que conduzird a um

major valor do limite inferior para v(PCC). Assim, pretende-se encontrar o vector de
multiplicadores A tal que V(PCCR, %) = Ta())( V(PCCR,).
2

Uma aproximagio de A* pode ser obtida através do método de optimizagio por
subgradiente [Shapiro, 1979].

4.1. Penalidades

A obtengiio de um limite inferior para v(PCC), atrds descrita, pode ser acelerada mediante
uma redugfio de colunas obtida através da andlise dos custos reduzidos. De facto, dado um
vector de multiplicadores de ‘Lagrange, A; =0 (ie M), o custo reduzido, Cj, associado a
varidvel x; pode ser obtido do modo seguinte:

Cj= ¢j- ZX

ie M
Seja, agora, LS um limite superior conhecido para v(PCC). Entdo para uma dada coluna j
se Cj + v(PCCR,) 2 LS, entfo essa coluna pode ser removida do problema, pois ndo figurard

em nenhuma solugdo com melhor valor do que LS.

5. Obtenc¢ao de melhores limites inferiores
Como j4 foi referido, a solugfio obtida pela relaxagdo de espago de estados (2.3)-(24) pode
nfio ser admissivel para o PCC. No entanto, de modo anélogo ao que € feito na relaxagdo
lagrangeana, € possivel penalizar o valor da fung#o objectivo através das restri¢des violadas.
Se se acrescentarem as seguintes restrigdes redundantes a formulagio (1.1)- (1.3) :
n
o= min o5=1 B= max Bj=m /B=?/8jx}-2m
(j: Xj= 1} {i: Xj= 1} =1
emque o= indice da 1* linha coberta pela coluna j
P; = indice da vltima linha coberta pela coluna j
A j = nimero de linhas cobertas pela coluna j
e o = fndice da 1% linha coberta na solugfio 6ptima
" B =1ndice da tltima linha coberta na solugdo dptima
A = nimero de linhas "cobertas" na solugdo 6ptima
é possivel derivar uma relaxago mais forte do que a desenvolvida a partir de (1.1) - (1.3).
Relaxando o conjunto das restrigdes (1.2), como se fez na secgfio 4., obtém-se o seguinte

problema relaxado:
n
(REE,) min " Y, (c;— X, A xj +Z A (5.1)
Fl ie Mj
o= min o4 =1 5.2)

xj=1
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B= max B, =m 53)
xj=1
n
A= ‘o:Aj Xj2m : (5.4)
xe {0,1} j=le.,n . (5.5)

O problema (5.1) - (5.5) com A = 0 corresponde precisamente ao problema que se resolve
considerando a relaxagfio de espago de estados (2.3) - (24). N
Para cada vector de multiplicadores A ( Xj 2 0), calcula-se um limite inferior f, (m,1,m) =

V(REE)) que ainda € um limite inferior para v(PCC). A exemplo do que acontecia no ponto

anterior , pode-se obter uma aproximagdo dos multiplicadores éptimos através do método de
optimizag#o por subgradiente [Shapiro, 1979]. Em cada iteragio do método do subgradiente,
podem ser aplicados tanto o teste de dominéncia de estadosbem como as penalidades que foram
propostos na secgio 3.

6. Combinag¢iio da relaxagio lagrangeana e da relaxacio de espago de estados

Recorde-se que a formulagdo (5.2) - (5.5) resulta da formulagio (4.1) - (4.2), através da
inclusdo das seguintes trés restrigGes redundantes:

n
o= min_ Q5= p= max Pj=m ,6=?,6jxj2m
{i: xj=1) {j: xj=1} =l

Pode-se, entdo, concluir que para um determinado vector A, F(PCCRy) o F(REE)) e
v(PCCR;) < v(REE,3) em que F(P) representa o conjunto das solu¢Ses admissiveis do
problema P. Ou seja, para 0 mesmo conjunto de multiplicadores, o limite inferior obtido pela
relaxagio de espago de estados, V(REE,), € no pior caso, igual ao fornecido pela relaxagiio
lagrangeana, v(PCCR)).

No entanto, tal como j4 foi referido, a solugfio éptima para PCCR, pode ser facilmente
obtida fazendo apenas:

{ xj=1 sejeN’
xj=0 se je N*

Facilmente se verifica que se xj =1 na solug@o 6ptima de PCCR, entdo x; = 1 na solugdo
6ptima de REE,, ou seja, Vje N, xj=1 na solugdo 6ptima de REE,.

Assim, como € f4cil obter a solugdo 6ptima para PCCR}‘, pode-se tomar como estado
inicial para a relaxagéo de espago de estados, o estado (8, 0, B,) = _9N_(,6 j» %> Bj) com

j€

(B oy, By) = V(PCCR,), em vez do estado (0,m+1,0).

Uma vez que o nimero de estados gerados aumenta exponencialmente com o niimero de

linhas do problema e atendendo a relagdo existente entre a solugdo 6ptima da relaxagio
lagrangeana e a relaxagfo de espago de estados, € possivel obter um processo globalmente
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melhor para z; resolugio do PCC, combinando as duas relaxagdes e que pode, por exemplo, ser
descrito do seguinte modo [Paixdo & Christofides, 1986] ;
se 8,2 %m resolve-se REE, , a partir do estado inicial (,60, o, By =

JEN'(A » % B ) € considerando apenas as colunas j com je N'.

se B, < %m toma-se v(PCCR, ) como limite inferior para o v(PCC).
De facto, quanto maior € o valor limite assumido por & o menor serd o nimero de
operagdes necessdrias para resolver REE)V.
Em cada iteragdo do método do subgradiente em que se opta por v(PCCR,) aplicam-se as

penalidades apresentadas na secgdo 4.1.

7. Determinagdo de uma cobertura a partir da solu¢iio do problema relaxado .

A solugfo 6ptima do problema relaxado, pode ndo ser admissivel para o PCC. Nesse caso,
existem linhas que ndo sdo cobertas. No entanto, a solugdo pode ser completada de forma a
obter-se uma cobertura, '

Para cada linha ainda nfo coberta, selecciona-se para pertencer a cobertura, a coluna que a
cobre com menor custo. Este processo € repetido até que todas as linhas estejam cobertas.

E possivel que na solugdo admissivel assim obtida, existam colunas redundantes, pelo que
se reduz a solugfo a uma cobertura prima.

Em cada iteragio do método de optimizagio do subgradiente aplica-se este método para
determinar uma cobertura a partir da solugéo relaxada, tentando-se assim melhorar o valor
corrente do limite superior.

8. Duas ordenagdes para as colunas do problema

Nesta secgdo apresentam-se dois procedimentos que tiram partido de reordenagdes
particulares das colunas do problema no sentido de melhorar a qualidades dos limites inferiores,
bem como acelerar a sua obteng#o. Desenvolvem-se também dois testes que permitem ignorar
algumas colunas e estados, num determinado estdgio da recursio dindmica.

8.1.,Ordenacio das colunas considerando primeiro todas as colunas com a;=1
As colunas do problema podem ser ordenadas de modo a considerar primeiro todas as
colunas com o; = 1. Note-se que na solugo 6ptima para o problema relaxado, tem-se sempre

que ol = (i mln1 }aj 1, o que significa que ¢ obrigatério incluir na solugio pelo menos uma
JXj=

coluna com o= 1.

No procedimento de geragdo dos estados no espago de estados relaxado e depois de se
considerarem todos os estdgios correspondentes a o;=1, obriga-se a que os novos estados a

gerar sejam obtidos por combinagfo com estes. Isto pode ser feito eliminando o estado inicial




80 A. Paias./ Escalonamento de' pessoal tripulante

(0,m+1,0). Assim, garante-se em termos de problema original, qué todos os estados S que
venham a ser gerados contém a linha 1.

Este melhoramento vai obviamente provocar uma grande diminuigdo na dimensdo do
espagos de estados, passando-se de O(m3) para O(m2). Os estados gerados desta maneira sdo
todos do tipo (4,1,B), com A<P, pois por construgio B=min(A',p-0+1).

Recorde-se que um limite inferior para o custo de uma solugdo em que x; =1 (coluna j
pertence 3 solugdo) € dado por:

j=cj+ qne)i%j f,(@) e o subespago Tj={qe Q: q®g(M=(m,1,m)}.

Para qualquer coluna j com aj¢1, os elementos q de T; t8m obrigatoriamente =1, pois s6

assim é possivel obter o estado (m,1,m). Entdo, para uma colun1 j nessas condigdes, tem-se

m sefj#m

que os estados (e T; séo da forma (A,1,8) com B ={ e

qualquer caso contririo
- (m-IMjl + Ar g ) S A S B
Pelas razdes j4 referidas na secg@o 3, pode e deve-se optar por calcular um limite inferior
’fj = max[ f (m,1,m ), cj+ min fn(/é,l,B) ], sendo B qualquer e com A8 definido como acima.
Note-se que para as colunas com o, = 1, as penalidades T; néo séo vilidas. Isto deve-se a
que nestes casos, os elementos q de T; ndo tm obrigatoriamente que ter = 1, visto que min
(Otj = 1,00) = 1, qualquer que seja o.. Assim, e uma vez que os estados com o # 1 ndo foram
considerados na geragdo, ndo se dispde de toda a informagfo necessdria para a determinagéo de
Tj, pelo que ndo se aplicam penalidades a estas colunas.

8.2. Ordenagdo das colunas considerando linhas independentes

Sejam i e i' os indices correspondentes a duas linhas do problema, para as quais se tem
N; N Ny = @, Entdo as linhas i e i’dizem-se independentes. Um conjunto de linhas ig,..., i
dizem-se independentes se forem independentes duas a duas.

Seja IIND; = {iy,..., i{}, um conjunto de linhas independentes tal que ig = 1.

As colunas do problema podem ser ordenadas, considerando em primeiro lugar e
sequencialmente os blocos de colunas que cobrem cada uma das linhas que pertencem a IIND;
e depois, caso existam, as restantes colunas (N).

A nova ordenagfo de colunas, pode ser ilustrada da seguinte maneira:

I Nio | l Ni1 I l Ni2 I Nit l I N

A solugio éptima do problema relaxado pode ndo cobrir todas as linhas, No sentido de se
"caminhar" na direcgdo da admissiblidade, obriga-se a que qualquer solugio do problema
relaxado inclua pelo menos uma coluna de cada N; para todo o i€ IIND;.

Assim, na geragfio do espago de estados, o estado inicial (0,m+1,0) ¢ eliminado apés se
considerarem as colunas de Njp. Os estados entdo gerados serdo combinados com os
correspondentes as colunas de Nj; . Os novos estados resultantes serdo por sua vez,
combinados com os correspondentes as colunas de Nj,, tendo-se préviamente eliminado os de
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Njg (se fosse possivel combinar Nj; com Nj, directamente sem incluir colunas de Nj; ndo se
podia garantir que a linha i1 fosse coberta) e assim sucessivamente.

Esquematicamente ;

(0O,m+1,0) + Ni0=

+ Nil = NN
Y + niz= ([T

Note-se que o novo valor 6ptimo obtido ainda € um limite inferior para v(PCC), porque o
novo problema ainda € uma relaxagdo de PCC. Para verificar este facto, considere-se a
formulagdo (5.1) - (5.5) juntamente com as restrigdes (1.2) e dupliquem-se estas restrigbes para
Vie IIND;, ou seja , acrescentem-se a (5.1) - (5.5) € (1.2) as seguintes restrigdes:

! .
D axj2 1 ieIIND; (8.1)
i=1

Relaxando as restrigdes (1.2), obtem-se um problema muito semelhante a REE,, mas agora

com as restri¢Ses adicionais (8.1).
Seguindo a ideia mencionada na secgdo 6. também é possivel, neste caso, iniciar a geragio
dos estados a partir do estado (A&, &), B)) =@ (A;, a; B)) com f(B, oy By =
jeN-

V(LPCCy) e N = { je N : ¢ <0}, visto que estas colunas estardo de certeza na solugdo éptima
do problema relaxado em estudo. Assim e como se pretende incluir na solugdo do problema
relaxado, pelo menos uma coluna de cada N i» (€ IINDy), sempre que se encontra um ie [IND,
tal que N;\N =@, obriga-se a inclusiio de uma coluna pertencente a N; na solugo final. Isto &

feito de modo andlogo ao ilustrado no esquema anterior.
Note-se que a aproximag#o f; para tj referida na secgfio 3, ndo € vilida neste caso, pela

mesma razdo que ndo € vilida para colunas com oy = 1. De facto, considerando a nova
ordenagdo proposta, min fn(/ﬁ, o,B)paratodoa,Bed = m- IMJ-I,.,., m ndo é um limite
inferior vdlido para o problema em que se pretendem “cobrir” m - IMjl das m linhas do problema

original, porque se fixaram, neste ordenagfo, as linhas pertencentes a IIND;.

9. Resultados Computacionais
As duas ordenagdes descritas nas secgdes anteriores foram computacionalmente testadas
num PC com processador 80286, tendo-se utilizado o compilador Pro Fortran-77 (versdo iid
1.1). Assim, considerem-se os dois c6digos seguintes:
PROGI - versdio em que se ordenam as colunas por ordem crescente de 0.
PROG?2 - versdo em que se ordenam as colunas considerando o subconjunto de
linhas IIND;.
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Em ambos os programas foram considerados: o critério de dominincia de estados
apresentado na secgdo 3, a combinagio da relaxagdo de espago de estados com a relaxagio
lagrageana descrita na secgéo 6, as penalidades referidas na secgdo 4.1 e a heuristica descrita na
segdo 7. No programa PROG1 foram ainda introduzidas as penalidades apresentadas na secgio
8.

Sempre que ndo se dispde de um conjunto inicial de multiplicadores para iniciar o método
do subgradiente, considera-se como conjunto inicial o conjunto de multiplicadores nulos e
resolve-se obrigatoriamente a relaxagdio de espago de estados. Nas iteragGes seguintes &
aplicado o teste da sec¢do 6 de forma a escolher qual das relaxagdes se resolve.

Ambas as versGes foram testadas para dados reais, obtidos na CARRIS (exemplos 1a 8)e
na Rodovidria Nacional (RN) (exemplos 9 a 19). Estes ltimos referem-se 3s zonas de Queluz-
de Baixo, Torres Vedras, Carcavelos, e Figueira da Foz.

Na tabela 1, apresentam-se para cada exemplo, o nimero de linhas (IMI), o nimero de
colunas (INl), o nimero de 'I's na matriz das restrigées (NJI), a densidade do problema

O = '—% * 100) e um limite superior conhecido para o mesmo(LS). Os valores assinalados

com um asterisco indicam valores 6ptimos.

Exemplo M INI NJI D LS

1 91 1223 5356 4.8 60275

2 76 678 2404 4.7 61244

3 72 739 4171 7.8 45726

4 103 580 3009 5.0 60002

5 78 686 3521 6.6 53673

6 80 1710 8713 6.4 57137

7 76 611 2219 4.8 61305

8 38 67 420 16.5 17992

9 27 328 1284 14.5 21784

10 24 246 907 15.4 21112

11 31 520 2239 13.9 21286
12 24 293 1038 14.8 20816*

13 28 400 1590 14.2 21622

14 13 43 99 17.7 21274

15 25 282 1069 15.2 21286

16 30 227 470 6.9 65527

17 46 785 2429 6.7 61508

18 58 1480 5765 6.7 . 62944

19 47 810 2560 6.7 62323

Tabela 1.Caracteristicas das ocorréncias testadas

Na tabela 2, apresentam-se, para cada versdo ( = 1, 2), o valor do limite inferior (LIPGj), o
tempo de CPU medido em segundos (CPGj) ¢ o nimero de colunas eliminadas (Ej),
correspondentes a 100 iteragSes do método do subgradiente. Convém recordar que no PROG2
apenas se eliminam colunas quando se resolve a relaxagfio lagrangeana j4 que nesta versdo, nio
se utilizam as penalidades derivadas a partir da relaxagiio de espaco de estados.
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Exemplo LIPG1 LIPG2 CPGl CPG2 El E2
59389 59001 1086 16042 186 2
60056 59606 3394 7155 1 0
44646 44724 656 2552 0 0
57556 57633 1428 7027 0 0
0 0

0 0

0

51039 51022 438 842
54442 54611 955 2487
59796 59664 2637 7007 0

17896*  17896* 14 15 34 43
20376 20266 68 91 61 42
20082 20085 52 61 81 69
20014 19994 90 155 260 126
19884 19630 64 85 95 65
20147 20001 124 174 74 189
20453 20427 6 6 1 0
20060 19865 71 92 74 30

61979 62346 337 136 0 0
58796 58596 1225 1382 28 5
56770 56737 1756 1996 0 0
59493 59361 4312 1647 10 0

el rd el el
O~ NLEWN = OO~ D LN

Tabela 2. Limites inferiores obtidos com multiplicadores iniciais nulos
(100 iteragdes do subgradiente).
PW300, DOS 3.10, compilador Pro Fortran (processador 80286)

Nos exemplos 11 e 14 foi possivel, por aplicagio da heuristica descrita na secgdo 7,
melhorar o limite superior inicial respectivamente de 21286 para 20950 e de 21274 para 21112.
No primeiro exemplo o melhoramento ocorreu na execugido de PROG1 enquanto no segundo
ocorreu na execugdo de PROG2, 1

Nos casos em que houve eliminagio de colunas e/ou melhoramento do limite superior tem
interesse repetir a execugo, considerando o problema reduzido ou o novo problema mas com o
novo limite superior. Este processo pode ser repetido iterativamente. Assim, para os exemplos
nas condigdes mencionadas no pardgrafo anterior, foram realizadas execugdes adicionais até um
méximo de quatro. As colunas indicadas por LSPG;, indicam se o limite superior disponivel foi
melhorado. Considerando os resultados obtidos na tabela 2, apresentam-se na tabela 3, os
resultados para as 3 restantes execugbes.
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Ex LSPGl1 LSPG2 LIPG1 LIPG2 CPG1 CPG2 El E2
1 - - 59768 59462 169 188 375 164
- - 59823 59666 176 169 43 288
- - 59857 59774 151 163 31 89
2 - - 60271 60324 70 97 35 11
- - 60317 60334 145 93 32 1
- - 60317 60339 144 114 1 1
9 - - 20537 20417 26 29 27 34
- - 20537 20459 24 27 1 7
- - 20537 20481 24 30 0 3
10 - - 20424 20280 16 19 28 34
20788 - 20493 20375 14 16 28 1
- - 20555 20433 12 16 2 6
11 20788 - 20336 20305 28 44 92 132
- - 20430 20404 21 32 0 19
- - - 20457 - 29 - 12
12 - - 20203 20018 23 24 24 35
- - 20328 20148 19 21 7 12
- - 20417 20242 19 19 3 10
I3 - 20788 20382 20189 37 24 53 68
- - 20345 20415 33 17 9 15
21112 - 20397 20474 28 17 94 5
14 - - 20645 - S - 0 -
15 - - 20292 20149 23 21 19 34
20788 - 20373 20248 18 20 68 16
- - 20440 20308 16 21 2 2
17 - - 60175 59402 93 120 154 68
- - 60665 59862 87 108 17 75
- - 60884 60255 68 99 20 38
19 - - 60105 - 121 - 65 -
- - 60306 - 102 - 36 -
- - 60463 - 123 - 34 -
Tabela 3. Limites inferiores obtidos nas execugdes seguintes, para os exemplos da tabela 2 em

que foi possfvel eliminar colunas e ou melhorar o limite superior (100 iteragdes do
método do subgradiente).
PW300, DOS 3.10, compilador Pro Fortran (processador 80286).

Em seguida, na tabela 4, apresenta-se os resultados para os mesmos exemplos, mas em

que o conjunto inicial de multiplicadores € obtido ap6s a execugio prévia de algumas iteragGes

do método do subgradiente para a relaxagdo lagrangeana, Tal como anteriormente, caso o limite

superior seja actualizado e/ou alguma coluna eliminada, repete-se a execugio do programa até

um méximo de 4 execugSes.
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Ex LSPG1 LSPG2 LIPGl LIPG2 CPG1 CPG2 El E2

1 . - 39536 59567 154 178 329 321
- - 59728 59749 180 163 178 185
- - 59816 59805 194 146 9 74
- - 59835 59839 222 233 14 27
2 - 60810 60315 60315 181 104 44 294
- - 60315 60315 178 104 0 294
- - - 60324 - 97 - 11
- - - 60339 - 114 - 1
3 - - 45451 45451 134 137 0 0
4 - - 59683 59683 189 121 0 0
5 - - 53500 53500 143 113 0 0
6 - - 36771 56774 301 281 21 10
- - 567717 56771 493 295 6 12
- - 56777 56780 334 246 12 20
- - 36777 56780 330 232 0 3
7 - - 60392 60392 132 117 0 0
8 - - 17896* 17896* 11 16 46 43
9 20788 - 19151 19338 35 37 53 8
- - 19690 19874 28 38 60 19
- - 19887 20146 26 31 46 25
- - 20064 20292 19 28 40 22
10 20788 - 19232 19351 26 27 45 28
- - 19629 19703 21 24 20 14
- - 19852 19930 20 24 30 2t
- - 20039 20063 16 21 28 17
11 - 21112 19212 18975 57 35 47 18
' 21112 - 19564 19676 50 55 59 18
20788 20950 19781 19930 44 42 140 137
- - 20002 20049 33 32 60 42
12 - - 19153 19144 30 29 31 35
- - 19551 19526 29 26 23 12
- - 19783 19740 25 27 33 30
- - 19934 19872 23 25 13 16
13 - - 19283 19295 41 42 15 111
- - 19641 19610 43 33 22 38
21112 - 19912 19805 40 30 101 42
20950 - 20055 19979 28 24 -~ 63 42
14 - - 20950 20950 6 5 3 3
- - 20950 20950 6 4 0 0
15 - - 19207 19170 31 31 15 13
- - 19604 19604 28 31 10 11
- - 19883 19862 28 28 20 16
- - 20086 20040 28 27 26 23
16 - - - - - - - -
17 - - 61206 61241 108 100 319 332
- - 61405 61341 54 53 109 42
- - 61439 61366 68 78 13 36
- - 61451 61372 51 101 8 5
18 - - 55678 55380 174 176 0 0
19 - - 60535 60632 93 83 199 199
- - 60767 60757 67 79 1 0
- 60810 - 66 - 0 -

Tabela 4. Limites inferiores obfidos tomando Como multiplicadores iniciais os fornecidos pela
relaxagdo lagramgeana (100 iteragSes do método do subgradiente).
PW300, DOS 3.10, compilador Pro Fortran (processador 80286).
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Na tabela 5, apresentam-se para cada um dos exemplos, os melhores limites superior (LS)
e inferior (L) obtidos bem como o desvio correspondente (Gap = 100%(LS-LI)/LY).

Ex LS LI Gap
1 60275 59857 0.70
2 60810 60339 0.78
3 45726 45451 0.60
4 60002 59683 0.53
5 53673 53500 0.32
6
7
8
9

57137 56780 0.62

61305 60392 1.51

17896 17896 0.00

20788 20537 1.22
10 20788 20555 1.13
11 20788 20457 1.61
12 20816 20417 1.95
13 20788 20474 1.53
14 21112 20950 0.77
15 20788 20440 1.70
16 65527 62346 5.10
17 61508 61451 0.09
18 62944 56770 10.87
19 62323 60810 2.49

Tabela 5. Melhores limite superior, limite inferior e desvio obtidos para cada um dos

exemplos.

Quando se utilizam multiplicadores iniciais nulos, o método 1 (PROG1) revela-se mais
eficiente, quer em termos da qualidade dos limites inferiores obtidos, quer em termos do tempo
de CPU necessdrio a sua obtengdo e, ainda, em termos do nimero de colunas que é poésx’vcl
eliminar, A discrepincia observada entre os tempos de CPU obtidos na primeira execugio e
seguintes deve-se ao facto de naquela se resolver obrigatériamente a relaxagdo de espago de
estados na primeira iteragio do método do subgradiente.

Quando se dispde de um conjunto inicial de multiplicadores, obtidos ap6s algumas iteracGes
do método do subgradiente para a relaxagfo lagrangeana, o comportamento dos dois métodos &
semelhante no que diz respeito 4 qualidade dos limites obtidos e aos tempos de CPU
observados. Quanto ao nimero de colunas eliminadas, continua a observar-se uma maior
eficdcia do método 1, o que ¢ explicado tendo em conta. que no método 2 apenas se aplicam
penalidades quando se resolve a relaxagfio lagrangeana, No entanto, a diferenga observada no
nimero de colunas eliminadas pelos dois programas niio &, neste caso, tio acentuada.

Observe-se ainda que a qualidade dos desvios obtidos depende naturalmente da qualidade
do limite superior. Os limites superiores iniciais foram obtidos por heurfsticas do tipo greedy, €
cré-se que a sua quélidadé ndo € "tdo boa" quanto se desejaria, tendo sido possivel nalguns
casos melhorar este limite superior, partindo da solugdo do problema relaxado.

A excepgdo de trés instdncias testadas (16,18 e 19), os valores finais obtidos para os
limites, podem considerar-se de boa qualidade. De facto, hd que tér em conta que se tratam de
ocorréncias reais e que o suporte informdtico utilizado é claramente de 'baixa gama',
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Relativamente aos problema teste identificados pelos mimeros 16,18 e 19, € de crer que o
menor sucesso nos resultados seja devido ao limite superior. Na verdade, estes problemas
teste sAo muito semelhantes ao problema 17, na medida em que dizem respeito 2 mesma zona e
apenas diferem na partigio dos servigos de viaturas em pegas de trabalho. E, para este caso,

obtiveram-se valores bastante bons.

10. Redugdes num qualquer estagio k do Método 1

Nesta secgdo apresentam-se redugbes que podem ser incorporadas em cada estdgio do
processo de geragio de estados. As redugbes vio ser apresentadas no contexto do método 1,
ou seja, as colunas sio ordenadas por valor crescente de 0.

Apesar de todas as redugdes na dimensdo dos problemas que foram conseguidas devido as
ordenagdes, as penalidades e as dominéncias introduzidas, o processo de gerag@o dos estados
ainda € consideravelmente demorado para problemas de maior dimensdo.

No processo de geragio dos estados seria titil poder dizer a priori ou mediante comparagdes
simples se determinada coluna €, ou ndo, importante para a geragdo. Ou por outras palavras, se
todos os estados gerados em determinado estdgio seriam ou nfo todos dominados.

Assim, considere-se a ordenagdo de colunas descrita na secgio 8.1 e inicie-se a geragdo dos
estados, considerando um subconjunto de colunas inicial (por exemplo, as (k-1) primeiras
colunas). A;Scnas se exige que essas (k-1) colunas "contenham" o estado (m,1,m). Se tal ndo
acontecer, vio-se considerando novas colunas até tal acontecer.

Seja agora o valor MAXC tal que
MAXC=f, . (m,1,m)- min (A, 1,B)
kol vianp k1 1P

Este valor pode ser considerado como o "maior acréscimo no valor da fungio custo, quc se
estd disposto a pagar para obter uma solugfo tdo boa como a solugdo corrente”.

O resultado seguinte permite estabelecer um critério para a exclusdo de uma determinada
coluna no processo de geragio dos estados ndo dominados .

Propriedade 10.1

Considere-se um qualquer estdgio k no processo de geragédo de es.tados.

Se o custo da coluna k , ¢y, for tal que ¢; 2 MAXC entdo todos os estados que resultam da
combinagdo dessa coluna com um estado previamente gerado serdo dominados pelo estado
(m,1,m),

O resultado anterior conduz entdo ao seguinte teste de eliminagdo tempordria de colunas:
Teste 1 - Se num determinado estdgio k, se tem que ¢, 2 MAXC entdo a coluna k pode ser

ignorada no processo de geragdo de estados.

Este teste pode e deve ser aplicado em cada iteragdo do método do subgradiente. Mas note-
se que o facto se concluir que se pode ignorar uma coluna numa dada iteragido do método do
subgradiente ndo significa que essa coluna nio venha a ser necesséria no processo de geragio
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relativo a uma iterag#o posterior do método do subgradiente. Como tal, a informagfo produzida
pelo teste 1 apenas pode ser utilizada na iteragiio corrente desse método.

Pelo resultado anterior conclui-se que caso se tenha ¢, <MAXC, podem existir estados que
se obtém como combinagio da coluna k com qualquer outro e que podem vir a ser necess4rios
para a solugdo final. Isto &, vai ser necessdrio combinar a coluna k com alguns dos estados
previamente gerados. Mesmo assim, € possivel identificar alguns desses estados que ndo vdo
ser necessdrios na combinagdo com esta coluna, j4 que os estados resultantes dessas
combinagbes levam necessdriamente a estados dominados.

Para tal, defina-se VALOR tal que

VALOR = fk_l(m,l,m) - €
em que fk_l(m,l,m) denota o custo corrénte do estado (m,1,m).

* O resultado seguinte mostra como identificar estados nessas condigdes.

Propriedade 10.2

Considere-se um qualquer estdgio k no processo de geragdo de estados e seja (4, 1, B) um
estado j4 obtido pelo processo de geragdo. Se fi.; (4,1, B) > VALOR entio o estado
resultante da combinagfo de (8, 1, B) com a coluna k € dominado pelo estado (m,1,m).

O resultado anterior leva a concluir que no processo de geragdo, apenas é necessdrio
combinar a coluna k com estados previamente gerados que tenham custo inferior a VALOR.
Caso contrédrio, os estados obtidos serio dominados pelo estado (m,1,m). Isto leva a
Teste 2 - Se num determinado estdgio k, se tem que fi_y (A,1,B) 2 VALOR para um

determinado estado (4, 1, B) previamente gerado, entio o estado resultante da
combinagdo de (A, 1, B) com a coluna k pode ser ignorado no processo de
geragio.

De modo andlogo ao teste 1, a informagio produzida por este teste apenas pode ser utilizada
numa iterada do método do subgradiente.

10.2. Resultados computacionais

A eficiéncia dos testes 1¢ 2, deduzidos na secgdo anterior, foi testada para os dados reais,
apresentados na secgdo 9. Neste sentido desenvolveu-se um cédigo, PROG3, muito semelhante
a PROG], acrescentado dos testes j4 referidos.

Nas tabelas seguintes apresentam-se os tempos de CPU (segundos) obtidos com este
programa, € os j4 apresentados para o PROG1, no sentido de facilitar a sua comparagio. Note-
-s¢ que os limites inferiores obtidos sdo obviamente idénticos,

Os resultados apresentados na tabela 6, foram obtidos partindo de um conjunto de
multiplicadores nulos.
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Exemplo CPG1 CPG3 Exemplo CPGl CPG3
1 1086 1148 2 3394 3483
169 137 170 124
176 131 145 100
209 151 144 101
3 656 694 4 1428 1501
5 438 477 .6 955 1070
7 2637 2719 8 14 15
9 68 68 10 52 33
26 25 16 16
24 23 14 14
24 24 12 12
11 90 91 12 64 64
28 28 23 21
21 21 19 19
- - 19 18
13 124 126 14 6 6
37 34 5 5
33 31 - -
28 26 - -
15 71 72 16 337 . 342
22 21 - -
18 18 - -
16 15 - -
17 1225 1241 18 1756 1790
93 76 - -
87 66 - -
69 - 58 - -
19 1790 1822
121 94
102 83
123 94
Tabela 6. Tempos de cpu obtidos com multiplicadores iniciais iguais a zero (100 iteragdes do
subgradiente).

PW300, DOS 3.10, compilador Pro Fortran (processador 80286)

Tendo em conta os valores indicados nas tabelas 6 verifica-se que 0 PROG1 € mais rdpido
quando n#o se dispde a partida de um conjunto de multiplicadores (primeira execugdo de cada
exemplo referido na tabela 5). Quando se dispde de um conjunto de multiplicadores, como € o
caso das restantes execugdes, inverte-se a situagfo sendo o PROG3 mais rdpido. Este facto é
comprovado em [Paias, 1991], onde se fez um estudo comparativo dos tempos de cpu dos dois
programas considerando os mesmos exemplos mas tomando como multiplicadores iniciais, os
obtidos apds a execugdo prévia de algumas iteragdes do método do subgradiente para a
relaxagfo lagrangeana; 4 semelhanga do que foi apresentado na tabela 4.

Estas observagdes sugerem que numa primeira abordagem se use preferencialmente o
PROGI € que nas sucessivas execugdes se utilize o PROG3.
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11. Estudo computacional da eficiéncia das penalidades aproximadas Tj

Uma das razdes que levou a determinagdo de penalidades aproximadas nas sec¢des 3. e 8.,
em detrimento das penalidades exactas tj» foi o facto de a pesquisa de um determinado estado
ser bastante demorada. No entanto, teria todo o interesse comparar a eficiéncia relativa dos dois
tipos de penalidades, ou seja, saber se pelo facto de se usarem penalidades mais fracas se
eliminam menos colunas.

Na implementagfo efectuada para o método 1, PROG1, os estados gerados sdo ordenados
por ordem crescente de cardinal. Recorde-se que todos os estados obtidos no processo de
geragdo de PROG1 séo da forma (4,1,B). Assim dados dois estados (81,1,8) e (AB,,1,8), se
A1 < A, entdo na lista que representa o espago de estados na implementagio efectuada, o
estado (8 1,1,B) aparece antes do estado (8,,1,B).

Neste tipo de implementago, a procura de um determinado estado € efectuada percorrendo
para o respectivo cardinal, a lista que representa o espago de estados.

O interesse em conhecer a eficiéncia das penalidades utilizadas, levou ao desenvolvimento
de uma fepresentagﬁo alternativa para o espago de estados, onde a pesquisa de um determinado
estado fosse efectuada imediatamente. Uma forma de o fazer, consiste em considerar uma lista
com dimensdo igual a0 nimero méximo de estados que é possivel gerar, correspondendo cada
posi¢do da lista a um determinado estado (8,1,B). Assim, todos os estados potenciais sio
apresentados por ordem crescente de B e, por sua vez, para cada P sdo apresentados por ordem

crescente de 8. Ndo € necessdrio referenciar o indice da primeira linha, uma vez que este € fixo

iguala 1.
A lista considerada pode ser ilustrada do modo seguinte:
=1 B=2 B=3 B=m

[eelerlemleml. ool ... {m-2,1m)m-1,1,m) ] m, Lm)

A dimensio da lista € dada por (m -1) * (m-2) /2 + m, correspondendo ao estado (8, 1, B)
aposigio B-1) * (B-2)/2+8.
Obviamente que numa representagio deste tipo se dispende muita meméria, até porque

como jé foi observado repetidas vezes, a dimensdo do espago de estados é ainda bastante
elevada, mesmo considerando apenas os estados com o = 1.

Utilizando esta representagdo para o espago de estados, a determinagfo das penalidades
exactas tj = c; + mi% f,(), € simplificada uma vez que o subespago T;={qeQ: q@ gMj) =
qe l;j

(m,1,m)} € facilmente identificdvel.
Recorde-se que na secgdo 8., se caracterizaram os estados q=(A, 1, B) pertencentes a T;,
como sendo aqueles que verificam as seguintes condigoes:

'IM'+AIB%B}<’6<BCB { Seﬁjim

qualquer caso contrdrio
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Assim,

se Bj#mentdo vemque p=mem-IMjl +8,,S A8 <m

Oljl

Neste caso, para o cdlculo de t;, ndo vale a pena determinar todo o subespago Tj, uma

vez que o primeiro estado a encontrar, ie o de menor cardinal, serd aquele a que

corresponde um menor custo. Se assim ndo fosse, este estado seria dominado por

outro ¢ teria sido removido. Resumindo, o primeiro estado a encontrar, ¢* , com
_ Mo 1

B =métal que q*= (rlglpr.fn(q).

J

se Bj=m, interessam os estados m - IMjl + 8, < 8 < B para os valores de § dados

o4l
por m - IMjl + Saﬂ <B < (ocj -1)e ((xj + 1) <P < (m-1). Para B = o interessam os
estados m - IMjl+ 1 < 8 <P e para B = m interessam os estados m - IM;| + 8(1j1+ 1g

A < P. Note-se que neste caso (f=m), o estado com menor cardinal é o estado ao qual

corresponde um menor custo, caso contrario teria sido dominado.

Como j4 foi referido, ao estado (48, 1, ) corresponde a posigdo (B - D*(B-2)/2 + A da
lista que representa o espago de estados. Para cada j, mostrou-se acima como identificar os
estados pertencentes ao correspondente conjunto T;. Com a representagio utilizada é f4cil de

identificar um qualquer estado na lista que representa o espago de estados. Isto é confirmado

pelo algoritmo a seguir descrito.

Algori D inacio_de (j Ia col n
Passo ) inicializagio
CARDINAL = m - IMJ~I+80ljl
CONST=(m-1) *(m-2)/2
tj =+
CMIN = +ee

Se Bj = m segue para o passo 2)
sendo :
para s = CARDINAL até m fazer,
posi¢cdo = CONST + s
se CMIN > CUSTO(posigdo) entdo
CMIN = CUSTO(posi¢io)
vai para o passo 4)
Passo 2)
se CARDINAL < 0j segue para o passo 3)
sendo :
para b = CARDINAL até (m-1) fazer,
pos=(b-1)*(b-2)/2




92

A. Paias / Escalonamento de pessoal tripulante

para s = CARDINAL até b fazer,
posi¢do = pos + s
se CMIN > CUSTO(posi¢io) entdo
CMIN = CUSTO(posigdo)
para s = (CARDINAL + 1) até m fazer,
posigio = CONST + s
se CMIN > CUSTO(posi¢do) entdo
CMIN = CUSTO(posicao)
vai para o passo 4)

para b = CARDINAL até (0 - 1) fazer,
pos=(b-1)*(b-2)/2
para s = CARDINAL até b fazer,
posigdo = pos + s
se CMIN > CUSTO(posi¢do) entdo
CMIN = CUSTO(posigﬁo);
para b = (0 + 1) até (m - 1) fazer,
pos=(b-1)*(b-2)/2
para s = CARDINAL até b fazer,
posicio = pos + s ,
se CMIN > CUSTO(posi¢do) entdo
CMIN = CUSTO(posi¢ao);
pos= (0 -1)* (0 -2)/2
para s = (CARDINAL + 1 - 8%.1) até o fazer,
posigao = pos + s
se CMIN > CUSTO(posi¢do) entdo
CMIN = CUSTO(posigio);
para s = (CARDINAL + 1) até m fazer,
posigdo = pos + s _
se CMIN > CUSTO(posigi0) entdo
CMIN = CUSTO(posigdo)
segue para o passo 4);

tj = cj+ CMIN.
ti = max ( t;i, f (m,1,m)) STOP
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12. Conclusdes

Neste trabalho estuda-se a utilizagdo de técnicas de relaxagio de espago de estados de um
programa dinimico associado a uma classe de problemas de cobertura. No entanto, tanto o
programa dindmico como a relaxagfo de espago de estados t8m um cardcter geral.

Os resultados obtidos para as aplicagées reais consideradas, permitem concluir que os
métodos descritos podem levar A obtengio de 'gaps' contendo o 6ptimo, de dimensdo razogvel.

Os testes derivados para eliminagdo de colunas permitiram obter redugdes significativas nas -
dimensdes dos problemas. Essas redugdes sio mais acentuadas quando € possivel, a partir da
solugio do problema relaxado, melhorar o valor corrente do limite superior.

Os testes computacionais efectuados permitem ainda concluir que a eficécia das penalidades
aproximadas face as penalidades exactas, é de cerca de 100%, uma vez que na quase totalidade
dos exemplos testados se eliminou igual nimero de colunas. Para os exemplos onde tal ndo se
passou, a diferenga observada entre o niimero de colunas eliminadas pelos dois tipos de
penalidades foi de uma coluna no final dos 4 "runs" sucessivos.

Como investigagdo futura, teria interesse estabelecer regras que permitam, face a
informagdo obtida a partir de um subconjunto de colunas, decidir & priori se cada uma das
restantes colunas € ou ndo importante para a geragdo dos estados, no espago de estados
relaxado. Estas regras serdo importantes para a resolugdo de instincias de dimensdo
extremamente elevada bem como para a elaboragio de um processo de geragdo fmplicita de
colunas.
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Resumo
Apresentam-se vdrias abordagens possiveis para o estudo do problema de localizagio de servigos
semiobndxios numa rede. Designam-se de semiobnéxios os servigos que, embora sendo necessdrios is
. populagdes, exercem um efeito desagraddvel ou mesmo nocivo sobre as mesmas quando situados muito
préximo. A localizagfo de servigos semiobnéxios € considerada como um problema de localizagfio discreta que,
devido as caracteristicas conflituosas dos servigos, pode ser encarado sob diversas perspectivas. Foram estudadas
quatro abordagens a este problema, originando vérios problemas de localizagio discreta que diferem nos
objectivos que se pretende alingir, Dois desses problemas so problemas de localizagio com dois objectivos
enquanto que os outros sdo problemas de localizagdo com uma fungfio objectivo e restrigoes adicionais de
distincia maxima efou minima ao servigo mais préximo. Calcularam-se limites superiores e inferiores utilizando
heuristicas e técnicas de relaxagdo. Apresentam-se resultados computacionais obtidos com exemplos gerados
aleatoriamente.

Abstract

We present some approaches for locating semiobnoxious facilities in a given network. Semiobnoxious are
facilities that provide disservices as well as services, Hence, when locating semiobnoxious facilities, two
conflicting objectives must be attained. We studied four approaches 1o this problem which led to different
discrete location problems differing in the objectives to attain. Two of them are biobjective location problems
while the others are location problems with one objective function and additional distance constraints, We assure
that the demand points are neither too close to the nearest facility, in order to avoid the obnoxious effect, nor too
far away so that they can be properly served. Lower and upper bounds were obtained far each approach making
use of heuristic and relaxation methods. We report some computational results for randomly generated problems.

Keywords:
Discrete location, Biobjective problem, Heuristic and relaxation methods,

1. Introdugio

Equipamentos ou servigos semiobn6xios sio servigos que sendo por um lado iteis e
necessdrios as comunidades, por outro lado, devido 2 sua natureza, exercem um efeito
desagraddvel ou mesmo nocivo sobre essas comunidades. Sdo servigos semiobnéxios, por
exemplo, as estagBes de tratamento de lixo e algumas f4bricas poluentes.

- O problema de localizagdo de servigos semiobnéxios é considerado como um problema de
localizag@o discreta numa rede. N#o faz sentido considerar a localizagdo dos servigos no espago
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contfnuo, visto que os locais para a sua instalagfio ndio se encontram disponiveis em qualquer
ponto do plano. Geralmente os locais existentes so em pequeno niimero e correspondem a
dreas bem delimitadas. Sendo assim, os potenciais locais de instalagfio destes servigos sdo
considerados como vértices de uma rede assim como as comunidades que os utilizam.

_ A determinagiio dos locais de instalagio de servigos deste tipo deve ser feita de modo a
minorar o efeito obndxio exercido sobre as comunidades e simultaneamente maximizar a
acessibilidade destas aos servigos instalados que estdo mais pr6ximos.

Estes objectivos contradit6rios que caracterizam o problema de localizagio de servigos
semiobnéxios podem ser encarados sob diversas perspectivas.

Neste trabalho consideram-se quatro possiveis abordagens a este problema propondo-se ¢
descrevendo-se métodos de resolugdo para cada um dos correspondentes problemas de
localizagﬁo. Os testes computacionais referem-se a exemplos gerados aleatoriamente, uma vez
que ndo se dispunha de casos reais nem se encontraram na literatura exemplos ou resultados
computacionais relativos a este problema. Tentou-se, dentro do possivel, que os exemplos
gerados traduzissem a realidade.

Na segunda secgio formula-se o problema de localizagdo de servigos semiobnéxios como
um problema de localizago de p servigos em que se minimiza a soma ponderada das distincias
entre as comunidades e os servigos, assegurando que toda a comunidade estd a uma distancia
considerada razodvel do servigo mais préximo. Calculam-se limites superiores utilizando vérias
heurfsticas e determinam-se limites inferiores através de uma heurfstica dual e de técnicas de
relaxago lagrangeana, Na terceira secgfio considera-se como objectivo primordial do problema
em estudo a minimizagio do efeito obnéxio exercido pelos servigos. Determinam-se limites
inferiores utilizando vérios métodos heuristicos e calculam-se limites superiores usando
técnicas de relaxagdo linear. Na quarta secgfo encara-se o problema de localizagdo de servigos
semiobn6xios como um problema de localizagdo com dois objectivos. Apresentam-se duas
abordagens que diferem nas fung&es objectivo consideradas propondo-se métodos para a sua
resolugdo. Na quinta secgdio apresentam-se e analisam-se os resultados computacionais
obtidos. Na sexta secgéo referem-se algumas conclusdes.

2. Maximizagdo da Acessibilidade aos Servigos

Nesta abordagem ao problema de localizagdo de servigos ou equipamentos semiobnéxios o
objectivo primordial € instalar os equipamentos de modo a que em média as comunidades
estejam o mais préximo possivel deles podendo assim usufruir efectivamente dos seus
servigos. No entanto, a fim de minimizar o efeito obnéxio dos servigos sobre as comunidades,
deve exigir-se para.todas as comunidades que a distdncia ao servigo instalado mais préximo
seja maior ou igual a determinado valor pré-estabelecido. Este problema pode entio formular-se
como um problema de localizagfio discreta de p servigos em que o objectivo é minimizar a soma
ponderada das distancias entre as comunidades e os servigos com uma restri¢iio adicional de
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distdncia minima ao servigo mais préximo. Em Programagdo Linear Inteira o problema

formula-se do seguinte modo:

(P1) min ), Y cjx;

jel el

s.a: 2 xjj =1 iel . 2.1)
jeJ
> vi=» @.2)
jeJ
Xjj Syj iel, jeJ 2.3)
djj2D Yi iel, jeJ 2.4)
xij, yj€ (0,1} i€l jeJ (2.5)

sendo J = {1, 2, ..., m} o conjunto dos potenciais locais de instalagdo dos servigos, I =
{1, 2, ..., n} o conjunto das comunidades a servir, a; 0 peso associado a cada comunidade
iel, djja distdncia entre a comunidade i e o servigo a instalar em j, ¢jj=a;dj; e D um
parimetro que designa o valor da distincia minima permitida entre cada localidade e o servigo
que se encontra mais préximo. As varidveis de decisdo sdo

{ 1 se o servigo ¢ instalado em j
Yj 0 caso contririo

1 se a comunidade i é servida pelo servigo instalado em j
i = {0 caso contririo

As restrigdes (2.1) asseguram que toda a comunidade é servida por um tinico servigo, a
equagio (2.2) impde a instalagfio de p servigos, as condigdes (2.3) garantem que sé hd
afectagio para servigos instalados e as restrigdes (2.5) definem o dominio de variagio das
varidveis do problema. Estas restrigdes sdo as que habitualmente aparecem num problema de
localizagfo de p servigos. As restrigées (2.4) garantem que toda a comunidade se encontra a
uma-distincia maior ou igual a D do servigo mais préximo,

SejaJ'= (jeJ : d;j 2 D, Viel). O problema P1 € equivalente ao problema cuja formulago
em Programago Linear Inteira é:

(P1') min z 2 Cij Xij

jer iel

s.a: 2 xjj =1 iel (2.6)
jel
2 Yi=p 2.7
jel
Xij < Yj iel, jel 2.8)
x> yj€ (0,1} iel, jel 2.9)

As restrigdes (2.6), (2.7), (2.8) € (2.9) tém, respectivamente, 0 mesmo significado que as
restrigbes (2.1), (2.2), (2.3) e (2.5) do problema P1.

A equivaléncia entre estes dois problemas é fécil de provar e encontra-se em [3]. Uma vez
que estes dois problemas sdo equivalentes e que se torna mais ficil determinar limites
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superiores € limites inferiores para o valor 6ptimo do problema P1', os limites para o valor
6ptifno do problema P1 serdo aqui obtidosatravés do problema P1'.

Para transformar o problema P1 no problema P1' basta eliminar os potenciais locais para
instalagdo de servigos que ndo verificam a restrigdo de distancia minima a alguma comunidade.
Assim, salvo indicagdo em contrério, J designard os locais para instalagfo de servigos que estdo
a uma distAncia maior ou igual a D de qualquer comunidade.

Para calcular limites superiores para o problema P1', adaptaram-se vdrias heuristicas
existentes para o problema da p-mediana,

Fez-se uma adaptagio da heuristica apresentada em [2] por Cornuejols et al. para o
pfoblcma de localizagdo simples. E uma heuristica "greedy" que consiste em determinar, em
cada iteragfio, qual o servigo que, ao ser instalado, conduz a um maior melhoramento no valor
da fungfo objectivo. Esse servigo € seleccionado para a solugdo heurfstica. O processo termina
quando na solugfo ja existem p elementos.

Utilizaram-se também métodos de melhoramentos por trocas locais. ‘

Um dos métodos € uma adaptagio da heuristica de Teitz & Bart [9] para o problema da
p-mediana. Este método consiste em trocar um elemento que ndo pertence a actual solugdo por
um elemento da solugdo, sempre que de tal troca resulte uma diminuigio do valor da fungdo
objectivo. O algoritmo termina quando j4 néo ¢ possivel melhorar o valor da fungfio objectivo
efectuando este tipo de trocas. O outro método, que designaremos por Pesquisa Local, consiste
em retirar um elemento da solugéo e substituf-lo, de forma admissivel, por um elemento ndo
pertencente a solugdo. Efectua-se a troca que corresponde ao maior melhoramento produzido na
fungdo objectivo e recomega-se o processo com a nova solugio admissivel assim obtida. Se
ndo houver melhoramento repde-se o elemento na solugdo e recomega-se o processo
seleccionando outro elemento da solug@o. Os elementos da solugdo inicial sdo seleccionados
pela mesma ordem pela qual foram inseridos na solugdio quando esta foi construida. Tal advém
do facto de a escolha dos primeiros elementos para constituirem a solugfo ser feita com menos
informago disponivel.

Os passos dos trés métodos anteriores sdo semelhantes aos descritos em [1] para a p-
mediana.

Adaptou-se também para o problema de localizagdo de servigos semiobnéxios uma
heuristica apresentada por Maranzana para o problema da p-mediana [7]. A partir de uma
solugdo inicial admissivel constituida pelos servigos ji, j, ..., jp constréi-se uma partigdo de
cada um dos conjuntos J e I em p subconjuntos que sdo, respectivamente, P-l, . Pjp e le,
i ij. Cada conjunto jS (i=1, 2,..., p) é constituido pelas comunidades ic I afectas ao
servigo jj, isto €, as comunidades que estdo mais préximas de Jji do que de qualquer outro
elemento da solugdo. Cada servigo vai pertencer ao conjunto Pjr (r=1,...,p) paraoqual a
soma das distincias entre esse servico e as comunidades de er (r=1,...,p) € menor.
Determina-se o centro de gravidade de cada conjunto PJ} , isto ¢, o servigo de Pjr que minimiza
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a soma das distincias entre as comunidades de er e um dos elementos de Pjr . Trocam-se os

elementos da solugfo actual pelos centros de gravidade. O processo termina quando todos os
elementos que constituem a solugdo actual coincidem com os centros de gravidade
determinados.

Desenvolveram-se ainda duas heurfsticas que se baseiam no cdlculo de poupangas. Estas
heuristicas sdo uma adaptagdo, para este problema, das duas heurfsticas apresentadas por
Khumawala em [6] para o problema da p-mediana com restri¢do de distincia madxima.

No método designado por Delta calcula-se para cada servigo je J, a poupanga minima, A;
que se obtém quando esse servigo € instalado. Em cada iteragdo impede-se a instalagdo do
servigo com menor poupanga, de entre os servigos ainda livres. O facto de se impedir a
instalagdo de determinado servigo leva a alteragSes das poupangas dos restantes servigos livres,
pelo que estas terdo que ser recalculadas.

No método Omega calcula-se a poupanga total, em relagdo aos servigos jd instalados, que
cada servigo originaria se fosse instalado. Instala-se, em cada iteragdo, o servigo a que
corresponde maior poupanga. Dado que a poupanga total, ;, para cada servigo je J é calculada
relativamente aos servigos jd instalados, € necessdrio escolher qual o servigo que se instala em
primeiro lugar. Selecciona-se para tal o servigo je J a que corresponde maior valor de 4. O
processo termina quando o niimero de servigos instalados é p.

A descrigido pormenorizada das trés dltimas heursticas € apresentada em [3]

Para obter limites inferiores para o valor éptimo do problema P1 utilizou-se um método
heuristico para o dual da relaxagdo linear de P1'. A partir da solugdo obtida para o dual e
utilizando as relagdes de complementaridade é facil construir uma solugfo admissivel para o
problema primal P1'. Obtém-se deste modo um limite superior para o valor 6ptimo de P1. Os
métodos utilizados para obter limites inferiores, através da heuristica dual, e limites superiores
com base na solugdo do dual sdo semelhantes aos descritos em [1].

Determinou-se ainda outro limite inferior com base numa relaxagio Lagrangeana do
problema P1' considerando a relaxagdo das restrigdes de igualdade (2.6) e (2.7). A
optimizagdo do dual Lagrangeano ¢ feita pelo método do subgradiente [4], [5]. Embora do
ponto de vista tedrico a relaxagdo linear do problema P1', P1', e esta relaxagio Lagrangeana
produzam limites inferiores de igual qualidade, dada a grande dimensdo do problema P1' para
resolver em Programagdo Linear, optou-se por obter limites inferiores resolvendo o dual
lagrangeano pelo método do subgradiente.

3. Minimizacdo do Efeito Obnéxio dos Servigos

O problema de localizagfo de servigos semiobnéxios pode também formular-se como um
problema de localizagdo discreta de servigos em que o objectivo é maximizar a soma ponderada
das distdncias entre as comunidades e os servigos considerando restrigées adicionais de
distincia méxima € minima das comunidades ao servigo instalado mais préximo. Pretende-se
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com estas restrigdes garantir que a distincia a que cada comunidade fica do equipamento mais
préximo seja tal que essa comunidade possa efectivamente utilizar os seus servigos sem estar
demasiadamente exposta aos efeitos nocivos do mesmo. Nesta abordagem, o nimero de
servigos a instalar € o estritamente necessdrio para garantir que a solugfio obtida seja
admissivel, visto que a instalagfo de mais servigos para além deste niimero conduz a um menor
valor para a fungéo objectivo.

O problema de localizagfio discreta correspondente a esta abordagem pode formular-se em
Programagio Linear Inteira do seguinte modo:

(P2) max 2 2 Cij Xijj

jel el

sar ), xj =1 el 3.1)
jel
dij Xjj dej iel, jel (3.2)
d;2Dy; iel, jeJ 3.3)
dij (yj - Xij) < dik (l - xik) iel ;j , kel (3.4)

i#zk, dij < dik

Xijp ¥j € (0,1} iel, jel @3.5)

onde a notagio utilizada e a definigdo das varidveis de decisfio é a mesma da secgfio 2. O
pardmetro d designa o valor da distdncia mdxima permitida entre cada comunidade € o servigo
instalado mais préximo.

As restrigdes (3.1), (3.3) e (3.5) tém um significado semelhante, rcspectivamente as
restrigdes (2.1), (2.4) e (2.5). As restri¢es (3.2) garantem que s6 hd afectages para servigos
instalados respeitando a distincia médxima, enquanto as restrigdes (3.4) garantem que a
afectagdo de cada comunidade € feita ao servigo instalado mais préximo. Definindo J' = { jeJ :
dj; 2D, V iel } prova-se que o problema P2 € equivalente ao problema P2', cuja formulagdo
em Programagcio Linear Inteira &

(P2') max 2 Z Cij Xij

jel' el
sar Y, xjj =1 el (3.7)
jel'
dij Xideyj iel, jerJ 3.8)
dij (yj - xij) < dijk (1 - xj) iel;j, ket 3.9
i#zk, dij < djx
Xij»yje (0,1} iel , jeJ' (3.10)

As restrigdes (3.7), (3.8), (3.9) e (3.10) t€m o mesmo significado que as correspondentes
restrigdes (3.1), (3.2), (3.4) e (3.5) do problema P2,

Tal como para o problema P1, apresentado na secgdo anterior, também para P2 se torna
mais facil usar P2' para determinar limites superiores e inferiores para o seu valor éptimo.
Assim, os potenciais locais de instalagdo de servigos sdo apenas os elementos de J'.
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Os limites superiores para o problema P2 foram obtidos utilizando a relaxagfo linear [8].
Apesar de os problemas a resolver serem de grandes dimensées, optou-se por esta técnica uma
vez que a utilizagdo de técnicas de Ralaxagfo Lagrangeana originava problemas tio dificeis de
resolver como o problema original ou conduzia a um elevado nimero de multiplicadores.

Para a determinagfo de limites inferiores para o problema P2' utilizaram-se diversos
métodos heurfsticos.

Para o célculo destes limites considerou-se a matriz de custos constituida pelos elementos
Gjj (iel, jeJ') definidos do seguinte modo:

aj dg j se d; i <d
%ij = { -M  caso contrdrio
onde M € um valor suficientemente grande.,

Nio se permite assim, a afectagiio de uma comunidade a um servigo que fica instalado a
uina distdncia superior a d. '

E necessdrio verificar se toda a comunidade é alcangdvel a partir de pelo menos um servigo,
isto ¢, se existe pelo menos um servi¢o a uma distincia menor ou igual a d dessa comunidade,
Caso ial ndo se Veriﬁquc, ndo € possfvel determinar uma solugéio admissfvel para o problema
para aquele valor do pardmetro d. Sempre que possivel, reduz-se o niimero de potenciais locais
de instalagdo de servigos, eliminando da solugfo os locais inacessiveis a qualquer comunidade,
isto ¢, os locais je J' tais que dj; > d, para todo o i€l e os locais acessfveis a uma tinica
comunidade que pode ser afecta a outros locais originando um maior valor para a fungfo
objectivo. Quando existem comunidades apenas acessfveis a um iinico equipamento reduz-se o
problema determinando o conjunto mfnimo de equipamentos necessdrios para servir essas
comunidades.

Um dos métodos utilizados para a obtengfo de limites inferiores é uma heurfstica do tipo
"greedy". Nesta heurfstica escolhe-se em cada iteragfio para fazer parte da solugo o servigo que
ao ser instalado produz uma menor diminui¢do no valor da funqﬁo objectivo. O processo
termina logo que se obtenha uma solugio admissivel para o problema.

No algoritmo 3.1 apresenta-se uma descrigio dos passos deste método heuristico.

|_Algoritmo 3.1 |

Passo 1. Inicializagio
t=0
S=0
I=(1,..n} comunidades a servir
J=(1,.., m} potenciais locais de instalagio de servigos
F=J\S
uf = +eo iel

Para toda a comunidade i€ I para a qual existe um unico servigo ke J tal
que cjk ¢ finito fazer:
t=t+1
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Passo 2

Passo 3.
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S =S v {k)
e {min{u’}1 » Cik} » se cjy finito
f=
u"il , Caso contrdrio
F=F\{k)
o)=Y, uf
. iel
SeS=@ calcular z= Z Cij VjeF
iel
Escolher z, = max zj
j€)
Fazer S=Su (k]
=t+1
F=F\{k)

Para iel fazer

. { min {u'i!, ci} , e ¢y finito
up =

o)=Y ul

iel

t-1

u , Caso contrdrio

Teste

Se a solugdo obtida € admissivel, isto é, se u} finito Vie I, entdo S é a

aproximagdo heurfstica deste problema com valor o(S). STOP.

Iteragio ¢
Para cada jeF calcular pj (S)= ) uf->  min ¢,
iel iel LeSu (j}
cjp finito
emque min cjp=0 se {cjp: cjy finito para Le SU(j})
LeSuU (j)
¢ finito

Seja py () =min p;(S)
jeF
Fazer  S=SuU{k) F=F\{(k]
Para ie I fazer
el { min {u}, c;x} , se ¢y finito

ul , caso contrério
o) = utl
i€l
t=t+1

Voltar ao Passo 2.

-0

Desenvolveram-se dois métodos heurfsticos de melhoramentos que se baseiam em trocas

admissiveis entre elementos da solugdo corrente e elementos nio pertencentes a solugdo. Para

os aplicar € necessdrio dispdr de uma solugdo admissivel inicial. Tal solugo pode ser obtida

escolhendo arbitrariamente elementos de J que originem uma solugdo admissivel ou & resultado

de aplicar alguma das outras heurdsticas dispon{veis para este problema.
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Num dos métodos troca-se, em cada iteragdo, um elemento que nfo pertence & actual
solugdo por um elemento da solugdo desde que a nova solugdo continue admissivel e de tal
resulte um aumento para o valor da fungio objectivo [3]. No outro método selecciona-se um
elemento da actual solugfo e troca-se por um elemento que nido pertence a solugido sempre que
de 1al resulte uma solugdo admissivel a que corresponde um melhor valor para a fungfo
objectivo. A troca efectua-se com o elemento, nas condigées referidas, que produz o maior
melhoramento na fungdo objectivo. O processo termina assim que todos os elementos da
solugfo inicial tiverem sido pesquisados e analisados quanto 2 possibilidade de produzirem um
melhoramento no valor da fungdo objectivo ao serem trocados por outro elemento que ndo
pertence 2 solugdo. A escolha dos elementos da solugfo € feita pela mesma ordem pela qual
foram inseridos na solug¢do no caso em que a solugdo inicial € obtida a partir da heuristica
"greedy" [3].

Consideraram-se também duas heurfsticas em que o critério para instalar ou nfo servigos
em determinados locais estd de acordo com a diminuigdo ou aumento sofrido pelo valor da
fungéo objectivo em resultado de instalar ou nfo o servigo nesse local.

Seja Aj (je J) o aumento produzido no valor da fungéo objectivo caso ndo se instale um
servigo no local je J. Em cada iteragdo da heurfstica descrita no Algoritmo 3.2 impede-se a
instalagdo do servigo a que corresponde maior valor de A;. Em qualquer iterag#o, se existir uma
comunidade que s6 pode aceder a um unico servigo, esse servigo jeJ tem que ser
obrigatoriamente instalado, caso contrdrio obter-se-ia uma soluf;:‘io ndo admissivel para o
problema.

O processo pdra quando a solugfo corrente ¢ admissivel ou quando a ndo instalagio de
mais um servigo conduziria a uma solugfo ndo admissivel.

Relativamente 2 heurfstica descrita no Algoritmo 3.3, defina-se €; (je J) como sendo a
poupa.n(;a total que cada servigo originaria se fosse instalado, relativamente aos servigos j4
instalados. Como £; (je J) € calculado relativamente aos servigos jd instalados, € necessdrio
dispdr de pelo menos um servigo instalado para iniciar o processo. Assim, calcula-se A (ed)

_ tal como € feito no Algoritmo 3.2. Instalam-se todos os servigos para os quais existe uma
comunidade que s6 tem acesso a esse servigo, se existir algum nestas condigdes. Caso
contrdrio, instala-se em primeiro lugar o servigo a que corresponde menor valor de A;. Em cada
uma das iteragGes seguintes, instala-se o servigo a que corresponde menor valor de Q;

O processo pdra assim que a solugfo obtida f6r admissivel.

Apresenta-se seguidamente uma descrigdo pormenorizada dos algoritmos 3.2 e 3.3,
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L Algoritmo 3.2

]

Passo 1.

Passo 2.

Passo 3.

Inicializagio .
I1={1,..,n}) comunidades a servir
J={1, .., m} potenciais locais de instalagio de servigos
C = { servigos fechados} = @
S = { servigos instalados} = @
F=]
Para ie I fazer:
Vi = -o0
1 : 1 .
i =min ¢;; = Cj; ara ¢;; finito
uj jeF b= Cij , p ij
min c¢;; = ¢;:¢  , se ¢y; finito
, icF ij iji ij
uf=1 il
- e0 , Caso contrdrio
Construir
= (iel:jl=r) reF
J%=[ieI:j%=r) reF
Calcular
A=Y, (u}-uf) jeF
ie J}
Fazer S = (jeF: E!iEJJ1 talqueuiz=-°°]
F=F\S§
jelg ¢ij » se ¢jj finito
Vi = ie 1
-0 , Caso contréirio
Teste

Se a solugdo S obtida € admissivel, isto &, se v; € finito para todo o ie ],
entdo S € a aproximagio heurfstica deste problema com valor o(S) =

> vi . STOP.
iel
Seja k tal que Ay = max 4
: jeF
Fazer C=Cu (k)
F=F\ (k)
Para ic )} fazer
wi=up dl=i
jenl%iSS Cij = Cjji » se cjj finito
uj = j;ej}

-o0 , caso contrdrio
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Para ieJﬁ fazer
. 2 ..
min_ ¢y = €;;7 , se ¢y; finito
) jeFUS v ut y
uf =y il
-oa , caso contrario
Actualizar Jf. eJ% para cada reF
Calcular  Aj= D, (u}-u})  jeF
ieJ}
Se para algum je F existe ieJJ1 tal que ui2= -o0
entiio S=8S v (j}
F=F\{(j)
min ¢;; , se ¢;; finito
jes Y H
vy = ie I

-0 , €aso contrdrio
Voltar ao Passo 2 .
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[_Algoritmo 3.3 |

Passo 1. Imicializacdo
, « N} comunidades a servir

I
J
S=0
F=]
t=1

Aj= 21( cij% - Cij;) jel

iel;

U_ .
onde J; = (iel: ¢ = lrclg} Cik)
¢k finito
1_ . .
com  Cy; =321}]% Cjj para ¢ finito
rjlojsi% Cij » S€ Cjj fiinito
ciji = il
-M , Caso contrdrio
Fazer S={(jeJ:3 ieJ} talquecij%=-M }
F=J\S
SeS=0 seja A= min A;
jeF
Fazer S = (k)
F =F\ {k}

min c;; se ¢;; finito
jeS v y

Fazer uf = ie I

+ o0 , Caso contrdrio

{1
{1, .., m) potenciais locais de instalagio de servigos
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Passo 2. Teste
Se a solugfio S obtida ¢ admfssivel, isto &, se u} é finito para todo o i€,

entdo S € a aproximagfo heurfstica deste problema com valor o(S) =
3 ul. STOP.
iel

Passo 3. Iteragdo ¢

Para cada je F calcular £ = Z u}Z min  ¢cjy
iel iel LeSuU (j}

cj¢ finito
emque min Cju=0 se {c;p:c;y finito para Le SU(j}}=0
LeS U )
cjp finito
Seja Ly =min €,
jeF
Fazer S=8S u (k}
' F=F\ (k)
min{u}, ¢} , se ¢ finito
UPEI = ie I
u} , caso contrédrio
t=t+1

Voltar ao Passo 2.

4. Abordagens com dois Objectivos
A localizagdio de servigos semiobnéxios pode ser encarada como um problema de
localizagdo com duas fungdes objectivo. Pretende-se maximizar a acessibilidade das
comunidades aos servigos e, simultaneamente, minimizar o efeito obnéxio exercido pelos
servigos. Assim, a forma como tratamos cada um dos objectivos conduz a modos diferentes de
encarar o problema.
Uma das formas serd considerar os dois objectivos como:
(i)  minimizar a soma ponderada das distincias entre as comunidades e os servigos;
(ii) maximizar a distincia minima entre as camunidades e o servigo mais préximo.
Pretende-se, deste modo, assegurar que em média as comunidades ficam préximas do
servigo a que estdo afectas, garantindo que a comunidade mais préxima de um servigo instalado
fica 4 maior distancia possivel desse servigo.
No outro modo de encarar o problema, as duas fung&es objectivo sdo:
(iii) maximizar a soma ponderada das distincias entre as comunidades e os servigos;
(iv) minimizar a distincia mdxima entre as comunidades e o servico mais proximo ao
qual estdo afectas. '
Aqui garante-se que em média os sevigos ficam o mais longe possivel das comunidades
que servem, mas suficientemente perto para que seja vidvel utiliz4-los em tempo til,
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Designando por P3 o problema a que correspondem as fungdes objectivo (i) e (ii) e por
P4 o problema com as fungdes objectivo (iii) e (iv), a formulagfio destes problemas
utilizando a notagdo apresentada na secgdo 2 € a seguinte:
(P3) min 2 Z Cij xij
jel iel
max min d;; y;
scl e BYi
jes
s.a: 2 xjj=1 iel “4.1)
jel
2 yisp , “2)
jed
Xij Syj iel, jel 4.3)
xij, ij [0,1} iel ,jEJ (4.4)
onde S designa qualquer subconjunto de J constituido pelos locais escolhidos para instalar
0s servigos. As restrigGes deste problema sdo as caracteristicas de um problema de localizagao

de p servigos.

(P4) max z 2 Cij Xijj

jel el
min  max dj; xj;
scl el Y
jes
sar ), xj= 1 iel @.1)
jel
IDITES: @.5)
jeJ
Xjj £ Y;j iel,jel 4.3)
dij (yj - %) < dik (1 - xi) iel; j, kel (4.6)
i#zk, dij < dix
xij» yj€ {01} iel, jeJ 4.4)

Para a resolugdo dos problemas P3 e P4 podemos considerar dois métodos.

Um dos métodos consiste em considerar como fungdo objectivo"‘do problema a combinagio
convexa das duas fungdes objectivo. Determinam-se os pesos abe 1 -, com0<a <1, a
atribuir a cada uma das fungdes e, para cada valor de o, obtém-se a solugéo correspondente.
Este método nfo foi estudado no presente trabalho sendo, no entanto, um dos objectivos de
trabalhos futuros.

O outro método de resolugdo consiste em incorporar uma das fungdes objectivo como
restrigdo do problema, ficando apenas a outra como fungo objectivo. Assim, a resolugio de
um problema com dois objectivos vai resultar na resolugdo de uma sequéncia de problemas
com uma s6 fungio objectivo.

Se no problema P3 incorporarmos a fungfo (ii) como restrigdo e considerarmos como
fungao objectivo a fungfo (i) resulta o problema P5(D) cuja formulégﬁo é:
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®5@) mn Y T o x;

jel iel

sar Y, xj= 1 el @.1)
jeJ
Z Yi=p 4.2)
jel
Xij S Y i€l, je) “4.3)
min dij yj2D N | 4.7)
iel
jeSs
X yj€ {0,1) iel, jeJ (4.4)

O problema P5(D) coincide com o problema P1 para o qual j4 se apresentaram métodos
para determinar limites superiores ¢ inferiores [3]. O problema P5(D) deve ser resolvido para
diferentes valores do pardmetro D com vista a ter uma ideia do que seria resolver P3,

Se no problema P3 considerarmos a fungdo (i) como restrigio e a fungdo (ii) como

fungdo objectivo tem-se o problema que designaremos por P6(R) e cuja formulagio é:
(P7(R)) max min dj ¥j '

SCl el
j€S

s.a Z xjj= 1 iel 4.1)

jeJ

2y <p 4.2)
jel
TR iel, jelJ 4.3)
2, 2 cj xj<R (4.8)
jel el
Xij» ¥j€ {0,1) iel, jel “4.4)

A restrigdo (4.8) garante que em média toda a comunidade est4 a uma distincia menor ou
igualaR/ z a; do servigo mais préximo a que fica afecta, sendo R um parimetro dado. Este
iel
problema deve ser resolvido para diferentes valores do pardmetro R.

Determinam-se limites inferiores para este problema, obtendo solugbes admissiveis para
ele e calculando o correspondente valor da fungio objectivo. Os métodos utilizados para
obter solugdes admissiveis para P6(R) sdo do tipo "greedy" [3].

O problema P4 d4 origem, tal como o problema P3, a dois problemas distintos, consoante
a fungdo objectivo que se incorpora como restrigio. Assim, se a fungfo objectivo (iv) passar a
ser uma restri¢do do problema e (iii) continuar como fungdo objectivo, tem-se o problema
P7(d), cuja formulagdo € a seguinte:

(P7(d)) max 2 2 Cij Xij

jel el
sai 2, xj= 1 ' el @.1)
jel : ‘
Y yisp 4.5)

jel
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Xij < Yj iel, jeJ (4.3)
dij (yj - xjp) <djg (1 - xy) el j, kel (4.6)
jzk, d|_| < dik
ax djj xS d scl (4.9)
iel
jeS ’
xij» yj€ (0,1} iel, jeJ (4.4)

As restrigSes (4.9) garantem que toda a comunidade estd a uma distincia méxima do
servico a que fica afecta, que ndo excede o valor do parimetro d. As restrigdes (4.3)
conjuntamente com as restri¢des (4.9) sdo equivalentes as restrigSes

dijxj; sdy; iel, jel (4.10)

Se em P7(d) substituirmos (4.3) e (4.9) por (4.10) obtém-se o problema P2 apresentado
na secgio 3.

Se, no problema P4, consideramos (iv) como fungio objectivo e (iii) como restrigao,

resulta o problema P8(T) cuja formulag@o é:
(P8(T)) min max dij xij
scJ el

jeS

sa: Q, xjj= 1 el @.1)
jel '
z YjS P 4.5)
jel
Xij < Yi iel, jel “.3)
dij (yj - xjp) Sdig (1 - xi) i€l j, ke (4.6)

jizk, dij < dik

2 X ¢ % 2T @.11)
jel el
Xij» Yj € {0,1} iel, jel 4.4)

A restri¢do (4.11) garante que em média, toda a comunidade estd a uma distincia maior ou

iguala T/ z a; do servigo mais préximo a que fica afecto, onde T € um pardmetro dado. Tal
iel

como no caso anterior devem experimentar-se diferentes valores para o parimetro T. Dado que
o objectivo é minimizar a maior distincia entre cada comunidade e o equipamento que a serve, a
afectagfio de cada comunidade € feita ao equipamento instalado mais préximo, pelo que as
restri¢ges (4.6) sdo redundantes.

Os métodos utilizados para obter solu¢Ges admissiveis para P8(R) sdo do tipo "greedy"

[3].

5. Resultados computacionais

Foram feitos vdrios testes computacionais com problemas gerados aleatoriamente.
Geraram-se no plano os pontos relativos as comunidades e aos potenciais locais de instalagdo
de servigos, ficando estes numa 4rea exterior a delimitada pelo conjunto de comunidades, uma
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vez que se admitiu que, nos casos reais, nfio faz sentido localizar este tipo de servigos no meio
das comunidades. Constr6i-se seguidamente com base nestas comunidades e potenciais locais
de instalagdo de servigos uma rede com uma densidade pretendida.

A descrigéio da gerak;ﬁo dos problemas é feita detalhadamente em [3]. Geraram-se 43 tipos
de exemplos que diferem no valor dos parimetros m (niimero de potenciais locais de instalagio
de instalagdo de servigos) ¢ n (nimero de comunidades). Para cada um destes tipos geraram-se
cinco exemplos. Consideraram-se sempre redes de densidade 0.6. Para uma maior facilidade
de leitura dos resultados computacionais obtidos agruparam-se os problemas em nove grupos
de acordo com a seguinte tabela:

Grupo I m=3,4,5 n= 10, 20
Grupo II m=6,7,8 n = 10, 20
Grupo III m=9, 10 n =10, 20
Grupo IV m=3,4,5 n = 30, 50
Grupo V m=6,78 n = 30, 50
Grupo VI m=9, 10 n = 30, 50
Grupo VII m=3,4,5 n =75, 100
Grupo VIII m=6,7,8 n =75, 100
Grupo IX m=9, 10 n =175, 100

Todos os resultados computacionais relativos as quatro abordagens propostas para o
problema de localizagdo de servigos semiobnéxios foram obtidos com estes exemplos num
microcomputador Data General com processador 286, 12 Mhz. Todos os métodos
apresentados para a resolugdo deste problema foram implementados em linguagem Fortran. Os
tempos de cpu sdo em segundos e nio incluem o tempo de leitura dos dados e escrita de
resultados.

Para a abordagem ao problema de localizagdo de servigos semiobnéxios descrita na secglo
2, apresentam-se nas tabelas 5.1 e 5.2 os valores minimos, médios e mdximos dos desvios
obtidos com cada uma das heuristicas primais ou duais quando se consideram,
respectivamente, os valores de p =2 e p = 3. Na 12 coluna destas tabelas encontra-se o nimero
do grupo € na 3%, 4% 5% 6% 7% ¢ 8% coluna estdo os desvios percentuais respeitantes,
respectivamente, 2 heuristica "greedy", A heurfstica de Maranzana, & heuristica Omega, 2
heuristica Delta, & heurfstica Primal Dual e 4 heurfstica Dual. O desvio percentual em relagdo ao
valor 6ptimo € calculado, para cada exemplo, no caso dos limites superiores pela férmula
%%E—) x100 onde LS representa o limite superior e v(P) o valor éptimo do problema P,
No caso dos limites inferiores o desvio percentual ¢ dado por Lv((PT,)—)—Ll x 100 onde LI
representa o limite inferior. .

A relaxagfio lagrangeana forneceu em todos os casos a solugdo 6ptima. Os resultados
computacionais para as heuristicas de melhoramentos locais foram obtidos a partir de uma
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solugo inicial construfda pela heuristica "greedy". Na heurfstica de Maranzana a solugo inicial
¢ constituida pelos p primeiros potenciais locais de instalago de servigos.

Grupo Greedy Maranz. Omega Delta P.Dual Dual
Min 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

1 Med 0.08 17.23 0.10 0.00 0.08 0.03
Max 1.70 72.80 2.20 0.00 1.70 0.50

Min 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

II Med 0.17 20.23 0.47 0.10 0.10 0.33
Max 1.70 75.00 6.90 0.90 0.90 2.60

Min 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

il Med 1.05 17.35 0.55 0.15 0.05 0.10
Max 7.20 62.00 5.30 1.90 0.90 0.70

Min 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

v Med 0.43 2,75 0.25 0.00 0.20 0.20
Max 8.80 38.70 6.00 0.00 4.00 3.00

Min 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

v Med (.13 13.17 1.63 0.08 0.12 0.20
Max 2.60 78.80 20.80 1.60 1.80 3.40

Min 0.00 0.00 0.00 0.00 0.060 0.00

VI Med 0.54 24.38 1.42 0.24 0.24 0.53
Max 8.30 112.00 15.90 3.90 3.90 3.90

Min 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

viI Med 0.02 2.23 0.02 0.05 0.05 0.13
Max 0.40 18.30 0.40 1.00 1.00 3.00

Min 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

VI Med 0.12 8.85 1.82 0.46 0.60 0.53
- Max - 4.70 51.00 16.90 6.00 6.00 7.20
Min 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

IX Med 0.00 13.33 1.65 0.34 0.34 0.20
Max 0.00 67.00 20.00 7.70 7.70 1.50

Tabela 5.1 - Desvios correspondentes aos problemas testados para p =2

Quanto 3 qualidade dos limites superiores verifica-se que com as heurfsticas de
melhoramentos locais em quase todos os casos se obteve a solugio dptima. Existiram apenas
quatro excepgdes para as quais o maior desvio médio foi de 0.3%. Em segundo lugar aparece a
heuristica Delta e depois a heuristica Primal Dual. Um pouco mais abaixo temos as heurfsticas
Omega e "greedy" originando desvios médios bastante semelhantes, embora em média a
"greedy"” seja ligeiramente melhor. Finalmente, o método que d4 piores limites superiores € a
heuristica de Maranzana com desvios médios entre 2.23% e 35.48% e com desvios madximos
que em alguns casos sdo de 108% e 112%. No que diz respeito aos tempos de execugdo
verifica-se que todas as heuristicas para determinar limites superiores sdo muito rdpidas. O
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maior tempo médio de execugdo foi de 0,39 segundos.A heurfstica Dual & mais rdpida que a
relaxagdo lagrangeana desde que o nimero médio de iteragdes desta seja superior a 4,

Grupo Greedy  Maranz, Omega Delta P.Dual Dual
Min  0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

1} Med 0.30 26.70 0.30 0.00 0.00 0.01
Max  2.40 76.00 2.40 0.00 0.05 0.50

Min  0.00 0.30 0.00 0.00 0.00 0.00

Iz Med 0.45 30.00 0.10 0.00 0.10 0.04
Max  4.00 89.00 1.20 0.00 1.00 0.50

Min  0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

v Med 0.17 25.48 0.27 0.05 0.05 0.04
Max  3.90 66.00 6.00 1.60 1.60 1.00

Min  0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

\Y | Med 0.30 35.48 0.70 0.00 0.00 0.04
Max 4.00 108.00 7.40 0.60 0.40 0.50

Min  0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

VI Med 0.24 15.55 0.58 0.25 0.10 0.09
Max  3.00 57.80 7.80 2.50 2.50 2.00

: Min  0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
IX Med  0.08 29.13 0.68 0.00 0.00 0.05
Max  1.10 71.00 10,00 0.00 0.00 0.80

Tabela 5.2 - Desvios correspondentes aos problemas testados parap=73

Para a abordagem que corresponde a minimizar o efeito obnéxio dos servigos sobre as
comunidades, que € descrita na secgiio 3, calcularam-se limites inferiores para todos os
exemplos gerados, utilizando as vérias heurfsticas descritas. A determinagfio de limites
superiores recorrendo 2 relaxagio linear s6 foi possivel para os exemplos de menores
dimensdes ( Grupo I ¢ IV ¢ exemplos dos grupos Il e V com m = 6 ), sendo impraticdvel para
0s restantes em termos de tempo de cpu ( mais que 5h ). Os limites superiores assim obtidos
sdo de m4 qualidade variando o desvio médio entre 7% e 39.6%. Para os exemplos de maiores
dimensdes, fez-se um estudo comparativo das vérias heurfsticas com base nos desvios
relativamente a0 melhor limite inferior disponivel. O c4lculo deste desvio € feito pela férmula
v(P).v(P)

+ x 100 ondeY(P) representa o limite inferior obtido pela heurfstica em an4lise
v(P)

e w* o melhor limite inferior. Na tabela 5.3 apresentam-se os resultados assim obtidos. Na
1*# coluna desta tabela encontra-se o nimero do grupo e na 3%, 4%, 5% 6% €72 coluna estdo os
desvios relativos aos limites inferiores obtidos, respectivamente, pela heurfstica "greedy",
heurfsticas de melhoramentos locais, algoritmo 3.2 ¢ algoritmo 3.3,
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Grupo Greedy ML1 ML2 Alg. 3.2 Alg. 33

Min 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

I Med 4.05 1.75 1.75 0.95 5.40
Max  13.70 13.60 13.60 10.90 17.40

Min 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

I Med 7.95 2.80 2.95 1.30 4.95
Max  23.60 12.80 - 12.80 7.40 23.40

Min 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

v Med 5.65 2.18 2.25 0.45 3.48
Max  30.80 10.40 13.10 5.60 15.40

Min 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

VI  Med 5.73 3.30 3.30 1.07 3.88
Max  25.60 20.10 20.10 12.80 22.40

Min 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

VII  Med 2.40 0.91 0.91 0.40 0.61
Max  12.80 8.60 8.60 5.00 8.60

Min 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

VII  Med 5.67 3.37 3.48 0.55 4,03
Max  25.30 17.80 17.80 7.10 25.60

Min 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

IX Med 1195 5.73 5.80 0.58 9.95

Max  40.80 29.70 29.70 5.20 30.60

Tabela 5.3 - Desvios correspondentes aos problemas testados

Quanto & qualidade dos limites inferiores fornecidos, verifica-se que a heuristica que
produz melhores limites é a descrita no algoritmo 3.2. Seguidamente estdo as heuristicas de
melhoramentos locais. A heurfstica "greedy" é a que origina maiores desvios médios na maioria
dos casos sendo o maior desvio médio para esta heuristica de 11.95%. Todas heuristicas sdo
bastante rdpidas. O maior tempo médio de execugdo corresponde & heurfstica descrita no
algoritmo 3.3 e é de 1.45 segundos.i

Relativamente as abordagens com dois objectivos determinaram-se limites inferiores para o
problema P6(R) e limites superiores para o problema P8(T), Em termos de tempo de cpu, os
métodos utilizados para a obtengfo destes limites sdo bastante rdpidos.

" Nio foi possivel determinar limites superiorcs para o problema P6(R), pelo que, ndo se
pode inferir nada sobre a qualidade dos limites obtidos no que diz respeito ao desvio
relativamente ao valor ptimo. Pode, no entanto, ter interesse calcular estes limites, uma vez
que, é possivel compard-los com o valor da menor das distincias entre uma comunidade € o
servigo instalado mais préximo, respeitantes a uma solugdo do problema de localizagdo de
servigos semiobnéxios obtida por um dos processos descritos na secgdo 2. Assim, para
determinados valores de p e de R correspondentes a uma solugdo calculada por algum dos
métodos da secgdo 2, podem comparar-se as soluges obtidas pelos dois processos e escolher
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aquela em que a menor das distAncias entre as comunidades e o servigo instalado mais préximo
¢ maior. Verificou-se para os exemplos testados que, relativamente a este critério, a solugio
obtida para P6(R) &, em 22% dos casos, melhor que a correspondente solugio determinada
por algum dos métodos descritos na secgio 2.

Também para o problema P8(T) ndo foi possivel obter limites inferiores, pelo que, ndo se
podem tirar conclusdes quanto A qualidade dos limites obtidos no que diz respeito ao desvio em
relagdo ao valor éptimo. Tal como j4 foi referido, no caso do problema P6(R), tem interesse
calcular limites superiores para o problema P8(T), uma vez que se podem comparar as
solugBes obtidas por este processo, para determinados valores de peT, com as solugdes a que
correspondem os valores de p e T utilizados e que sio fornecidos por algum dos métodos
descritos na secgfio 3. Escolhe-se a solugiio para a qual a maior distdncia entre uma comunidade
€ 0 equipamento que a serve é a menor possivel. Relativamente a este critério, verificou-se que
com os exemplos testados, em 19% dos casos, a solugiio obtida para P§(T) é melhor que a
correspondente solugfo determinada por algum dos méiodos descritos na secgdo 3.

Todos os resultados computacionais relativos s vérias abordagens ao problema de
localizagdo de servigos semiobn6xios sio apresentados detalhadamenie em [3].

6. Conclusées

O problema de localizagio de servigos semiobnéxios &€ um problema de localizagdo discreta
em que, dado as caracterfsticas especfficas dos servigos, se pretende atingir dois objectivos
contraditdrios.

Das diferentes perspectivas de encarar estes objectivos resultaram quatro problemas
distintos de localizagio para os quais se apresentaram formulagdes e se propuseram métodos de
resolugdo. Em cada uma das quatro abordagens efectuaram-se testes computacionais com
exemplos gerados aleatoriamente, simulando dentro do possivel a realidade.

Os métodos de obtengdo de limites para o problema de localizago apresentado na secgio 2
revelaram-se muito rdpidos. A delermiriagﬁo de limites inferiores para a abordagem ao
problema de localizagio de servigos semiobnéxios descrita na secgdo 3 tal como o cdlculo dos
limites respectivos para os problemas referidos na secgdio 4 sdo bastante rdpidos. Assim,
perante um problema de localizagdo de servigos semiobnéxios devem considerar-se as vérias
abordagens. Isto permite-nos comparar os resultados obtidos para os diferentes modos de
encarar o problema e, a0 mesmo tempo, utilizar os limites determinados para uma das
abordagens como pardmetros de outra abordagem, Esta interacgfio conduz 3 obtengdo de
melhores resultados no que diz respeito a atingir os objectivos que caracterizam este problema.
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