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Resumo

No presente trabalho descreve-se um sistema computacional para apoio 4 decisio na
distribui¢io de adubos de unidades fabris para entrepostos e armazéns da Quimigal. O
transporte dos adubos efectua-se por ferrovia através de um ndmero limitado de vagdes de
carga que podem ser agrupados de diversas formas estando associados a cada uma delas custos
de transporte diferentes, Assim, estabelecendo os niveis de procura nos entrepostos e
armazéns, para um determinado horizonte temporal, pretende-se determinar a rotagéio dos
vagdes que minimiza os custos varidveis de fransporte. Desenvolveu-se um sistema de apoio
a decisdo contendo um modelo matematico de fluxo de custo minimo numa rede com
restrigSes adicionais. Aplica-se a técnica da relaxagdo lagrangeana para obter um limite
inferior do valor 6ptimo e durante a resolugfo do dual lagrangeano ¢ utilizado um método
heuristico, baseado em técnicas de optimizagio do subgradiente, para encontrar solu¢Ges
admissiveis, Apresentam-se alguns resultados computacionais relativos a problemas reais.

Keywords: sistema de apoio 2 decis#o, fluxos em redes, relaxagfio lagrangeana, heuristica
lagrangeana, subgradiente,

Abstract

In this paper we present a decision support system for the distribution of fertilizers
from factories to warehouses belonging to the portuguese firm Quimigal, The fertilizers are
transported in a limited number of waggons that, on their side, can be grouped into three
different ways each one of these having different travel coss. Hence, once fixed the demand
for each warehouse over a certain period of time, one aims o route the waggons in order to
minimize the variable transportation costs. For helping the planners at Quimigal, we
developed a decision support system incorporating a minimal cost network flow model with
side constraints, A lagrangian relaxation is applied in order to obtain lower bounds on the
optimum and while solving the dual lagrangian problem, a heuristic method based on
subgradient optimization techniques is applied to find feasible solutions. Some
computational results from real-life problems are presented.

Keywords: decision support system, network flows, lagrangian relaxation, lagrangian
heuristic, subgradient.
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1. Introducio

A Quimigal, Quimica de Portugal EP, dispde de um certo nimero de
vagdes de carga (Hikks) para efectuar o transporte de adubos desde as suas
unidades fabris até aos seus entrepostos e armazéns. Definindo os niveis de
procura nos entrepostos € armazéns, para um determinado horizonte
temporal, que ndo pode exceder 4 semanas, o modelo encontra a forma mais
econdémica de satisfazer a procura,' minimizando os custos varidveis de
transporte.

O transporte das mercadorias € da responsabilidade da CP, Caminhos de
Ferro Portugueses EP, que aplica a cada tonelada de adubo uma taxa
dependente da distincia kilométrica percorrida e do tipo de transporte
utilizado. Existem trés modalidades diferentes de transporte : vagio isolado,
grupo vagoes e comboio bloco, sendo a primeira a mais dispendiosa e a
ultima de menor custo. ‘

2. Especificacio do problema

Para definir o movimento éptimo dos vagdes de carga e a planificagio das
safdas didrias de cada unidade fabril, é necessdrio ter em conta as seguintes
restrigoes :

Relativamente a cada unidade fabril exige-se que :

(R1) nfo se exceda o ndmero miximo de dias possiveis para
realizar a expedigdo dos adubos;

(R2) ndo seexceda asua capacidade de expedicio total didria;

(R3) nido se exceda a sua capacidade de expedicdo didria referente
a cada tipo de adubo;

(R4)  ap6s o carregamento de um vagio permitir que este possa ser
expedido no préprio dia ou no préximo dia em que a unidade
fabril esteja em actividade;

(R5) para os centros fabris geograficamente muito préximos uns
dos outros, garantir que as suas safdas didrias coincidam para

todas as encomendas que possuam o mesmo destino.

Relativamente a cada armazém e entreposto existe igualmente um certo
conjunto de limitagdes que ndo podem ser ultrapassadas. Sabendo que um
entreposto pode receber diariamente até 400 toneladas de adubo e um
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armazém apenas admite no mesmo perfodo quantidades ndo superiores a 300

toneladas, impde-se que :

(R6)

(R7)
(R8)
(R9)

se respeite o niimero maximo de dias possiveis para efectuar a
recepgdo dos adubos;

se satisfaca a procura de cada tipo de adubo;

ndo se exceda a sua capacidade de recepgio didria;

ndo se viole a afectagdo existente entre tipo de adubo e
unidade fabril.

Cada armazém e entreposto encontra-se afecto a uma unidade -
fabril relativamente a cada variedade de adubo, sendo a matriz

.de afectagBes (entreposto/armazém - tipo de adubo - unidade

fabril) estabelecida pela Quimigal.

No que se refere ao transporte dos vagdes exige-se que :

(R10)

(R11)

(R12)

(R13)

ndo se exceda a capacidade de carga de um vagdo que é de
16,8 toneladas;

se respeitem as tonelagens associadas a cada tipo de
transporte;

Tipo 1 - vagdo isolado: de 0 a 100 toneladas (exclusive)

Tipo 2 - grupo vagdes: de 100 a 400 toneladas (exclusive)
Tipo 3 - comboio bloco: a partir de 400 toneladas (inclusive)
apenas se possam transportar vagdes das unidades fabris para
0s entrepostos € armazéns no seu limite méximo de carga;

Nas ligagbes centros fabris — entrepostos/armazéns ndo é
permitido utilizar um vagdo contendo menos de 16,8
toneladas de adubo. Assim, se o nivel de procura no armazém
A consistir em 100 toneladas de adubo do tipo B, serdo
necessdrios 6 vagdes para satisfazer o pedido, o que
corresponde a 100,8 toneladas. O armazém receberd mais 800
kg relativamente ao que necessita para que se aprovéite,
totalmente, a capacidade de cada vagio.

um vagdo sé transporte um tipo de adubo;

E necessério garantir que nfdo se misturem, num mesmo
vagdo, diversas variedades de adubo. No entanto, qualquer
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(R14)

- (R15)

(R16)

conjunto de vagdes pode transportar diferentes tipos de adubo
desde que estes sigam em vagdes separados.

cada vagdo tenha um tnico destino;

Um vagio ndo pode abastecer na mesma viagem vdrios
entrepostos e/ou armazéns.

néo se efectue circulagio de vagdes, carregados, durante o
fim-de-semana;

Por imposi¢do da CP, ndo € possivel transportar vagdes
carregados de adubo ao sdbado e a0 domingo. Contudo, um
vagdo vazio pode circular ao fim-de-semana vindo de
qualquer entreposto ou armazém e dirigindo-se para qualquer
centro fabril. '

se respeitem os tempos de deslocagdo entre as unidades fabris
€ oS entrepostos/ armazéns;

O percurso realizado por cada vago (ou conjunto de vagdes)
desde uma unidade fabril (UF) até um entreposto ou armazém
(E), € contabilizado em termos de dias e resulta do somatério
do tempo necessdrio para efectuar o carregamento do vagio
(tc(UF)), do tempo de viagem entre a. origem e o destino
(d(UF,E)), do tempo de descarga (td(E)) e ainda de um
pardmetro €. A duragfo da viagem € definida pela CP. Quanto
aos tempos de carga e de descarga, estes sdo da
responsabilidade da Quimigal, fixando-se normalmente 1 dia
para cada um deles. Relativamente a €, trata-se de uma
quantidade valendo 2 ou 0 consoante seja ou nfo necessdrio
interromper a viagem devido A restrigio (lilS). Assim, um
vagdo que no dia D sai de uma unidade fabril (UF) com
destino a um entreposto (E), s6 pode 14 chegar no dia D +
(tc(UF) + d(UF,E) + td(E) + ¢). Se, por exemplo, D
corresponder a uma 2* feira, tc(UF) = 1, d(UF,E) = 2 e td(E)
=1, a chegada ocorrer4 na 62 feira. Mas se D coincidir com 32
feira, o vagdo chegar4 apenas na 2° feira da semana seguinte.
No 1%caso, ¢ =0eno2? ¢ =2.
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(R17) se respeitem os tempos de deslocagio entre os
entrepostos/armazéns e as unidades fabris;
O percurso desde um entreposto, ou armazém, até um centro
fabril permite que os vagdes possam ser recarregados. A sua
duragdo exprime-se em dias e € definida pela CP, ndo sendo

necessdrio incluir tempos de carga e de descarga pois os

vagdes circulam vazios. Supondo que no dia D inicia-se a
viagem de um vagéo de um entreposto (E) para uma unidade
fabril (UF), que ndo tem de ser necessariamente a de origem,

entdo este vagdo s6 poderd chegar no dia D + d(E,UF). Caso
nesse dia a unidade fabril esteja fechada, deve-se dar a
possibilidade de utilizar o vagdo no préximo dia de actividade

da fébrica. Por exemplo, se D = 62 feira e d(E,UF) =1, o dia
de chegada coincidird com sdbado. No caso da unidade fabril
ndo funcionar durante o fim-de-semana, considera-se que o
vagdo estard disponivel a partir da 22 feira da semana
seguinte.

(R18) ndo se exceda diariamente o nimero médximo de vagdes que a
Quimigal dispde para efectuar o transporte dos adubos.

3. Modelo Matemdtico

O modelo desenvolvido para o planeamento da movimentagdo de vagdes
de carga da Quimigal baseia-se na técnica matemdtica de fluxos em redes,
qual se aplica uma relaxagdo. lagrangeana. Descreve-se, em seguida, a
estrutura da rede que acompanha de perto o modelo.

3.1 Constru¢ao de uma rede para o modelo

O processo de geragdo da rede subjacente ao modelo realiza-se por etapas
num total de doze, considerando-se como unidade de fluxo, um vagdo de
carga.

Na primeira etapa representa-se a disponibilidade total de vagdes (restri¢do
(R18)) da seguinte forma :
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O (ONV,0) .O

l ]
Etapa 1

Figura 3.1.1
O fluxo minimo que atravessa o arco € nulo, o fluxo méximo corresponde
ao nimero de vagdes que ¢ possivel utilizar (NV) e o custo por unidade de
fluxo € zero.
Na segunda etapa, cada unidade fabril activa, UFy, UFy,..., UFj, é
representada por um nodo, obtendo-se o seguinte diagrama :

Etapa 1 Etapa 2
Figura 3.1.2
Para cada arco construido nesta etapa, fixam-se o fluxo minimo e o custo

por unidade de fluxo a zero e toma-se como fluxo mdximo um valor M
suficientemente grande.

Na terceira etapa gera-se em cada nodo relativo a um centro fabril, uma
sequéncia de arcos para um conjunto de nodos representando os respectivos
dias de actividade tal como mostra a figura 3.1.3.
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Tem-se, em cada arco, de ambas as etapas, (0,M,0).
Figura 3.1.3

A cada arco desta etapa associam-se um fluxo mfnimo nulo, um fluxo
mdximo de M vagdes (sendo M um valor suficientemente grande) e um custo
igualmente nulo por unidade de fluxo.

Em seguida repetem-se os dias possiveis para expedi¢io de adubo em
cada centro fabril activo, criando-se tantos arcos e nodos quanto o niimero de
dias. Define-se o fluxo mdximo de cada arco como sendo a capacidade de
expedigdo total do dia e da unidade fabril a que corresponde o arco, de modo
a ndo violar a restri¢do (R2). O fluxo mfnimo serd naturalmente nulo a menos
que se queira impor um nfvel minimo de expedigo. Em relagdo ao custo por
unidade de fluxo, toma-se o nimero do dia que se estd a analisar. A figura
3.1.4 mostra a estrutura da rede apés esta etapa.
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Cmy 1 .CM {,1)

dial (le 2,CM 2,2) dial

O

Cmy 5.CM, ,,2) 42l

O

dlaz(kad M, 4 d) dia2
k ,q( k .O

dmdk diad

k

" Etapa3 Etapa 4

Cmy d : capacidade minima de expedigdo da unidade fabril k, no dia dy.
CM dk : capacidade méxima de expedi¢do da unidade fabril k, no dia dy.

Figura 3.1.4

Dado que o custo de transporte de uma tonelada de adubo, de uma origem
para um destino, ndo depende do dia em que a expedigio ocorre, fixar um
custo por cada dia de actividade tem como objectivo penalizar a safda dos
adubos, de modo a que esta se realize o mais cedo possivel.

Na quinta etapa representam-se os diferentes. tipos de adubo que sio
expedidos diariamente em cada unidade fabril activa tal como se pode ver na
figura 3.1.5. Para cada arco desta etapa toma-se como fluxo mdximo a
capacidade de expedigdo da fdbrica relativamente ao tipo de adubo a que se
refere esse mesmo arco, garantindo-se assim o respeito pela restri¢do (R3).
Tal como na etapa anterior, também aqui € possivel forgar um nivel minimo
de expedigdo para um, ou mais, tipos de adubo de modo que o fluxo minimo
ndo tem de ser obrigatoriamente nulo. O custo por unidade de fluxo é fixo a
ZETO.
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Cmy 1 .CM, D) Adubo 1

E
3

Adubom )

(le’dl CM 14 A)

@

1

(Cmy 1,.CMy 1.1) Adubo 1
dial dia 1
' Adubom
. (Cmyy CM g d)
O k Ak Adabo 1
diad K diad .
Adubo mk
L 1 ]
Etapa 4 Etapa 5
Figura 3.1.5

Em cada arco da 5 etapa tem-se (ka,dk,m,CMk,dk,m,O), sendo
ka,dk,m e CMk,dk,m respectivamente, as capacidades minima e médxima de

expedicdo na unidade fabril k, no dia dk, para o adubo do tipo m.

A sexta etapa ocupa-se da representacio dos possiveis dias de chegada das
diversas encomendas de adubo, a cada entreposto e armazém. Os dias de
chegada, identificados por nodos, sdo agrupados segundo a unidade fabril de
onde € expedido cada tipo de adubo. Para cada arco estabelece-se um fluxo
minimo nulo, um fluxo méximo igual ao nivel de procura do adubo a que se
refere o arco e um custo por unidade de fluxo também nulo. A estrutura desta
etapa tem em conta a satisfacfo das restrigdes (R4) (carregamento e expedigéo
no mesmo dia e em dias sucessivos), (R6) (nfo se pode exceder o horizonte
temporal para recep¢do dos adubos nos entrepostos e armazéns), (R9)
(afectac@o entreposto/armazém - tipo de adubo - unidade fabril), (R13) (um
vagio s pode transportar um tipo de adubo), (R14) (um vagéo possui um




12 J.P.Paixdo et al | Sistema para Planifica¢do do Movimento de Vagaoes

Unico destino), (R15) (ndo existe circulagdo de vagdes carregados ao
fim-de-semana) e (R16) (respeito pelo tempo de deslocagdo desde a unidade
fabril até ao entreposto/armazém). A figura 3.1.6 apresenta,
esquematicamente, as operagdes que se efectuam nesta etapa.

PSS e

14 A3
¢ 3
I' - o \‘
0' —-LL . ~‘\ ‘\
Adubo 1 J yO Y
y g dia 1' Y Y
dial ' . v
) N N ! ‘v
! ] diad' ' [
: N .v
' \ origem : UF, + ¥
t N 1 '
) N . '
t Conw? N
\ |
\ 1
) 1
I g |
: o “\‘ |l
Adubo 1 s —© BN
i ' dial' + 1
dia b :9: 50 Vo
'
[ o
, Adubo mk t‘ ’ diad : ',
(S k !
Adubo 1 MU origem : UFk K "
‘\ * . c'
. A
diad k \‘ sy e o’ l,
Adubo mo * Ré
§~ 'I
e e”
Entreposto/Armazém j
| I 1 I
Etapa 5 Etapa 6

Figura 3.1.6

A etapa seguinte (a sétima) consiste em representar, com nodos, os dias

de chegada das diversas encomendas, independentemente das unidades fabris
de onde sdo expedidos tal como se observa na figura 3.1.7. A cada nodo
criado em cada entreposto/armazém ficam ligados todos os nodos da etapa
anterior correspondentes ao mesmo dia de chegada. Relativamente aos arcos,
-fixa-se o seu fluxo minimo a zero, toma-se para fluxo méximo um valor M
suficientemente grande e atribui-se ao custo por unidade de fluxo o custo
associado ao tipo de transporte menos dispendioso, ou seja, ao 4tipo 3

(comboio bloco). »

Na estrutura que até ao momento se estabeleceun para representar o
problema ndo € possivel incluir simultaneamente os diferentes tipos de
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transporte e os respectivos custos. As penalizagdes que sdo levadas a cabo
nos dias de carregamento dos adubos nos vagdes (quarta etapa) e nos dias de
recepgdo dos mesmos nos entrepostos e armazéns, como se verd adiante,
obrigam a saturar diariamente a capacidade de expedigdo das unidades fabris,
bem como a capacidade de recepgdo dos entrepostos e armazéns. No entanto,
este processo ndo garante necessariamente que cada encomenda seja
transportada em comboio bloco. De facto, como a capacidade de recepgio de
qualquer armazém € inferior a 400 toneladas, ndo € possivel utilizar, neste

.
- . LN
*

caso, o tipo de transporte 3

3
OMeky)

Entreposto/Armazém j

3
(O.Mey;)

diad’'
k

Y ¢ origem: UF
o ko
Yoo S

-
S

Entreposto/Armazém j

A ]
Etapa 6 Etapa 7

cﬁj : custo de transportar um vagdo de adubo entre a unidade fabril k e o
entreposto/armazém j utilizando o tipo de transporte 3 (comboio bloco).

Figura 3.1.7
Na oitava etapa repetem-se os dias possiveis para recep¢io dos adubos em

cada entreposto e armazém activos, criando-se tantos arcos e nodos quanto o
nimero de dias. Estabelecem-se para cada arco um fluxo minimo nulo e um
fluxo méximo igual A capacidade de recepgio do entreposto/armazém no dia a
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que corresponde o arco, garantindo-se assim a satisfagdo da restrigdo (R8).
Quanto ao custo por unidade de fluxo, fixa-se um valor igual ao respectivo
niimero do dia. Na figura 3.1.8 pode-se observar a estrutura da rede apds esta

etapa.

= (O,CR . 1,71') LSRN
(4 ‘K s i'C [y
" ‘ v“ ! : v“‘
" dial " (O,CR ,dl ) " dia 1 )
) . \ jd' 1 ) . "
] 1 ! '
M T Tt '
\ . N ] : '
p L eer gy ) e
) | s ) ]
' 2 ! /
) :
O O |
t diad_ | 1 diad
.‘ .2 f !' .2 :
b L OCR a0
\ . ' _]d'k \ . !
2O~ >0
!‘dja d " xdia d 4'
v \ !
s "' s ','
Entreposto/Armazém j Entreposto/Armazém j
l |
Etapa 8

CRj,dl'(: capacidade mdxima de recepgiio do entreposto/armazém j, no dia dl'(

Figura 3.1.8

Apds o abastecimento didrio de um entreposto ou armazém, os vagdes
podem regressar a qualquer unidade fabril para serem novamente carregados.
Contudo, se a totalidade da procura for inferior ao niimero méximo de vagdes

disponiveis, é natural que nfo seja necessdrio efectuar viagens no sentido
entreposto/armazém — unidade fabril e nesse caso considera-se que os

vagdes sdo conduzidos para um "depésito”. A nona etapa ocupa-se da
representagio deste tipo de situagGes. Na figura 3.1.9 apresentam-se de forma

esquemdtica todas as operagdes realizadas. Observa-se que os arcos gerados
sdo da forma (0,M,0).
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UI“ & N . . -
£ T80--
diad X . 'lg
Entreposto/Armazém ]
b cem e o - J « .. Jo m e e =
Etapa 3 Etapa 8

Etapa 9
= = [ arcos gerados em etapas anteriores & 9
== arcos gerados na 9* etapa
=mmefies - conjunto de arcos gerados na 9 etapa

Figura 3.1.9

Ao fixar um determinado horizonte temporal para actividade nas unidades
fabris, € provdvel que os iltimos dias de expedigio conduzam a recepgao dos
adubos em dias em que as fébricas j4 se encontram fechadas. Assim, quando
se volta a utilizar o modelo, ndo se dispde, a partida, da totalidade dos vagoes
livres, pois uma parte fica em circulagio. A décima etapa destina-se a incluir
na rede a informagéo correspondente 2 tltima utilizagdo do modelo e que tem
consequéncias no planeamento que se pretende obter.

Na décima primeira etapa d4-se a possibilidade de que parte ou todo dos
vagoes que regressa a uma unidade fabril, num determinado dia, seja utilizada
numa data posterior. Para isso geram-se arcos ligando os nodos da terceira
etapa que representam dias sucessivos de actividade em cada unidade fabril.

Finalmente, a rede fica completa através da ligacdo do nodo final,
designado por "depdsito” (e proveniente da nona etapa), ao primeiro nodo, tal
‘como mostra a figura 3.1.10. O fluxo minimo e o custo por unidade de fluxo
do arco gerado sdo fixos a zero. Toma-se para fluxo mdximo um valor M
suficientemente grande. Este arco representa o regresso dos vagdes ao
"depdsito de partida".
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el arcO gerado na 12 etapa
- = §@= arcos gerados noutras etapas
Figura 3.1.10
A figura 3.1.11 apresenta uma rede completa relativa a um pequeno
exemplo. Como se pode observar, existem 350 vagdes disponiveis no inicio
do planeamento e encontram-se em actividade duas unidades fabris. A
primeira pode expedir até 400 toneladas de adubo A na 22 e 32 feiras,
enquanto que a segunda apenas est4 aberta na 2* feira podendo expedir nesse
dia 100 toneladas de adubo B e 300 toneladas de adubo C. Com este mapa de
expedi¢des € necessdrio abastecer um determinado entreposto com 500
toneladas de adubo A, 100 toneladas de adubo B e 200 toneladas de adubo C.
Os custos de transporte em comboio bloco variam com a disténcia percorrida
sendo de 600 unidades monetdrias quando a expedigdo € efectuada a partir da
unidade fabril 1 e de 540 unidades monetérias quando a mesma se faz a partir
da unidade fabril 2. Observe-se que devido 2 reduzida dimensdo deste

exemplo ndo se geram na rede os arcos e nodos respeitantes as etapas 10 e
11, '

3.2 Formulacao Matemadtica

Tendo em conta a estrutura da rede e sabendo que ndo existe nenhum arco
possuindo ao mesmo tempo fluxo minimo e custo por unidade de fluxo
positivos, deduz-se facilmente que o fluxo mais econémico que pode
atravessar a rede ndo satisfaz a restrigdo (R7), ou seja, os entrepostos € ‘
armazéns ndo recebem as suas encomendas. Assim, nfo se tem apenas um
problema de determinagio do fluxo de custo minimo numa rede, sendo
necessdrio juntar restri¢des que garantam a execugdo de todos os pedidos. Por
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razdes de simplicidade representa-se por (P) este problema de fluxo de custo
minimo com restri¢des adicionais.

Seja entdo R = (1V,-4,¢) a rede cuja geragdo se descreveu na secgio
anterior, e em quc.(l) ,#4) designa um grafo G e C representa as capacidades
associadas aos arcos de »A. O conjunto -4 resulta da unido de conjuntos A,
i=1,2,.., 12, sendo -4, = conjunto dos arcos gerados na j€sima etapa.rl) é
constituido pelos nodos de .

Considere-se, também, um conjunto de n pedidos indexados em
P={1,2,..., n}. Cada elemento de P corresponde a um tii)o de adubo que
¢ encomendado por um entreposto ou armazém e expedido a partir de uma
unidade fabril. Designa-se por by (bp >0, ¥ pe P) a procura, em nimero de

vagoes, do pedido p. Para cada pe P define-se gflp como sendo o conjunto de

todos os arcos da 6 etapa (-4¢) relativos aos possiveis dias de chegada do
pedido ao seu destino. Verifica-se que gap C Ag, ¥peP.

Tomando i pertencendo a 1, F+(i) representa o conjunto dos seus
sucessores enquanto que I'"(i) define o conjunto dos seus antecessores. Para
cada elemento (i,j)e A tem-se ainda:

€; = fluxo que atravessa o arco;

Qij = limite inferior no fluxo sobre o arco;
Uj; = limite superior no fluxo sobre o arco;
Cij = custo unitdrio de transporte no arco.

Além disso, considera-se que QIJ e Ujj sdo inteiros tais que 0 < 0;; < uje
Cii2 0 ¥(,jeA.
i)
(P) consiste entdo em determinar :
Min z C ij £ ij )]
(i,j)E A4U9&7UA8 )
sujeito a :
2 6 - 2 6i=0  ¥ieD @)
jeT@d) jel @)
D, &ij=by ¥peP (3)
(i)e A,
Rij < &4 S uj S ¥GAjeA 4

£ 0 Yijed )
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Relativamente a formulagfo apresentada observa-se que :

* a expressdo (1) traduz o nosso objectivo, ou seja, encontrar a
melhor forma de servir os entrepostos e armazéns minimizando o
custo total de transporte;

* as restrigdes (2) asseguram que o fluxo numa rede nfo pode ser
criado nem destruido; .

* as restrigdes (3) impdem a satisfagio do nivel de procura
estabelecido para cada pedido;

e as restri¢Ses (4) obrigam o fluxo em cada arco a ser compativel,
isto €, ndo pode ultrapassar os limites inferior e superior fixados;

* asrestri¢des (5) garantem que o fluxo em cada arco € positivo ou
nulo,

Tal como se referiu na 72 etapa de geragdo da rede, (P) nio descreve o
*

problema real visto néo incluir todos os tipos de transporte. Sejam (¢ ij} uma

solugdo Gptima para (P) e v(P) o correspondente valor éptimo. Entdo :
v(P) = 2« i & L
(,j)e A4UA7UAg
e por conseguinte ¥#(P) = 2 Ci; § ?j constitui um limite inferior para o
(L.)eAy
valor 6ptimo do problema real pois na prética os custos de A4 e Ag nio
existem ,

Embora possuindo uma estrutura complexa, (P) pode ser encarado como
um problema de ficil resolugdo ao qual se juntou um certo nimero de
restri¢des complicadas. Com efeito, se retirarmos de (P) as restri¢des (3)
obtemos um problema de fluxo de custo minimo, existindo diversas formas
de o resolver [2]. Aproveitando entdo a estrutura de (P), vai-se criar um novo
problema em que as restrigSes (3) sio penalizadas na fungo objectivo.

3.3 Relaxac¢do Lagrangeana

Seja A = A\, A\2,..shp)e R™ um vector de multiplicadores de Lagrange
associados as restrigdes (3). Aumentando a fungio (1) com estas restri¢oes
obtem-se uma relaxagdo de (P) dada pelo seguinte problema :




20 J.P.Paixdo et al | Sistema para Planifica¢do do Movimento de Vagoes

(PRy)
Min o Xcig- X X Apky + X hpby (1)
(,j))e AgUA7UAg pe P (i,j)e,ap - peP
sujeito a :
2 & - X gi=0 ieV )
ieT@® jeI ()
Rij<gjj<uy ¥(ij)eA 4
€20 Y(j)eA &)

Verifica-se que a dualizagfo das restri¢des (3), 2 maneira lagrangeana, d4
origem a um problema que se resolve facilmente através de um algoritmo
standard de fluxo de custo minimo [2] tal como j4 foi referido.

Sabendo que ¢j; > 0, ¥ (i,j)e A4UA7UAg, b, >0, ¥peP, £;;20,
¥ (i,j)e A e examinando a fungdo objectivo de (PRY,), verifica-se que cada
)\p, peP, deve ser positivo ou nulo. Consequentemente, o valor éptimo do
problema relaxado, ¥(PRY),), € um limite inferior para v(P) : v (PR)) <uv(P).
Para encontrar o "melhor" (i.e. maior) limite inferior resolve-se o problema
dual Lagrangeano de (P) : '

®)
Lp = Max v(PR),)
sujeito a
A20

A escolha do vector de multiplicadores N que maximiza #(PR})) é dada
pelo método do subgradiente proposto por Held et al. [1]. Supondo que se
resolveu (PR ) para um determinado vector A, toma-se

gp=bp— D, &j; ¥peP
(e A,
e define-se o vector g = (gq, g7,..., £,) como um subgradiente. Este é
utilizado para gerar uma sequéncia {NK}, k =1, 2,... de solugdes ndo
negativas para o dual Lagrangeano.,
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Descricdo do Método do Subgradiente
1. Inicializar o vector de multiplicadores de Lagrange.
2. Dado A, resolver o problema relaxado (PR>,) para obter uma

solugio (€ ij} e o correspondente #(PR),); calcular o valor de cada
componente g, pe P, do vector subgradiente.

3. Se se verificar algum critério de paragem do método STOP, caso
contrério ir para 4.

4. Actualizar os multiplicadores de Lagrange através da expressio :

Ap=Max { cp, \y+Qpgp ), ¥peP
onde ¢, e Q, designam constantes positivas. Voltar a 2.

O estudo do comportamento de vérios problemas teste [3] mostrou que se
obtém bons resultados inicializando cada multiplicador com o custo de
transporte de um vagédo em comboio bloco para o pedido p. Relativamente ao
passo 2, resolve-se (PR)), para Ae R n fixo, aplicando um algoritmo
standard de fluxo de custo minimo. Quanto 2 terminagdo do método,
adoptaram-se os seguinies critérios : |

a) X¥peP, gp = 0 (o vector subgradiente ¢ identicamente nulo);

b) Designandd por v(P) um limite superior para o valor 6ptimo de
5 - ¥(PR))
v(P)

(P), o método termina se < 8, sendo de R um

valor muito pequeno;
¢) Atingiu-se o nimero méximo de iteragGes pré-estabelecido.
Em relagdo a constante Q), pe P, Held er al. [1] propdem a seguinte
expressao : -

_o @(®) - v(PR)))
> &

peP

Qp , ¥peP

onde v»(P) é um limite superior para v(P) e o/ uma constante entre 0 e 2.
Inicializa-se frequentemente (0 a 2 e sempre que o limite inferior ndo aumenta
durante k iteragdes sucessivas do método, divide-se o ao meio. o é

reinicializado quando se torna inferior a €, sendo habitual fixar € = 0.0005.
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Finalmente, para Cp» PE P, obtiveram-se bons resultados utilizando os valores
com que se inicializam as componentes de N\ no passo 1 [3], ou seja, os
custos associados ao transporte em comboio bloco.

Durante a optimizago do dual Lagrangeano (D) néo existe a garantia de
encontrar uma solugdo admissivel para (P). Todavia, se tal suceder, como as
restri¢des relaxadas sdo igualdades, sabe-se que essa solugdo € éptima. No
entanto, a custa de uma solugdo de (PR)), ndo admissivel para (P), &

possivel construir uma solugfio que satisfaga a procura em todos os
entrepostos e armazéns. Tal técnica denomina-se heurfstica Lagrangeana.

3.4 Heuristica Lagrangeana

O método de geragho de solugBes admissiveis para (P) a partir de solugdes
de (PR),) baseia-se em técnicas de optimizagdo do subgradiente e explora a
estrutura especifica de (P) permitindo obter um limite superior para v (P). O
processo consiste em obrigar que determinadas quantidades de fluxo
atravessem os arcos de cada restrigdo (3) de modo a garantir a satisfagiio da
respéctiva procura. Utiliza-se para isso um método "reduzido" do
subgradiente e em cada iteragdo do algoritmo toma-se para subgradiente o

vector de componehtes ép =bp - z §' jj tal que Z g' ij # bp, pe P.
e A, (e A,

A cada restrigdo (3) que nfo seja verificada associa-se um multiplicador Xp,

A p 2 0, que € inicializado com o correspondente )\p e actualizado de forma

semelhante 2 indicada na descrigéio do método do subgradiente. Para cada A

de componentes Xp, pe P, resolve-se o respectivo problema de fluxo de custo
minimo. -

Se mediante a aplica¢do da heurfstica se obtiver um limite superior melhor
que o que se dispde até ao momento, segue-se para o método do subgradiente

com o vector de multiplicadores A P sendo \ p© multiplicador que originou a

satisfagdio da restrigdo p. Nesse caso ndo se efectua o passo 4 seguindo-se
directamente para o passo 2. A aplica¢do da heuristica pode ser feita em
qualquer iteragdo do método geral do subgradiente.
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4. Resultados Computacionais

O modelo descrito foi implementado em computador pessoal (sistema
operativo MS/DOS), codificado em Pro Fortran-77, podendo ser utilizado
com facilidade por indfviduos nfo especializados quer no campo da
informdtica, quer no campo da matemadtica. Nio existe qualquer limitagdo no
nimero a considerar de unidades fabris, armazéns, entrepostos e variedades
de adubo. Possibilita-se também a existéncia de unidades fabris fechadas,
procura nfo envolvendo a totalidade dos entrepostos e armazéns, produgéo de
um nimero restrito de tipos de adubo, prioridade no abastecimento de algum
entreposto ou armazém e prioridade de saida de tipos de adubo.

Efectuaram-se testes num total de 8 problemas correspondentes a casos
reais ocorridos na Quimigal apresentando-se na tabela da pdgina seguinte os
resultados obtidos médiante a utilizaqﬁo de um microcomputador pessoal
Unisys PW/300.

1V | e 1,41designam, respectivamente, o nimero de nodos e de arcos que

constituem cada rede gerada, enquanto que GAP representa a distincia

‘ percentual do melhor limite inferior (ZL) ao melhor limite superior (ZUB),

determinada através da expressdo :

ZUB - ZL
GAP =—ZT— * 100

Da observagfo da tabela resulta que: _

¢ a utilizagdo do passo o = 2.0 permite encontrar em 75% dos casos
maior ndmero de solugdes admissiveis que com o passo o.=1.5¢
leva inclusivamente a que em 3 de 6 exemplos, o limite superior seja
melhor que o produzido por o = 1.5. Nos restantes 15% obtem-se
igual nimero de solugdes admissiveis, tanto com o = 1.5 como com
o=2.0;

o para 0. =2.0, em 7 dos problemas testados, o melhor limite inferior
conseguido € menor que o alcangado com o passo 1.5, sendo o
correspondente GAP maior;

¢ a sucessdo de limites inferiores gerados a partir do Método do
Subgradiente ¢ um pouco irregular e, em média, o passo o foi
reinicializado por duas vezes. No entanto, os GAP's obtidos sdo
bastante bons, tendo-se fixado a distdncia mdxima ao limite superior
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em 2.261% (exemplo 5; o = 2.0) e a minima em 0.161% (exemplo 2;
o = 1.5);

e em 87.5% dos casos obtem-se um GAP menor com o = 1.5. No
exemplo 6 a situagdo inverte-se, correspondendo a ZLy > ZLy e
ZUB) < ZUBj, onde ZLy € ZUBy, k = 1, 2, designam os melhores
limites inferior e superior, respectivamente;

¢ em relagfo ao tempo de CPU gasto, verifica-se que quando o = 2.0
este aumenta comparando com o = 1.5, devido a ter-se encontrado
um maior niimero de éoluqﬁes admissiveis. De um modo geral, o
tempo de execugdo do algoritmo cresce rapidamente com a dimensdo
da rede subjacente ao problema. |

Ex. [IV ] [1-A1 ] o |N®total de | Melhor limite | Melhor limite| GAP Tempo CPU
sol.admis. inferior superior (%) |  (minutos)

1 |95 [153 |15 9 86 203.8368 876540 [1.682 14.789
2.0 9 86 601,7478 87654.0 11215 15.241
2 1107 221 |15 5 119 907.1940| 120 100.0 ]0.161 31.427
2.0 10 119 619.9605] 120 100.0 ]0.401 32.458
3 | 145 | 247 |15 4 102 667.8650| 103 359.0 [0.673 31.792
2.0 8 102 602.6030| 103 359.0 |0.737 36.503
4 1199 339 |15 10 108 745.3801| 109 410.0 |0.611 58.694
2.0 10 107 616.0000] 109 410.0 |1.667 57.149
5 |219 {416 |15 9 244 666.2548 | 249 774.0 |2.088 80.947
2.0 12 244 210.5728 ] 249 732.0 |2.261 82.618
2 6 1245 474 1.5 4 145 323.5630| 147 942.0 [1.802] 113.689
2.0 10 146 554.1588] 147 936.0 |0.943] 127.393

7 1259 |465 |1.5 7 204 4452054 205 027.0 |0.285] 137.958
2.0 8 201 727.0000] 205 027.0 |1.636] 157.136
8 |378 |645 {1.5 4 242 307.7312| 244 688.0 |0.982| 222325
2.0 6 241 079.0000| 244 736.0 |1.517] 242.552

Apesar do método néo produzir maus resultados, o tempo de CPU gasto é
considerdvel o que constitui um sério 6bice para a Quimigal que desejaria




J.P.Paixdo et al | Sistema para Planificacdo do Movimento de Vagdes 25

obter, de cada vez que o modelo € utilizado, um leque de solugdes no menor
espago de tempo possivel.
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Abstract

A multicriteria approach has been used to build a composite index of 'lack’ of
educational facilities for every municipality in Portugal. The data has been extracted from a
relational database containing a wide range of information on educational facilities, students
and teachers.

In the paper the structure of the index, the aggregation method and the application on
the planning of educational facilities in Portugal are presented.

1. Introduction

A developing country as Portugal has always some sort of lack of
educational facilities. The demand for schools resulting from the pressure of
economic development cannot be fully satisfied with the available budget,
either through the building of new facilities or through the upgrading of
existing ones. Thus, the problem naturally arises of allocating resources for
those areas of the most urgent need.

The Planning Bureau of the Ministry of Education (GEPME) that is in
charge of making recommendations regarding the development of educational
facilities, has given the author the task of evaluating the lack of educational
facilities in each of the over three hundred municipalities that make up the
country. A relational database including very rich disaggregated data was
available (Coelho, 1989).

As a first step towards the goal mentioned above, a number of variables
resident in the GEPME database denoting lack of adequate educational
facilities have been identified. This has produced one hundred and twenty
five diverse variables, such as the number of primary schools with two
classes and one class-room and the percentage of secondary schools without
a gymnasium.

The second step was to cluster those variables and aggregate them in
order to produce a set of indices denoting specific needs and, finally, an
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overall index associated with each municipality (see Fig.1). This procedure
will be explained in the next section.

2. The Index of Lack of Educational Facilities

The index is evaluated by combining a procedure that operates over the
‘database and a module for weights evaluation developed through the
analytical hierarchy method (Saaty, 1986).

In this last 'method, the set of criteria, objectives or, in this case,
elementary and aggregated indices is structured and hierarchized as a tree.
The weights associated with the criteria in the higher levels of the hierarchy
are obtained from the levels below by weighted averages. In accordance with
the simple additive weighting approach, a value is associated with each
alternative (municipality). '

4 w jxi _l

J
where x;; is the evaluation of alternative i by criterion j and w; is a normalized
weight for that criterion.

By noting that criteria often have different levels of importance and that
comparing criteria in those circinstances may be very difficult and that it
becomes even more cumbersome if the number of criteria increases, Saaty
(1986) has proposed a hierarchical tree structure for the set of criteria (see

figure 2).

The weights are evaluated through comparisons done in each level of the
hierarchical tree structure. The aggregation is accomplished by sequential
aggregations along the tree. With the notation of figure 2, we have

W=B;B;...Bp X ;
where w is the vector of global weights and By, is a diagonal matrix with the
local weights at level kand X = [x;j] is the evaluation matrix. The weights
By(k=1,...,p) and W are easily determined using the software Expert
Choice, which implements the Saaty method.

In this case, x;; is the elementary index j for municipality i. This
information is drawn from the education database following the selection of
variables denoting lack of adequate educational facilities that have been
identified.
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Taking into account the size of this application, we have developed a

number of computer modules that perform the following steps:

IC-WEIGHTS -

IC-RETRIEVE

IC-NORMALIZE -
IC-EVALUATE

IC-LIST -

for loading the weight determined through Expert
Choice into the database.

for retrieving from GEPME database the
information identified, making any required
processing according with the definition of the
elementary index and transfering the output into a
new table in the database.

for normalizing the elementary indices.

for evaluating the aggregate indices of the
hierarchical tree structure. The aggregate indices
at all levels of the tree are an output of this
procedure. They are loaded into the table
mentioned above. '

for listing the indices, both elementary and
aggregate, following options selected by the user.

A parallel structure has been developed to allow for focusing the index

evaluation on any pre-specified region. This was quite relevant for our

customer, since its planning activities are often confined to particular regions

(see, for example, [2]).
Thus, we have developed the following additional procedures

IC-INPUT-ZONES

for defining the region and transfering to
another table the information already
processed by IC-RETRIEVE, referring to
that particular region.

IC-NORMALIZE-ZONES for normalizing that information within the

spéciﬁcd region,

IC-EVALUATE-ZONES for evaluating local indices.

IC-LIST-ZONES

the same function of IC-LIST for the
region,

This set of procedures allows us to obtain the set of indices of lack of

educational facilities with any pre-specified regional disaggregation.
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OBJ
Bl
OBJ1 OBJ2 OBJ3 OBJ4
pl p2 3 p4
B2
OBJ31 |oBi32| [oBi33|
p31 p32 p33
Bp
[acm | [act2| [ALm3| [Acme| [aLts| [ Avte |

4 Fig. 2 — Hierarchical Tree Structure
3. Structure of the Index and Qutputs

The first level of the structure of the index of lack of educational facilities
is depicted in Fig. 3 (the meaning of the variables represented in this and
subsequent figures is given in the glossary of terms, Annex 1).

The components BASICO1, BASICO2, BASICO3 and SECUND are
themselves indices of lack of educational facilities, in primary, elementary,
junior high school and senior high school, respectively (see figures 4 to 7).
The future demand for educational facilities is taken into account through

- DEMOGRAF. A more detailed structure including local and global weights is
provided elsewhere (Coelho, 1990).

These indices have been used in a study for the Algarve region. The
overall values for the index of lack of educational facilities are shown in
Figure 8. Some specified outputs are presented in Figures 9 and 10. In
Figure 9, the overall index, denoted 00000, and the first level indices,
represented by 10000, 20000, 30000, 40000 and 50000 are given, with the
municipalitiés listed, by ascending order of the overall index. In Figure 10,
‘we have again the overall index, the index associated with elementary schools
(20000), and four indices in the level immediately below this last one. It is
now clear that for the purpose of output a lexicographic ordering has been
adopted, with the digits from left to right denoting the position of the variable
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in the hierarchical tree structure. In this ordering, the symbol 00000 denotes
the root of the tree, the first digit provides the position in the first level, the
second digit in the second level and-so on.

The user specifies the variables for each output table and selects the
column for ascending or descending ordering of the municipalities, having no
limitations in the configuration of variables selected for print out, besides the
root 00000 that is always included.

4. Concluding Comments

It has been briefly described in this paper a multicriteria evaluation of lack
of educational infrastructures for the region of Algarve, with the particularity
that the software of interface between the database and the multicriteria
evaluation approach has been developed to fit any pre-defined region of the
country.

L BASICO 1
- BASICO 2
L_BASICO 3
INDEX
OF
LACK
— SECUND
L DEMOGRAF

Fig. 3 — First level of the index structure
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~PART-1——]| IND.1442-
IND.1441-
EQUIESP1 — IND.1432—
IND.1431-
IND. 1423_I IND.14232~
PARQUE-1 [~ IND.14231-
| o R
“IND. 1421 IND. 14212~
IND.14211-
B " IND.1412- IND. 14122~
URB-1——— IND.14121-
"IND.1411- IND.14112-
TiND.14111-
EVOLPOP1— | IND.132-
BASICO1 — IND-131-
SUBOCUP1—} IND.123-
[ IND.122—
IND.121-
IND.117—, IND.1172—
= IIND.1171-
== SUBREOCI1— | IND.1 16— IND.1163-
IND.1162-
IND.1161-
IND.115—
IND.114—
IND.113—
IND.112—
=IND.111—

Fig. 4 — Index Structure for BASICO1
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BASICO2 —
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IND.2543—
-PART-2—— [IND.2542—
IND.2541—
IND.2533—
EQUIESP2 - [ IND. 2532
IND.2531—
~IND.252
~—— PARQUE-2—
EST-2 — IND.2522-
~IND.2521
FIND.2512-¢
_URB-2 ——
“IND.2511
=IND.243— 1
EVOLPOP2—| IND.242—
-IND.241—
~ISOLAMT® - IND.2322-
CPTV — IND.2321—
| PESO————  IND.2312—
[IND2311-
SUBOCUP2 - IND.221-
IND.214—
IND.213—
SUBREOC2— IND.212— IND.2122~
- lIND2121-
IND.211— IND.2112—
(IND.2111-
[ IND.1443—

Fig.5 — Index Structure for BASICO2

IND25234—
IND25233-
IND25232~
IND25231-

IND25212-
IND25211-

IND25122—
IND25121-

IND25112—
IND25111-




BASICO3 —

= PARQUE-3—

IND.33 ——
SUBOCUP3 -

SUBREOC3—
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= PART-3———

EQUIESP3 -

EST-3———

= URB-3 —[
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=IND.3443-
IND.3442—-
=IND.3441-
B IND.3434—
IND.3433-
IND.3432-

=IND.3431-
IND34236

IND34235

IND34234—
IND34233—
IND34232-
IND34231-

IND34222—
IND34221-

= IND.3423—

IND.3422—[

1 IND34212-
IND34211-

IND34122-
IND34121-

IND34112—~
IND34111-

= IND.3421

IND.34124

IND.341 1—[

ALUNTUR3- [IND.3 132—

IND.312—

IND.3131-

IND.31 1—[IND.31 12—

IND.3111-

Fig. 6 — Index Structure for BASICO3
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SECUND —

J.D.Coelho! Planning of Educational Facilities

DEMOGRAF — IND. 52—

IND.51-

=IND.443—
=== SUBOCUPS -| IND.442—
L IND.441-
o IND.4342-
-PARTS = [ 1ND 4341
= IND.4334—
EQUIESPS —| IND.4333-
IND.4332-
= IND.4331-
IND43236
IND43235
PARQUE-S— — IND.4323~ 1ND43234-
IND43233-
IND43232-
EST-§ — IND43231-
IND.4322- IND43222
IND43221—
—'IND.4321—[ IND43212~
IND43211~
IND.4312- IND43122-
B URB__S_[ IND43121—
IND.4311- [ IND43112—
IND43111-
IND.4233-
= ALUNTURS—[ IND.4232-
IND.4231-
SOBROCPS —| IND.422—IND 4222~
IND.4221-
~IND.421—{IND.4212-
IND.4211—
=IND.413-
eeees AUSENCIA — | IND.412-
~IND.411-

Fig. 7 — Index Structure for SECUND and DEMOGRAF
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GOAL -
ALUNTUR3 -

ALUNTURS -

ABSENCE -
BASICO1 —
BASICO2 —
BASICO3 —
CPTV -
DEMOGRAF —
EQUIESP1 —
EQUIESP2 —
EQUIESP3 —
EQUIESPS —
EST-1 —
EST-2 —
EST-3 —
EST-S —
EVOLPOP1 —
EVOLPOP2 —
IND.111 -
IND.112 —
IND.113 —

IND.114 —

IND.115 -
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ANNEX I
GOAL.: Index of Lack
Glossary of Terms Used in Model

Index of Lack

Percentage Students Junior High School Primary School,
average n? pupils/Class>25

Percentage Students Elementary School, average
n®pupil/Class>25

Absence of Elementary School

Lack of Infrastructures in Primary Schools

Lack of Infrastructures in Elementary Schools

Lack of Infrastructures in Junior High Schools

Indirect Elementary School

Demographic growth }

Index of Lack of Specific Facilities in Primary Schools
Index of Lack of Specific Facilitics in Elementary Schools
Index of Lack of Specific Facilities in Junior High Schools
Index of Lack of Specific Facilities in Senior High Schools
Index of Building Stock Quality in Primary Schools

Index of Building Stock Quality in Elementary Schools
Index of Building Stock Quality in Junior High Schools
Index of Building Stock Quality in Senior High Schools
Evolution of School Population in Primary Schools
Evolution of School Population in Elementary Schools
Proportion of Primary Schools with 2 Classes and 1 Room
Proportion of Primary Schools with 3 Classes and 1 Room
Proportion of Primary Schools with 3 Classes and 2
Rooms

Proportion of Primary Schools with 4 Classes and 2
Rooms

Proportion of Primary Schools with 4 Classes and 3
Rooms
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IND.116 —

IND.1161
IND.1162
IND.1163

IND.117 -

IND.1171

IND.1172

IND.121
IND.122

IND.123 —

IND.131

IND.132 —

IND.1411
IND.1412
IND. 1421

IND.1422
IND.1423
IND.1431 -
IND.1432
IND. 1441

IND.1442

Proportion of Primary Schools with n? Classes>n? Rooms
and>4

Classes/Rooms < 2
Classes/Rooms =2
Classes/Rooms > 2

Proportion Primary Schools with (School Population/N®
Rooms) > 24

Proportion Primary Schools with (School Population/N®
Rooms) > 24 and < 31

Proportion Primary Schools with (School Population/N2
Rooms) > 30

Proportion Primary Schools with 10 or less pupils
Proportion Primary Schools having between 11 and 15
pupils

Proportion Primary Schools with School Pop./N2 Rooms <
18

Growth Rate of School Population in Primary School
between 1982-97

Projection of the Growth Rate of Primary Schools 1987-
1995

~ Index of Lack of Location adequacy in Primary School

Index of Lack of Salubrity in Primary School

Percentage of Covered Area of Primary Schools in Bad
Condition

Index of Scarcity of uncovered Area in Primary School
Percentage of inadequate Classrooms in Primary School

. Percentage of Buildings with no canteen in Primary School

Percentage of Buildings without playfields in Primary
School

Percentage of School Facilities whose Buildings are shared
with pre-school

Percentage of School Buildings whose Buildings are
shared with the Elementary School
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IND.1443. -

IND.211 —
IND.2111 -

IND.2112 -

IND.212 —

IND.2121 -

IND.2122 —

IND.213 —

IND.214 —

IND.221 -

IND.2311 -

IND.2312 -

IND.2321 —

IND.241 —

IND.242 —

IND.243 —

IND.2511
IND.2512
IND.2521

IND.2522

J.D Coelho! Planning of Educational Facilities

Percentage of School Buildings whose Buildings are
shared with the pre-school and Elementary School

Percentage of Elementary School Facilities with an
Enrolment Rate over 100% (Tip.)
Percentage of Elementary School Facilities with an

Enrolment Rate > 100% and > 151% (Tip.)

Percentage of Elementary School Facilities with an
Enrolment Rate > 150% (Tip.)

Percentage of Elementary School Facilities with an
Enrolment Rate over 100% (Cap.F)

Percentage of Elementary School Facilities with an
Enrolment Rate > 100% and < 151% (Cap.F)

Percentage of Elementary School Facilities with an
Enrolment Rate > 150% (Cap.F)

Percentage of Elementary School Population, 1st year, with
average number Pupil/Class over 25

Percentage of Elementary School Population, 2nd year,
with average number Pupil/Class over 25

Index of under-enrolment of elementary Schools Facilites
Percentage of Elementary School Pupils in CPTV
Percentage of CPTV School Facilites in Elementary School
Percentage of CPTV School Facilites farther than Skm from
nearest Elementary School Facility

Growth Rate of Elementary School Population in 1983-
1987

Projection of Elementary School Population Growth in
1987-95

Ratio of Entries in Primary Schools 1987 Cap.Tipol. Direct
Elementary Schools

Index of Lack of Location adequacy in Elementary Schools
Index of Lack of Salubrity in Elementary Schools
Percentage of Elementary School Covered Area in Bad
Condition

Index of Scarcity of Elementary School uncovered Area
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IND.2523
IND.2531

IND.2532 -

IND.2533

IND.2541 -

IND.2542

IND.2543

IND.311 -

IND.3111 —
IND.3112 —
IND.312 —
IND.3131 —
IND.3132
IND.33 —
IND.3411
IND.3412
IND.3421 —

IND.3422
IND.3423
IND.3431

IND.3432

I

IND.3433

Percentage of Elementary School Inadequate Classrooms
Percentage of Buildings without Canteen in Elementary
Schools

Percentage of Buildings without Gymnasium in Elementary
Schools

Percentage of Buildings without Playfields in Elementary
Schools

Percentage of School Facilities whose Buildings are shared
with Junior High School

Percentage of School Facilities whose Buildings are shared
with High School

Percentage of School Facilities whose Buildings are shared
with Junior High School and High School

Percentage of Junior High School Population with
Enrolment Rate over 100% (Tip.)

Enrolment Rate between 100 and 150

Enrolment Rate over 150

Growth Rate of Junior High School Population in 1983-87
between 25 and 30

over 30

Projection of Junior High School Population, 1987-1995
Index of Lack of Location adeq. in Junior High School
Index of Lack of Salubrity in Junior High School
Percehtage of Junior High School Covered Area in Bad
Condition

Index of Scarcity of Junior High School Uncovered Area
Percentage of Junior High School Inadequate Classrooms

Percentage of Buildings without Canteen in Junior High
Schools

Percentage of Buildings without Gymnasium in Junior
High School

Percentage of Buildings without Playfields in Junior High
Schools
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IND.3434

IND.3441

IND.3442

IND.3443

IND.411

IND.412

IND.413
IND.421

IND.4211
IND.4212
IND.422

IND.4221
IND.4222
IND.4231
IND.4232
IND.4233
IND.4311
IND.4312

IND.4321

IND.4322
IND.4323

J.D.Coelho! Planning of Educational Facilities

Percentage of Primary School without workshops and
similar in Junior High Schools

Percentage of Primary Schools whose Buildings are shared
with Elementary Schools :

Percentage of Primary Schools whose Buildings are shared
with Senior High Schools

Percentage of Primary Schools whose Buildings are shared
with Elementary and Junior High School

Absence of Infrastructures still teaching in Senior High
Schools

Absence of Infrastructures and no teaching in Senior High
Schools

Functioning in Senior High School without last grade
Percentage of Senior High School with Enrolment Rate
over 100% (Tip.) |

between 100 and 150

over 150 _

Percentage of Senior School Population in School Facilities
with Enrolment Rate over 100% (Tip.)

between 100 and 150

over 150

Percentage of High School Population 1st Grade, with
Pupils/Class > 25

Percentage- of Senior High School 2nd Grade with
Pupils/Class > 25

Percentage of Senior High Schaol Population 3rd Grade
with Pupils/Class > 25

Index of Lack of Location adequacy in Senior High School
Index of Lack of Salubrity in Senior High School
Percentage of Senior High School covered Area in Bad
Condition

Index of Scarcity of Senior High School uncovered Area
Percentage of Senior High School Inadequate Classrooms
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IND.4331 —

IND.4332 —

IND.4333 —

IND.4334 —

IND.4341 —

IND.4341 —

IND.441 —
IND.442 —
IND.443 —
IND.51 -
IND.52 -
IND14111
IND14112
IND14211

|

IND14212 -

IND14221 -

IND14222 —

IND14231 -
IND14232 —
IND25111 -
IND25112 -
IND25121 —~
IND25122 —

Percentage of Senior High School Buildings without
Canteen

Percentage of Senior High School Buildings without .
Gymnasium

Percentage of Senior High School Buildings without
Playfields :

Percentage of Senior High School Facilities without
workshops and similar

Percentage of Primary Schools whose Buildings are shared
with Junior High Schools

Percentage of Primary Schools whose Buildings are shared
with Junior High Schools and Elementary Schools
Under-Enrolment in Junior High School - 1st Grade
Under-Enrolment in Junior High School - 2nd Grade
Under-Enrolment in Junior High School - 3rd Grade
Population Growth Rate 1981-1985

Growth Rate of New Electors 1979-1986

Primary School Location: Bad/Very Bad

Primary School Location: fair

Percentage of Primary School - covered Area in
ruins/irrecoverable

Percentage of Primary School covered Area in Bad
Condition

Percentage of School Facilities with uncovered Area/Pupils
<1

~Percentage of School Facilities with uncovered Area/Pupils

between 1 and 5

Classrooms with an area smaller than 30 M2
Classrooms with an area between 30 and 47 M2
Elementary School Location: Bad/Very Bad
Elementary School Location: fair

Elementary School Salubrity: Bad/Very Bad
Elementary School Salubrity: fair
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IND25211 —

IND25212 -
IND25221 -

IND25222 -

IND25231 -
IND25232 —
IND25233 —
IND25234 —
IND34111 -
IND34112 -
IND34121 -
IND34122 -
IND34211 -

IND34212 -

IND34221 —~

IND34222 -

IND34231 -
IND34232 —
IND34233 —
IND34234 —
IND34235 —
IND34236 —

IND43111 -
IND43112 -
IND43121 —

J.D.Coelhol Planning of Educational Facilities

Percentage of Elementary School covered Area in
Ruins/irrecoverable

Percentage of Elementary School covered Area in Bad
Condition

Percentage of Elementary School with uncovered
area/pupils < I

Percentage of Elementary School with uncovered
area/between 1 and S pupils

Normal Classrooms with area < 30 M2

Special Classrooms with area < 35 M2

Normal Classrooms with area between 30 and 47 M2
Special Classrooms with area between 35 and 54 M2
Location of Junior High School: Bad/Very Bad

Location of Junior High School: Fair

Salubrity in Junior High School: Bad/Very Bad

Salubrity in Junior High School: fair

Percentage of Junior High School covered area in
Ruins/irrecoverable

Percentage of Junior High School covered area in Bad
Condition

Percentage of Junior High School with uncovered
area/pupils < 1

Percentage of Junior High School with uncovered
area/between 1 and 5 pupils

Normal Classrooms with area < 30 M2

Special Classrooms with area < 35 M2

Workshop Classrooms and similar with area < 70 M2
Normal Classrooms with area between 30 and 47 M2
Special Classrooms with area between 35 and 54 M2

Workshop Classrooms and similar with area between 70
and 99 M2

Location of Senior High School: Bad/Very Bad
Location of Senior High School: fair
Salubrity in Senior-High School: Bad/Very Bad
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IND43122 —
IND43211 —

IND43212 -
IND43221 —
IND43222 —

IND43231 —
IND43232 —
IND43233 —
IND43234 —
IND43235 —
IND43236 —

ISOLAMT® —
PARQUE-1 —
PARQUE-2 —
PARQUE-3 —
PARQUE-S —
PART-1 —
PART-2 —
PART-3 —
PART-S —
PESO —
SECUND -.
SOBREOC! —
SOBREOC?2 —
SOBREOC3 —
SOBREOCS —
SOBOCPI —
SOBOCP2 —
SOBOCP3 —

Salubrity in Senior High School: fair

Percentage of Senior High School covered area in
ruins/irrecoverable

Percentage of Senior High School covered area in Bad
Condition

Percentage of School Facilities with uncovered area/pupils
<1

Percentage of School Facilities with uncovered
area/between 1 and 5 pupils

Normal Classrooms with area < 30 M2

Special Classrooms with area <35M2

Workshop Classrooms and similar with area < 70 M2
Normal Classrooms with area between 30 and 47 M2
Special Classrooms with area between 35 and 54 M2

Workshop Classrooms and similar with area between 70
and 99 M2

Isolation of CPTV School Facilities

Condition of Primary School Building Stock

Condition of Elementary School Building Stock
Condition of Junior School Building Stock

Condition of Senior High School Building Stock

Index of share of buildings with other school grades
Index of share of buildings with other school grades
Index of share of buildings with other school grades
Index of share of buildings with other school grades
Proportion of CPTV teaching in Elementary School
Lack of Infrastructures in Elementary School
Over-enrolment of Infrastructures in Primary School
Over-enrolment of Infrastructures in Elementary School
Over-enrolment of Infrastructures in Junior High School
Over-enrolment of Infrastructures in Senior High School
Under-enrolment of Infrastructures in Primary School
Under-enrolment of Infrastructures in Elementary School
Under-enrolment of Infrastructures
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SOBOCUPS - Index od under-enrolment in Senior High School -
Percentage of classes with less than 15 pupils

URB-1 - Index of Lack of Urbanization Quality in Primary School

URB-2 -~ Index of Lack of Urbanization Quality in Elementary
School

URB-3 — Index of Lack of Urbanization Quality in Junior High
School

URB-S - Index of Lack of Urbanization Quality in Senior High

School
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UTILIZACAO EFICIENTE DE VEICULOS NA
RECOLHA DE RESfDUOS SOLIDOS
URBANOS

Luis N. Vicente
Departamento de Matemdtica
Universidade de Coimbra

‘Resumo

Este trabalho descreve a utilizag#o eficiente de veiculos na recolha de residuos sélidos
urbanos rurais.

Apés uma descrigdo dos processos de formulagiio ¢ modelagio, é feita uma abordagem
sumdria dos principais métodos existentes, Enquadrada no conhecido "Vehicle Routing
Problem" surge a heuristica de Fisher e Jaikumar, exposta com maior detalhe. Referem-se
também os métodos de resolugiio do caixeiro viajante que complementam as referidas

" heuristicas. i

5#o apresentados resultados computacionais para problemas com dados reais. i abordado

o enquadramento informdtico do trabalho, ;

1. Descri¢io do Problema

A determinagdo de percursos adequados na recolha de residuos sélidos
urbanos constitui, como em todos os problemas de distribuigfio e recolha, um
aspecto importante numa politica integrada de redugdo de custos de
- transporte. Assim o entendeu também a Direcgo Regional do Ambiente da
Regifo Centro, instituigdo que colaborou no desenvolvimento deste projecto e
a qual se destinam os seus primeiros resultados.

O problema com que nos depardmos foi o de estabelecer os percursos de
veiculos em redes vidrias de recolha de residuos sélidos de cardcter nio
citadino. E suposto haver um pequeno grupo de concelhos para o qual existe
um tnico aterro ou estagdo de tratamento. Este local € também o da saida e
chegada dos veiculos. O objectivo do estudo é minimizar a distincia total
percorrida pelos veiculos sujeitos a restri¢ées de capacidade e de tempo.

Usualmente designaremos por nés todos os pontos de recolha,
cruzamentos (1) e também o aterro ou estagfo de tratamento,

(1) poderé haver pontos de recolha que também sejam cruzamentos. Quando nos referirmos
somente a cruzamentos estaremos a considerar os cruzamentos que n#o sdo locais de
recolha,
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Assim como dados do problema considerdmos:

o 0 nimero de pontos de recolha;

e 0 nimero de cruzamentos;

» as possiveis ligagGes entre qualquer par de n6s (existentes no caso
de haver uma estrada de comunicagiio) e correspondentes
distAncias;

» as quantidades de lixo a recolher em cada ponto de recolha;

» 0s tempos gastos a recolher em cada ponto de recolha;

* 0s tempos méximos disponfveis de cada veiculo;

¢ as capacidades dos veiculos.
O mimero de veiculos poderd ser um dado do problema ou um seu

resultado.
E ainda usual considerar-se como um dado do problema o conjunto dos

tempos gastos a percorrer os caminhos enire dois quaisquer nés. No nosso
estudo estes valores ndo foram tidos em consideragéo, pois tal facto levaria a
uma desnecessdria complicagdo do problema. Néo se pense porém que esta
omissio é demasiado grosseira. A grande concentragio do tempo gasto por
cada veifculo é realizada na recolha. Além disso o factor tempo € apenas
limitativo; somente a distincia total percorrida pelos vefculos determina a
qualidade das solugdes.

Este problema aparece na literatura, nas suas diversas versdes, sob o
nome " Vehicle Routing Problem" . Referir-nos-emos a ele pelas iniciais
- VRP. Alguns dos seus métodos de resolugdo baseiam-se em técnicas de
resolugiio do problema do caixeiro viajante (TSP-"Traveling Salesman
Problem").

A dimensdo do problema, isto é, o nimero de nés existentes, € um factor
na sua modelagdo. Os métodos que o abordam sdo muito sensiveis ao
aumento desmesurado da sua dimensdo. No entanto a dimenséo pode ser
reduzida ao agrupar um pequeno nimero de pontos de recolha vizinhos,
criando um Wnico novo ponto de recolha (que serd um né). O total de lixo a

recolher neste novo ponto € a soma das quantidades a recolher nos vdrios
pontos agrupados.

A distiincia percorrida por um veiculo ao despachar um pequeno conjunto
de pontos de recolha que foram agrupados € de capital importncia, ndo em si
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para o nosso problema, mas para, uma vez dividida pela velocidade média de
recolha do veiculo, dar origem ao tempo de recolha no né respectivo.

Ao considerarmos que cada novo ponto de recolha tem de ser despachado
de uma s6 vez e por um sé veiculo, estas distincias associadas aos novos
pontos de recolha, sdo, como jd dissemos, irrelevantes para a escolha das
solugdes. A soma destas distncias terd de ser adicionada, na solugdo final, a
soma das distiancias percorridas pelos vefculos entre os diversos nés (ver
figura 1).

®

Figura 1 - 1, 2,3,4 ¢ 5 n6s; 6,7 e 8 pontos de recolha que agrupados

deram origem ao novo ponto de recolha 3. Depois de
despachado o né 3, um novo veiculo que por af passe j4 ndo terd
de realizar a recolha e como tal de efectuar o percurso 3-6-7-8-3.
Esse novo veiculo ji ndo percorre a distdncia associada ao n6 3.
As velocidades médias dos veiculos foram classificadas em trés tipos:
rural, semi-urbana e urbana, consoante a localidade em causa.

2. Formulagio do Problema (

Antes de nos debrugarmos sobre a formulag@o propriamente dita convém
esclarecer como se construiu a matriz das distancias [cj;] entre dois quaisquer
n6s. O elemento c;; desta matriz ird corresponder a distincia mais curta entre
osndsiej(1).

(1) O algoritmo que utilizdmos para determinar o caminho mais curto entre qualquer par de
nds, bem como a sua distincia, encontra-se em [14, pag. 82].
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O conjunto de nés, inicialmente constituido por pontos de recolha,
cruzamentos e pelo aterro, passard no decorrer da nossa abordagem teérica a
ser formado somente pelos pontos de recolha e pelo aterro. As linhas e
colunas da matriz [cij] referentes a nés do tipo cruzamento deixardo de ser
tidas em conta. No final, depois de estabelecidos os percursos entre os pontos
de recolha, a passagem de um ponto ao seguinte num dado percurso &
efectuada segundo o caminho mais curto. Aqui voltaremos a usar a
informag#o relativa aos cruzamentos.

A formulagio do problema exposto apresenta vérias versdes na literatura.
Quase sempre sdo equivalentes e diferem entre elas no tipo de restricGes a
infrigir ao percurso dos veiculos. Das estudadas pensamos que a de
Christofides et al [4] é bem elucidativa. Nessa formulagéo consideramos que:

* N € o nimero de pontos de recolha;
K 1 se o vefculo visita j apés visitar i

Ty { 0 senido

° [cij] ¢ a matriz das distincias/custos entre os vdrios nés usualmente
simétrica(1). Notar que {0, 1, 2,..., N} é o conjunto de nés e que
0 € o aterro/estagdo de &atamento;

* [tt;] € a matriz dos tempos — também simétrica em principioo;

* M € o nimero de veiculos;

* 1; € 0 requerimento (quantidade de lixo) em cada né;

* t; € o tempo perdido a despachar i;

* Uy € a capacidade do vefculo k;

¢ Tk € o tempo méximo disponivel do vefculo k.

A formulag#o € entdo:

N N M ‘
Min Y Y cij 2, x& (1)
i=0 j=0 k=1
JA
N M .
sa. Y > xk=1,j=1.,N 2)
i=0 k=1
i#j

(1) No nosso problema as distancias sdo as mais curtas e como as redes concelhias s3o no
orientadas a matriz é simétrica.
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N
Zx,p me_o k=1,..,M; p=0,.,N  (3)
B
N N
>y, x<U, k=1,.,M (4)
=l j=0

T
N N N N
> 2 x> 4y, x§ST, k=1L, M (5)
i=1 }:i(l) i=1 t{;(l)
N
> xgi=1,k=1,.,M | (6)
Fl

Deste modo (2) obriga a que um né seja atendido uma iinica vez € (3) a
que todo o veiculo saia do mesmo né a que chegou. (4) e (5) representam as
restri¢des de capacidade e de tempo dos veiculos respectivamente. Que todo o
veiculo seja usado uma e uma s6 vez € traduzido pelas restrigdes (6). A

fungdo objectivo (1) traduz a soma das distdncias percorridas pelos M
veiculos.

Em Golden et al [12] encontra-se uma formulagdo semelhante a exposta.
A diferenga mais significativa € em (6) onde a igualdade passa a desigualdade
do tipo <. Nestas circunstincias um veiculo pode eventualmente nio ser
usado. Refira-se que em ambas as formulagGes aparecem as restrigdes
proibitivas dos subpercursos do VRP. Golden et al [12] apresenta
inclusivamente uma gama deste tipo de restrigdes.

O problema da escolha da formulagdo a adoptar, a partida irrelevante,
assume um cardcter importante na resolugdo do VRP. Fisher e Jaikumar [8]
apresentam uma heuristica parcialmente induzida pela formulagdo que
escolheram. A formulagﬁo ¢ a seguinte:

M 3 Y. i ()%xu) | )

i=0 1=O
J#

N
ZtiyikSTk, k=1,.,M
= @®
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N

ZriyikSUk, k=1,.,. M

i=1

S (0 )

Yik = .

=1 I,i=1,.,N

yik=0v yg=1 i=0,..,N; k=1,...,. M 10)
N 3

2 x5 =Yji=0,.,N

i=0

i#

N

, . k=1,.., M 11

Exli(j=yik’l=0""’N r (1n
=0

i

XijE {0, 1),11;1] = 0,..., N J

1 se o veiculo k recolheu em i,

emqueyik={0 seniio i=0,..., N e k=1,..., M.

Assim as restri¢Ges (8), (9) e (10) estabelecem as restrigdes de capacidade
dos veiculos - restrigdes (8) e asseguram que cada né é visitado por um s6
veiculo e que todos eles passam pelo né 0 — restrigdes (9). O grupo de
restrigSes (11) define um TSP para os clientes servidos para cada veiculo k,
k =1,..., M. Dever-se-do incluir as restri¢des impeditivas dos subpercursos.

Para finalizar esta secgdo vamos apresentar uma formulagéo um pouco
diferentes das ji expostas. Assim, cada percurso de um veiculo &
representado por um vector bingrio aj de dimensdo N. A posi¢do i de cada
vector aje {0, 1} conforme o veiculo ndo visita ou visita o n6 i. A cada coluna
aj associa-se um custo ¢j, fruto da resolugdio de um TSP sobre o conjunto
{0}U(i: aj(i) = 1}. Esta formulagdo apresentada em Agarwal et al [1] reveste
a seguinte forma:

Min z Cj-X;
i

sa. 2 axj=ee=[l,.,1]'eRY (12)
i

xje (0, 1)
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com j a percorrer todos os possfveis percursos. (12) assegura que cada né é
visitado por um s6 veiculo. Ao considerar cada coluna a;, ter-se-4 de ter em

conta as vdrias possiveis restrigdes, como por exemplo as de capacidade:

rT.aj <uU
comr = [r,..., rn]T e U a capacidade dos veiculos. Esta formulagdo serd
designada por PC (partigéo de conjuntos). Refira-se que xj € 1 ou 0 consoante
o “percurso” a; € ou ndo inclufdo na soluggo.

3. Métodos de Resolucio

3.1 - Resolu¢io do VRP
A natureza combinatéria explosiva deste problema, isto é, o aumento
desmesurado do nimero de solugdes com a dimensdo do problema, levou a

um esforgo na criagdo de heurfsticas. Das heuristicas mais conhecidas
salientamos:

i) Clarke e Wright [5];
ii) Gillete Miller [11];
iii) Foster e Ryan [9];
iv) Fisher e Jaikumar [8].

A primeira baseia-se na construgdo sucessiva dos percursos [2, 3, 10, 12,
16, 21]. As segunda e quarta encontram-se, assim como a de Tyagi [19], na
familia dos métodos de duas fases. Na primeira fase os nés sdo indexados
aos percursos dos veiculos para depois, numa segunda fase, ser determinada
a ordem pela qual cada sequéncia de nés é percorrida usando uma heurfstica
do TSP. Gillet ¢ Miller usaram um sistema de coordenadas polares. A
heuristica de Fisher e Jaikumar serd abordada mais adiante.

Existem também heuristicas de melhoramento de percursos. Comecando
com uma determinada solugdo alteram-se ligages a fim de obter melhores
resultados. Christofides e Eilon [3] e Russel [17], modificaram neste sentido,

a heuristica do TSP proposto por Lin e Kernighan [15].
Como métodos de optimizagio mais conhecidos temos:

i) Christofides et al [4];
ii) Laporte et al [13];
iii) Agarwaletal [1].
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O primeiro enquadra-se no tipo Branch and Bound cl4ssico. Os limites
sdo obtidos por relaxagGes rc'sol‘vidas por Programagéio Dindmica. O método
utiliza também caminhos mais curtos. O segundo baseia-se na formulagio do
TSP. O terceiro € talvez o mais robusto dos trés, no sentido em que restri¢des
de qualquer ordem sobre os percursos dos veiculos sdo mais facilmente
adaptdveis. Assenta na formulagdo PC, jd utilizada com sucesso por
Desrosiers et al [7] ao estudo do VRP com restrigSes sobre a tripulagio dos
veiculos. '

Convém ndo esquecer o papel que os méiodos interactivos podem
desempenhar na resolugéo deste tipo de problemas. A heuristica de Fisher e
Jaikumar pode incluir uma fase interactiva. Cullen et al [6] apresentam uma
heurfstica interactiva também baseada na formulagdo PC.

Em [20] apresentdmos um estudo computacional da eficiéncia destas
técnicas. Este estudo indicou que a heuristica de Fisher e Jaikumar &
normalmente o processo mais recomenddvel para a resolu¢do do VRP. Por
isso apresentamos seguidamente uma descrigdo sumdria desse processo.

A heuristica Fisher ¢ Jaikumar procura resolver o VRP usando a
formulagdo (7) — (11) em 2. A ideia subjacente ao método é reformular
inicialmente esse problema nos seguintes termos:

M
Min Y, f(yy)
k=1

N
S.a. Zri Vik SUg, k=1,.... M

i=1

N

Yty <Tk, k=1,..., M (1)
=1

M

Y yx=1,i=1,.,N

k=1

N

Yyx21, k=1,..,M
i=1
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em que f(y}) é o custo 6ptimo de um TSP para os n6s do conjunto N(yy) =
{O}U{i:yy =1}, k =1,..., M. Oiiltimo grupo de restrigdes obriga a que

cada veiculo seja utilizado. N

Seguidamente substitui-se f(y,) por z hji.yix € resolve-se (1). Assim se
i=1

obtém uma solugio admissivel ao distribuir os nds por cada veiculo.
Para cada conjunto de nés a resolugio de um TSP fornecerd o percurso
definitivo de cada veifculo.
Resta saber como determinar os "hy". Para isso o seguinie processo
sugerido em [8] € particularmente eficiente:
i) comegar com um conjunto inicial {ij,..., ipg} de nés indexados
a cada veiculo;

ii) o coeficiente h;y é o custo de iniroduzir o cliente i no percurso 0

_>
é.._

ig. Assim:
hik = €oi — Coij, *+ Ciiy- |
O tltimo grupo de restrigGes em (1) poderd ser substituido por:
yikk =1 , k= 1,..., M,
o0 que determina que, cada veiculo (suponhamos k) seja utilizado e, mais do

que isso, a visitar o seu respectivo né i.
O conjunto inicial pode ser introduzido automaticamente ou pelo analista.

Esta ultima maneira poderd ser a mais aconselhada pelo conhecimento prévio
da rede. Os nés mais importantes, i.e., com maiores requerimentos sdo
geralmente escolhidos. Os préprios "hy " podem ser parametrizados como
acontece, por exemplo, na heurfstica Clarke e Wright. A face interactiva surge
assim com naturalidade. Em Fisher e Jaikumar [8] encontram-se ainda outras

sugestdes.
3.2 = Métodos de Resolugﬁo do TSP

Dado um conjunto de nés {1,..., n} e a respectiva matriz das distincias
[cij], aqui sempre considerada simétrica, o TSP consiste em estabelecer um
tinico percurso de distiancia minima através de todos os nds passando uma e
uma s6 vez por cada um.

Dos vdrios processos de resolugdo do TSP distinguimos trés métodos a
saber:
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(i) um método tipo Branch and Bound [18].

(ii) um algoritmo heurfstico que consiste somente em tentar obter
uma primeira solugfo razodvel. Reside em agrupar os nés por
intermédio de uma regra de inser¢io. Lembre-se que a
heuristica Clarke e Wright se baseia no mesmo tipo de regra.

(iii) uma segunda técnica heurfstica conhecida por 3-OPT e que se
baseia na realizagdo de trés trocas de arcos, numa solugdo j4
obtida, por trés novos arcos, a fim de melhorar o mais
possivel. Trés trocas é considerando um compromisso
adequado, pois a escolha de duas peca por obtengdo de mds
solugbes e de quatro origina normalmente tempos
computacionais muito grandes. Estas consideragdes bem como
mais detalhes sobre os dois métodos heurfsticos apontados
encontram-se em [18].

Em [15] € exposto uma heurfstica de trocas mais flexivel em que o seu
mimero ndo € fixo A priori.

Sugerimos [20] para um estudo computacional de todos estes métodos.

4. Resultados Computacionais

A titulo ainda que experimental obtivemos resultados praticos para o
Concelho de Penela, Distrito de Coimbra.

Antes de os apresentarmos, refira-se que enquadramos o projecto em
termos informdticos, num versétil programa, tipo "interface", que além de
possibilitar um fécil contacto com o utilizador permite armazenar, aceder e
alterar toda a informagdo existente de forma eficiente. Assim é possivel, por
exemplo, criar uma nova ligagéo entre dois dados nés (correspondente a uma
nova estrada) sem ter de introduzir de novo toda a rede ou alterar

simplesmente a capacidade de um veiculo, podendo assim de imediato obter
novos resultados.

Este programa funciona com as heuristicas Fisher & Jaikumar e Clarke &
Wright, permitindo assim fixar ou ndo A priori o ndmero de vefculos. No caso
do utilizador querer 2 partida fixar o nimero de veiculos, o output € sempre o

obtido pela heuristica Fisher e Jaikumar. Caso contririo o output
corresponderd a heuristica que melhores resultados obtiver. '




L.N.Vicente | Recolha de Resfduos Sdélidos Urbanos 57

Para a resolugdo dos TSP's implementdmos a heuiristica 3—-OPT ¢ o
algoritmo do tipo Branch and Bound possibilitando, respectivamente, tempos
de execugdo mais rdpidos ou resultados mais precisos.

Apresentamos entdo os resultados relativos ao concelho referido.
Destacdmos 33 n6s (cinco do tipo cruzamento). Os dados datam de 1987.
‘Obtivemos os seguintes resultados:

Nimero | Totalde | Totalde | Capacidade Total de
de Disténcia Lixo | Desperdicada| Tempo Gasto
Percursos |Percorrida | Recolhido |[Pelos VeiculogPelos Veiculos
(Kms) |{(ioneladas)| (Toneladas) (Horas)
1 119.35 2.054 0.946 7.569
2 119.95 2.054 3.946 7.569
3 - 123.55 2.054 6.946 7.569

Os resultados foram sempre obtidos pela heuristica Fisher e Jaikumar com
a heuristica 3-OPT. A capacidade dos veiculos foi considerada de 3
toneladas. As diversas velocidades médias foram por nés atribuidas
consoante a importincia de cada localidade; o rigor, ndo € neste caso,
absoluto.
Do que ficou por fazer neste projecto, € a fim de o tornar mais completo,
ou seja, mais perto da realidade, destacamos: .
» diferenciar o local de safda e entrada dos veiculos do aterro ou
estagdo de tratamento;
¢ modelar o tempo de recolha, ndo pela velocidade média dos
veiculos, mas pelo tempo gasto a recolher a recolher cada
contentor. Aqui € importante considerar os varios tamanhos dos
contentores bem como o facto de o servigo ser ou ndo 2 tarefa;
e a generalizagdo de todos os métodos abordados ao caso de redes
orientadas, ou seja a matrizes ndo siméricas. Isto é particularmente
_ importante nas cidades onde a presencga de sentidos proibidos é
uma constante.
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Resumo

E discutido neste artigo o problema da mensuragio dos ciclos econémicos, e
nomeadamente dos ciclos de crescimento, enquanto dependente da caracterizagdo da tendéncia
de longo prazo como deterministica ou estocdstica - modelos 'TS' ('Trend-Stationary") ou
'DS' ('Diference-Stationary'). Referem-se os instrumentos estatisticos associados a ambos -
ajuste de uma fungio deterministica do tempo e anélise espectral versus modelizagdo
ARIMA ou Estrutural.

Os mesmos sdo utilizados para exame do PIB portugués 1913-86, concluindo-se pela
caracterizagio 'DS'.
Abstract

This paper discusses the problem of measuring business cycles, namely the growth
cycles, as depending on the characterization of the trend as deterministic or stochastic - 'TS'
('Trend-Stationary') or ‘DS’ (Difference-Stationary'). Statistical tools associated with both
are mentioned - deterministic function of time and spectral analysis versus ARIMA or
structural models. Tools are used to examinate the portuguese GDP 1913-86, the
conclusion being to prefer the 'DS' characterization,

1 - Ciclicidade e Tendéncia em Séries Econémicas

O problema da existéncia e mensuragio dos ciclos econémicos ou ciclos
de negdcios (‘business cycles'), usando a tradugdo literal da designagio
encontrada na literatura anglo-saxénica, é um problema com mais de cem
anos na Teoria Econémica, tendo dado origem a vasta literatura tedrica e
empirica,

Querendo encontrar uma definigdo de ciclo econémico amplamente
difundida e suficientemente abrangente para merecer um amplo consenso,
pode-se referenciar Arthur Burns e Wesley Mitchell ("Measuring Business
Cycles", National Bureau of Economic Research, N.York, 1947). Estes,
~ sinteticamente, caracterizam os ciclos como flutuagbes da actividade
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econémica, Compostos por expansdes € recessdes que se sucedem

ininterruptamente, de durag@o entre 1 e 10 a 12 anos, sem periodicidade
definida.

Esta definigdo, por sua vez, fica incompleta se ndo destringarmos entre o
que se convencionou designar por 'ciclos cldssicos' e os 'ciclos de
crescimento’,

Os primeiros correspondem 2 delimitagdo das fases de expansio e
‘contracgdo a verificar nas séries brutas representativas da actividade
econémica. Do ponto de vista estatistico, esse trabalho nfo oferece particular

dificuldade, havendo s6 que, cuidadosamente, distinguir pequenas flutuagdes
- conjunturais, de fases do ciclo propriamente ditas.

Quanto aos 'ciclos de crescimento', a sua referéncia aparece nos anos 60,
quando a economia dos principais pafses desenvolvidos conhece uma grande
fase de desenvolvimento, parecendo entdo afastadas as contracgdes da
actividade econdmica, enquanto diminuigfio absoluta do produto real e
aumento do desemprego dos factores produtivos. Em contrapartida, registam-
-se fases de atenuagio das taxas de crescimento, desaceleragées da actividade,
que ndo recessdes no sentido actual. Os ‘ciclos de crescimento' pretendem
entfo exprimir fases de desvio, 'ﬂutuaqc")es, face a tendéncia de longo prazo.
Implicitamente introduziu-se como cerne do problema a questio da
decomposig¢do daquelas componentes nas séries econémicas.

Ora, isolar, determinar, a componente ciclica manifesta nas séries
relevantes da actividade econémica, nomeadamente no Produto, implica a

assungdo de uma decisdo quanto & modelizagfo da tendéncia - assume esta um
cardcter deterministico ou estocéstico.

A opgido pela modelizagio detrministica da tendéncia traduz-se no
ajustamento de uma fungdo do tempo - tipicamente a exponencial ou um
polinémio de grau baixo-, procedendo-se de seguida & substracgiio da mesma
relativamente 2 série original. A ciclicidade dos residuos € entiio objecto de
andlise através do uso do periodograma ou, pondo a ténica no seu cardcter

estocdstico, através do ajustamento de um modelo ARMA, nomeadamente
um AR(2) com rafzes complexas.

Mas esta caracterizagio das séries econ6micas, que é consagrada na
literatura com a designagdo de modelos 'Trend-Stationary' (TS), sofre vasta
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contestagio. Pode-se citar, a propdsito, o artigo de Nelson e Kang (1981)
que mostra como o facto de se retirar uma tendéncia deterministica a um
processo tipo passeio aleatério pode introduzir falsa periodicidade nos
correspondentes residuos. Também noutro artigo do mesmo ano, Beveridge e
Nelson propdem mais explicitamente uma forma de decomposigio de séries
econdémicas baseada em modelos ARIMA., Finalmente, Nelson e Plosser
(1982) consagram a designagiio de 'DIFFERENCE-STATIONARY" (DS)
para processos em que as 1*° (ou outras) diferengas da série original ou do
seu logaritmo, sdo um processo estaciondrio modeliz4vel por um modelo
ARMA.,

Nesse mesmo artigo, os autores analisam diversas séries da economia
norte-americana, com destaque para a do PIB, e concluem favoravelmente
pela sua caracterizagdo como enquadrando-se nos modelos 'DS', i.e., pela
tendéncia estocdstica.

Harvey (1984), por sua vez, embora criticando alguns aspectos do artigo
acima referido, chega a conclusdes concordantes com este, socorrendo-se da
modelizagdo estrututral em espago de estados.

No presente trabalho utilizar-se-do as diferentes ferramentas estatisticas
referidas para andlise do caso da economia portuguesa.

A série utilizada - PIB de 1913 a 1986, a precos de 1977 - resulta da
compatibilizagio das estimativas referentes ao periodo 1913-47 (N.Valério,
1983), com os dados de 1948-57 do INE (INE, 1959), de 1958-1978 do
Banco de Portugal ( B.Portugal, Doc.Trabalho, n°15), e por fim com aqueles
publicados pelo INE de 1979 até 1986. Uma explicagdo mais detalhada sobre
a mesma pode ser encontrada em Soares (1989).

2 - Anadlise Estatistica do PIB Portugués 1913-86

2.1. - Anilise Grafica e dos Valores Brutos
Comece-se a andlise pelo grafico da série - Fig. 1.
Ele revela essencialmente 3 fases:
- At€ finais dos anos 20: Zona de declive quase nulo, com marcada flutuagdo
conjuntural;
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- até 1974: Zona de crescimento, primeiro mais lento ¢ depois mais vivo (a
partir sobretudo do fim da 2* Guerra Mundial). Aqui os tnicos anos de
decréscimo do Produto real sdo: 1936, 1942, 1944 e 1945,

- de 1974 a 1986: novamente major pronunciamento ciclico acompanhado de
uma tendéncia crescente. Dois vales acentuados: 1975 e 1983/84.

PIB 1913 - 1986
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Fig. 1

Nesta evolugdio, que alids apresenta similitudes com a da economia

internacional, € possivel estabelecerem-se os picos e vales delimitadores das
fases de expansdo e recessdo, sem levar em conta os desvios 2 tendéncia -
ciclos cldssicos. Podem-se, entfo, calcular os

Intervalo médio entre maximos: 7.44 anos (D.P.=9.11 anos)
e

Intervalo médio entre minimos: 7.33 anos (D.P. = 8.8 anos)

As medidas dos intervalos entre extremos, consonantes com as diferengas
das fases jd referidas e em que sobressai um perfodo de crescimento continuo
de 1945 a 1974, ndo indiciam a existéncia de regularidade estatistica para todo
o perfodo em andlise.

2.2. - Ajustamento de uma Tendéncia Deterministica

Procedendo de seguida ao ajustamento de uma tendéncia deterministica,
ensaiou-se a utilizagfio de exponencial e de polindémios de grau 2 a 4. Aquela
fornece um valor de RZ (R2 ajustado) de 0.952, enquanto para este
obtiveram-se valores de 0.985, 0.988 e 0,991, Refira-se, relativamente ao
ajuste da exponencial, que o valor obtido do parimetro da tendéncia foi de
3.7. Este pode ser interpretado, como € sabido, como a taxa anual de
crescimento percentual de tendéncia, ao longo de todo o periodo.
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A primeira conclusdo que se pode extrair dos valores obtidos é que,
embora se saiba que para séries econdmicas suficientemente longas a
tendéncia de longo prazo € largamente dominante, € de sublinhar que o
ajustamento polinomial deixa por explicar somente cerca de 1% da variancia
total - isto para a componente ciclica mais a irregular. Tal valor pode ser
contraposto aos 5% da exponencial. Mas neste caso, a mera andlise grafica
parece demonstrar ser irrealista a assungio de taxa de crescimento anual
constante para todo o perfodo que lhe é implicita.

Passemos agora 2 andlise dos residuos:

A visdo geral da série residual pode ser obtida, no que concerne a
exponencial, se referirmos que a curva ajustada vai cortar a série ori ginal em
meados dos anos 20 e 60. Marca entio 3 grandes fases, acima, abaixo, e
novamente acima da tendéncia. Quanto aos ajustamentos polinomiais, a
aderéncia nas extremidades € superior (daf o maior RZ), verificando-se ainda
a elevagiio do pico de 1941 e anos adjacentes.

Com este padriio € 6bvio que os periodogramas dos residuos, enquanto
estimadores do espectro teérico, sdo largamente dominados por ciclos
correspondentes a 1 ciclo para a exponencial e 2 ciclos para os ajustamentos
polinomiais - perfodos de 74 e 37 anos. Para se dar uma ideia mais precisa
refira-se que, para a exponencial, esse pico corresponde a cerca de 74% da
varidncia total, sendo p.ex., de 42% para o polinémio de 3° grau. Na
generalidade ndo depardmos com mais nenhum pico correspondendo a uma
explicagdo de variéincia superior a 10%.

Mas qual € a principal ideia a extrair da an4lise ?

Pensamos que € a existéncia de um pico no periodograma para baixas
frequéncias, correspondendo a valores para o perfodo entre 100 e 50% da
dimensdo da série. Tal parece exemplificar o "caracteristico espectro das
séries econémicas”, correspondente ao que Nelson e Kang apontaram como
resultado de inapropriada extracgfo de tendéncia. No artigo j4 referido, de
1981, eles mostram como uma passeio aleatério a que se retire uma tendéncia
deterministica, apresenta uma fungfio de densidade espectral com um pico

dominante correspondente a um perfodo de cerca de 80% da dimensdo da
amostra.
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Interessante também € comparar os valores das 12 seis autocorrelagdes
dos resfduos referentes a regressdo do logaritmo do PIB (i.e., residuos do
ajuste da exponencial), de um passeio aleatério (dimensdo = 100) e do PNB
real norte-americano entre 1909 e 1970. As duas Gltimas séries foram
extraidas de Nelson e Plosser (1982, p4g.150, tabela 4).

Quadro 1
Autocorrelacio Amostrais dos Residuos
Série rl 12 3 4 5 r6

PIB portugués | 0,88 | 0,81 | 0,73 | 0,61 | 0,52 | 0,49
passeio aleatério | 0,91 | 0,82 | 0,74 | 0.66 | 0.58 | 0.51
PNBEUA | 0,87 | 0,66 | 0.46 | 0.26 | 0.19 | 0.07

Por fim, quanto 2 andlise dos resfduos resultantes da extracgdo de uma

tendéncia deterministica, duas ordens de questdes nos merecem TEparo:
- A primeira refere-s¢ A possibilidade de ajustar fun¢Ses polinomiais ao
logaritmo do PIB, e ndo directamente a este. £ a via prosseguida por Pinto

Barbosa (1985) numa anlise do PIB, entre 1953 ¢ 1980, tendo por fonte o
FMI.

O autor ensaia o ajustamento de uma recta e de um polinémio de 22 grau
para o referido log (PIB). Ambos os ajustamentos apresentam R? de 0.991,
sendo escolhido o modelo menos parcimonioso para ajustamento de um
modelo ARIMA, apesar do reduzido nimero de observagdes. E entdo

identificado um AR(2), indicativo de ciclicidade estocdstica, com periodo de
4.16 anos.

No entanto, com os pardmetros apresentados e a férmula para o periodo
'd' corrigida (V.Box e Jenkins, Holden Day, ed. 1970, pédg. 60 ou Gottman,
C.U.P, 1981, pdg. 233),

2z
arcos [l@ll/(Z(-Qz)Uz)]
o valor obtido foi de 17.34 anos.
De qualquer maneira, o que € interessante referir é que néo parece existir
justificagfo tedrica para o ajuste do logaritmo ciue nfo da série original. Do

ponto de vista prético tentou-se comprovar essa ideia usando os nossos _
dados. Os R? encontrados foram muito idénticos aos dos ajustamento directo
€ a estrutura dos correlogramas e correlogramas parciais mostrou-se também
semelhante, embora com valores mais atenuados apontando para processos
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autoregressivos de 1* ordem. A andlise do periodograma confirmou o
dominio referente a baixas frequéncias.

- A segunda questdio que faltava focar prende-se com a an4lise directa dos
residuos dos ajustamentos. Embora ela nﬁci distinga a componente ciclica da
irregular, corresponde A concepgdo lata de flutuagées do Produto,
interessante na comparagido com os resultados encontrados para a série
bruta. Af € de notar, sobretudo, as novas divisdes introduzidas pelo corte
efectuado pela linha de tendéncia a grande fase intermédia de crescimento -
1945 a 1974. O resultado € a diminuigfo do intervalo médio entre maximos

relativos que passa para valores préximos de 4 anos, com D.P. de cerca de
1.7 anos, para a generalidade dos ajustamentos.

2.3. - Tendéncia Estocdstica - Modelos ARIMA
Neste ponto procedeu-se  logaritmizagdo e diferenciagio de série, por
forma a tornd-la estaciondria quanto as suas média e varifncia. Na Fig.2

observa-se que se corrigiu no essencial o problema da estacionaridade em
torno da média, mas é nitida a maior varifincia na fase inicial.

A LOG (PIB 1913 - 86)
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Fig. 2

As fungbes estimadas de autocorrelagdo amostral (V.Quadro 2),

apresentam, por seu turno, uma estrutura oscilante de valores positivos e

negativos, ndo significativos a 2 D.P., a qual aponta para um processo

aleatério, exceptuando-se ligeiramenie as 1? e 3? autocorrelagdes. A primeira

assume um valor negativo ao contrério da 32 Este comportamento decorre do

cardcter muito oscilante da série diferenciada, onde se denota uma ciclicidade
muito curta, com distincia média entre picos de cerca de 3 anos.
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Avangando na andlise, entendemos proceder ao seccionamento da série no
ano de 1925, correspondendo as fases distintas que tinhamos detectado. A
primeira secgdo fica com um niimero de pontos demasiado pequeno para
prosseguir o estudo. A fase mais recente vem revelar um padréo de ruido
branco. Tal se evidencia no correlograma, corfelograma parcial e ainda no
periodograma integrado que se calculou,

Este iltimo, embora j4 na série completa ficasse dentro das bandas de

95%, correspondentes ao teste de Kolmogorov - Smirnov, é agora mais
nitidamente uniforme,

Por sua vez refira-se que o R? do log(PIB) sobe, no periodo de 1925-
19835, para 0.984. :

A conclusdo que se exirai daqui aponta para a presenga de um modelo
'DS', no caso, um passeio aleatério do log(PIB). Tal merece ser confrontado
com os modelos estruturais de Harvey.

Quadro 2
A LOG(PIB 1913-86) A LOG(PIB 1925-86)
Desfa- | Autoc. | DP | Autocor. | DP Autoc. DP Autoc. DP
samento| Amost, Parciais Amostrais Parciais
Amostrais Amostrais

1 -22701|.11704] -22701 |.11704 | -00014 |.12804| -.00014 |.12804
2 -111741.12292} -.17215 | .11704 || .02026 |.12804]| .02026 |.12804
3 312591.12431] 26688 |[.11704 | .06462 |.12809] .06465 |.12804
4 -.12653|.13465| -.01356 |.11704 || -.14030 |.12862} -.14126 | .12804
5 -.044961.13627| -.02008 |.11704 || -.06349 [.13111] -.06687 |.12804
6 174411.13647| .08273 | .11704 || 22058 |.13161| .22945 |.12804
7 08920].13949| .19919 |.11704| .13875 |.13754| .17096 |.12804
8 -00239].14027| .10308 |.11704| .05619 |.13981| .03066 |.12804
9 .077861.14027] .05963 |.11704|| .12133 |.14018]| .06665 |.12804
10 |-.08999].14086| -.13295 |.11704{| -.06165 |.14189| -.02539 |.12804
11 00828 |.14164| -.02387 | .11704 || -.12771 |.14233] -.08168 | .12804
12 | .00793].14165] -.04653 |.11704 ] -.05232 |.14420] -.09126 | .12804
13 11643 1.14166] .15941 |.11704) .13794 |.14451] .13347 |.12804
14 ]-.08033].14296] -.09302 |.11704 || -.13566 |.14665| -.17073 | .12804
15 ] .01501].14358] -02542 | 117041 .04137 [.14870] -.06226 |.12804
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2.4. - Modelos Estruturais

Procedeu-se ao ajustainento de 3 modelos para o logaritmo do produto:

a) tendéncia estocdstica (nivel + crescimento + componente irregular);

b) tendéncia ciclica (tendéncia estocdstica com ciclo incorporado +
+ comp.irregular);

c¢) tendéncia + ciclo (tendéncia estocdstica + ciclo estocdstico +
+ componente irregular),

Os modelos a) e b) fornecem ambos um valor de R? = 0,9937,
R]% = 0,09 (i.e. 9 pontos percentuais acima do passeio aleatério + taxa de
impulso) e os correlogramas dos resfduos apontam para ruido branco. Por
sua vez as varifincias associadas a tendéncia, muito préximas de zero,
parecem reflectir a grande supremacia da persisténcia na evolugio da série,
considerada neste periodo longo.

No que concerne ao modelo b) ¢ de salientar também que o perfodo
estimado de ciclicidade é de 6.57 anos, sendo muito elevado (1 80) o valor
desvio-padrao do parimetro da frequéncia.

Por sua vez quanto ao modelo ¢), e em face daquele valor estimado de
periodicidade, comegou-se por impdr o valor de 6 e de 7 anos para o ciclo
aditivo. Em ambos os casos os valores de R% e Rlz) foram idénticos aos dos
modelos anteriores. No entanto, os correlogramas dos residuos nio
apresentaram agora o aspecto de rufdo branco, j4 que se destacou um valor
significativo a 95% de confianga, correspondente ao desfasamento 3.
Procedeu-se, entfo, & imposigdo de perfodo igual a 3, tendo-se ultrapassado
aquele problema e elevado ligeiramente o R2 para 0,944 e o R]ZD para 0,1. No
entanto, tal como anteriormente, a ciclicidade encontrada explica valores
muitissimo reduzido da variagdo do Produto, em escala semelhante 2
componente irregular.

O PERIODO 1925-86

Jé referimos anteriormente a diferenga encontrada antes e depois dos
meados dos anos 20. De facto, e embora sublinhemos que os valores
encontrados para as 1* décadas sdo estimados, é de realcar na 1% fase, p.ex.,
as seguintes taxas de enorme varia¢do do Produto:

1918 : -25%; 1921 :-20%; 1922 : +26%.
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Ignorando o 12 perfodo, tinha-se concluido o acentuar da caracterizagio da
série como a de um passeio aleatdrio + taxa de impulso. A utilizagfo da
modelizagfio estrutural veio obviamente confirmar esta perspectiva. Assim
obteve-se agora nm R? = 0.9978 e sobretudo um R12) = 0.0015, i.e.,

praticamente nulo.

3 - Conclusdes

= O Produto real tem 3 fase distintas quanto 2 instabilidade do seu
crescimento. As mesmas, coincidindo aproximadamente com a 12
Republica, Estado Novo e Pés - 25 de Abril, ndo devem levar a
sobrevalorizar-se o papel explicativo das mutagdes do regime, j4 que hd a
considerar importantes mudangas também ocorridas na economia
internacional.

Ngo havendo razdo para considerar que o padrio da iltima fase é o tinico
relevante na extrapolagfio dos anos vindouros, uma andlise a mais prazo
(mais de 30 anos) revela que as flutuagdes ciclicas sdo responsdveis pela
explicagdo da varidncia do Produto num montante inferior a cerca de 1%.
Esta conclusio € vilida para os diferentes modelos ajustados, com excepgao
da exponencial para todo o perfodo (1913-86), mas parecendo este abusivo,
pelo que atrds referimos.

- Quer na tentativa, para os 'ciclos cldssicos', de isolar a flutuagdo ciclica de
inflexdes da tendéncia ou da componente irregular, quer mais nitidamente
na definigfo dos 'ciclos de crescimento', a questdo primordial da an4lise
estatistica parece ser a de como modelizar a tendéncia-deterministica ou
estocdstica.

Ainda que a existirem razdes da Teoria Econémica que perfilhem a 12
alternativa, a nés parece-nos que a adopgdo, neste caso, de fungdes
polinomiais no tempo, se ganha em aderéncia relativamente a fungdes
lineares ou exponenciais, carece de interpretagdo econémica que as
- imponham face a tendéncias estocdsticas.

Por seu lado, confirma-se que, embora perante valores elevados de
aderéncia (R2), se podem estar a introduzir nos residuos, sem aparenfe
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significado, grandes fases acima e abaixo da tendéncia, as quais vém deturpar
a posterior utilizagdo da andlise frequencista.

Confirma-se, nesse Scntido, as andlises de autores como Nelson e Kang
(1981), que sublinharam o aparecimento, neste caso, de um pico dominante
nas baixas frequéncias.

- No quadro néo determinfstico, a andlise efectuada com modelos ARIMA e
estruturais conclui pela na caracterizagio do PIB como "Diference-
Stationary" e nomeadamente como passeio aleatério + impulso, que se
acentua a partir de meados dos anos 20,

- Ainda assim € possfvel notar-se uma ciclicidade residual, de reduzida
amplitude, de perfodo médio igual a 3 anos - flutuagdo estdvel que se torna
também evidente na taxa de crescimento do PIB. Por sua vez, na série
bruta, os valores entre picos (‘ciclos cléssicos'),‘ apresentam médias de 7-8
anos, mas com uma enorme variabilidade que lhe retira significado.
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Resumo

O Reforgo do Dual e a Decomposi¢@o Lagrangeana sdo duas formas distintas de obter
minorantes do valor éptimo de um problema de minimizagio que dominam os obtidos com
a Relaxagfio Lagrangeana usual,

A combinagfio dos dois métodos, Reforgo da Decomposi¢io Lagrangeana, produz um
minorante que domina os resultantes de usar qualquer dos métodos scparadamente.

Nesta nota é feito um “"survey" dos principais resultados tedricos referentes a estes
métodos fazendo-se, a finalizar, uma aplicagio do Reforgo da Decomposigdo Lagrangeana a
trés problemas especificos: O Problema da Afectagiio Generalizada, o Problema de Matching
com Limites Superiores Generalizados e o Problema do Caixeiro Viajante Assimétrico.

Abstract

Recently several Lagrangean techniques yielding stronger bounds than the usual
Lagrangean bounds appeared on the literature: Bound Improving Sequences, Lagrangean
Decomposition and Improved Lagrangean Decomposition.

In this note we survey the theory on which these techniques rely upon and discuss
applications of the Improved Lagrangean Decomposition technique to the Generalized
Assignment Problem, to the Matching Problem with GUB side constraints and to the
Assymetric Travelling Salesman Problem,

Keywords: Lagrangean Relaxation, Integer Programming,

1. Introdugio

O propésito desta nota é o de fazer um "survey" sobre alguns avangos
recentes na determinagdo de limites inferiores, baseados na técnica da
Dualidade Lagrangeana, para problemas de Optimizagdo Combinatéria.

Na secgdo 2, € seguindo as ideias de Barcia (1985) (1985a) e (1987),
apresentaremos um método de Reforgo do Dual, que consiste na construgio
de problemas duais cujos valores 6ptimos formam uma sequéncia crescente
de minorantes do valor éptimo do problema inicial. Estudaremos também em
que condigdes é que esta sequéncia de minorantes € estritamente crescente,
atingindo-se ento o valor 6ptimo do problema primal.
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Quando no problema primal temos dois grupos distintos de restrigdes
“manobrdveis", a Decomposigdo Lagrangeana, sugerida separadamente por
Guinard & Kim (1987) e Jornsten & Nisberg (1986), permite-nos duplicar
as varidveis de forma a que no problema dual estejam presentes ambas as
substruturas do problema original, obtendo-se assim um minorante melhor do
que o da relaxagdo usual, como veremos na secgio 3. Af estudaremos
também em que condigdes é que a Decomposigio Lagrangeana € estritamente
melhor do que a Relaxagdo Lagrangeana usual.

Na secgdo 4, seguindo as ideias de Barcia (1988) Amado (1989) e Barcia
& Jornsten (1990), veremos como combinar o Reforgo do Dual e a
Decomposicio Lagrangeana, de forma a obtermos um minorante que domine
os resultantes de aplicar qualquer dos métodos separadamente. Veremos
ainda em que condigdes a domindncia € estrita.

Na sec¢do 5 desta nota aplicaremos o Reforgo da Decomposigdo
Lagrangeana a trés problemas especificos: ao problema da Afectagiio
Generalizada, Barcia & Jornsten (1990), ao Problema de Matching com
Limites Superiores Generalizados, Amado & Barcia (1988) e Amado (1989),
¢ finalmente ao Problema do Caixeiro Viajante Assimétrico, Barros & Barcia
(1990).

Terminaremos com apresentagdo das principais conclusdes.

2. Reforgo do Dual

Da teoria geral da Dualidade Lagrangeana, veja-se por exemplo
Rockafeller (1970) Geoffrion (1974) Fisher (1978) Shapiro (1979) Shapiro
(1979a) Bazaraa & Shetty (1979) Minoux (1983) Fisher (1985) Nemhauser
& Wolsey (1988) Parker & Rardin (1988), sabe-se que uma das formas de
obter minorantes do valor Gptimo de um problema de minimizagao € relaxar (2
Lagrange) um conjunto de restrigdes. No entanto, este processo pode tornar o
problema dual num problema "demasiado" ficil (por exemplo, se o dual
verificar a propriedade da integralidade) e entdo o minorante obtido (que

designamos por £) poderd ser muito menor do que, o valor 6ptimo do
problema.

Assim, uma técnica que tem resultado em muitas aplicagdes, consiste em
acrescentar ao problema primal restri¢es redundantes (isto &, que ndo alterem
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o valor éptimo do problema), mas que reduzam significativamente o conjunto
de solugbes admissiveis do dual (se relaxarmos o mesmo conjunto de
restrigdes). Usando esta técnica de reforgo do dual, vamos criar uma
sequéncia de problemas duais cujos valores éptimos formam uma sequéncia
crescente (em sentido lato) de minorantes do valor 6ptimo do problema

original. Estudaremos ainda em que condigdes é que esta sequéncia é
 estritamente crescente, conseguindo-se assim ultrapassar o "gap" de
dualidade.

Consideremos entfio o seguinte problema de Programagéo Linear Inteira

@ Z =min cx

Ax<b

xeX
onde ce N7, be 2™ e A ¢ uma matriz de inteiros de dimens&es apropriadas.
Admitimos que X é um subconjunto limitado de Njj e que o problema (P)
tem Gptimo finito.

Suponhamos que conhecemos um minorante £, do valor 6ptimo de (P),
A< z, e designemos por X o conjunto Xy = {xe X : cx 2 £y]}.

Entdo, se trocarmos em (P) a restrigdo xe X por xe Xy, é ébvio que o
valor 6ptimo de (P) se mantém. E com esse sentido que dizemos que (P)
pode ser equivalentemente reformulado por

P Z = min cx

Ax<b
xe Xy.
Seja ue R™ um vector de multiplicadores ndio negativos. Entdo, o dual
Lagrangeano obtido de (P ) relaxando as restrigdes Ax <b é:
DLy A1 =max  min [cx + u(Ax-b)]

u20 xe Xy
A expressdo acima define um processo iterativo que suporemos

inicializado com o limite inferior da relaxagio Lagrangeana usual 2, = £,
dando origem a uma sequéncia de limites inferiores cuja dificuldade de
cdlculo depende do conjunto das restrigGes implicitas, X, escolhido

inicialmente. Existem, felizmente, alguns casos em que o seu cdlculo néo &
exageradamente dificil. Eis dois casos em que tal acontece:
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Caso 1: Vejamos o que acontece se X = (0, 1}". Repare-se que, em (DLy), o
problema interno de minimizagdo ¢ um problema de mochila bindria
(0-1 knapsack problem) que é um problema ficil de entre os
dificeis, isto ¢, embora esteja em NP ¢é pseudo-polinomial [veja-se
Walukiewicz & Dudzinsky (1987) e Martello & Toth (1990)]. Note-
-se ainda que o dual que obtivemos néo verifica a propriedade da
integralidade, contrariamente a0 que aconteceria se ndo tivéssemos
substituido X por Xj, podendo assim concluir-se que reduzimos o
problema inicial (P) a uma problema mais ficil, mas ndo
"demasiado" f4cil.

Caso 2: Suponhamos agora que o conjunto X ¢ um pouco mais complicado
do que o do exemplo anterior: xe Xy se e s6 se xe {0, 1}" e x
verifica um conjunto de restri¢des de semi-afectacfio. Neste caso, o
problema de minimizagdo presente em (DLy) é um problema de
mochila bindria de escolha muiltipla (multiple choice knapsack
problem) que € do mesmo grau de dificuldade do que o de mochila
simples [veja-se ainda Walukiewicz & Dudzinsky (1987) e Martello
& Toth (1990)].

E f4cil de verificar que a sequéncia de problemas duais (DL;) d4 origem a
minorantes £} que formam uma sucessio de limites inferiores crescente (em

sentido lato). Com efeito vale o seguinte
- Teorema 2.1: £, ;2 2. ¢

Prova: £, =max min [cx + u(Ax—b)]
u20 xe Xy
2mincx = mincx 2 2.
xe Xy cx 2 Ay
xe ¥ ¢
Naturalmente que o mais interessante seria obter condigdes que nos digam
quando € que esta sucessdo de minorantes € estritamente crescente. Na
verdade, prova-se facilmente que
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Teorema 2.2: Se £y, = A entdo u = 0 é um vector 6ptimo de

multiplicadores. ¢
Prova: Se £y, = £y a cadeia de desigualdades estabelecida na demonstragdo
do teorema 2.1. transforma-se numa cadeia de igualdades, isto é

Ay = max min [cx +u(Ax-b)] = mincx = £
u20 xe Xy xe Xy

onde, pela segunda igualdade concluimos que u = 0 é um vector éptimo de
multiplicadores. é

Por outras palavras, o que o teorema 2.2. nos diz é que se u = 0 ndo for
um vector éptimo de multiplicadores (e note-se que para isso basta encontrar
outro vector que aumente a fungfio dual), entdo 2, ; € estritamente maior do
que 2. Assim, jd conhecemos uma condigo suficiente para que a sucessdo
de minorantes seja estritamente crescente,

Relembremos agora que resolver um dual Lagrangeano dum problema de
Programagdo Linear Inteira € o mesmo do que resolver um primal
modificado, em que se convexificaram as restrigdes ndo relaxadas. Assim, €
imediato que

Teorema 2.3:

(Pk C) £k+1 = min cx
Ax <b
xe Conv {xe X : cx 24}. ¢

Estamos agora em condi¢des de procurar uma condi¢do necessdria e
suficiente para o problema que vimos a estudar.

Teorema 2.4: Consideremos os conjuntos de nivel da fungdo objectivo,

isto &, os conjuntos L(y) = {xe X : cx=y}. g, >Lsee

6 se Conv B(L) N {(xe R": Ax < b} = 4. ¢

Prova: Se Conv 8(£,) N {xe R" : Ax < b} fosse ndo vazio, existia pelo
menos um ponto x* tal que x*e Conv {xe X :ex=4} N {xe R": Ax <b).
Nestas condigdes, € 6bvio que
ex™® = 2y (1)
e que (A € B = Conv A C Conv B)
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x*eConv {xe X : cx 221N {(xe R": Ax < b) (2)
isto €, pelo teorema 2.3, a condigdo (2) implica que x* é solu¢fo admissivel
de (PcC). Como o valor 6ptimo do problema (PxC) € maior ou igual a 2y,
pela condigdo (1) concluimos que x* ¢ uma solugdo 6ptima de (P,C) e
,3k+1 >£k.

Reciprocamente, como os problemas (P, C) e (Px_1C) tém a mesma
fungéo objectivo, o conjunto das solugdes admissiveis de (PC) estd contido
no das solugdes admisstveis de (Py_;C) se £y, >4. Entdo, nio existe em
Conv XN {xe R": Ax <b} nenhuma solugdo éptima de (P_,C), isto é:

Conv XN {xe R™: Ax < b} N {xeConv X;_;: Ax <b, cx =4} = 0.

Entdo, como ¥ C X1,

Conv 3, N {xe R":cx = £} N {xe R™: Ax < b}= 9 isto é, usando a
defini¢do de X, .

Conv {xe X 1cx2 Lk} N {(xeR":cx = £} N (xe R": Ax < b}=4.

Relembrando que Conv (A N B)' C (Conv A N Conv B), tem-se a
seguinte inclusdo:

Conv {xe X :cx2 £} N (xe R™:cx = £, ) D

O Conv {xe X :cx2 Ly, xe R", cx = 4 ) =

= Conv {xe X : cx = £} , pelo que

Conv {xeX :cx =2} N {xe R": Ax < b}=0. ¢

Estabelecemos assim um resultado que nos d4 uma condi¢do necessdria e
suficiente para que se tenha £y, > 2.

Daremos agora um exemplo geométrico para ilustrar os teoremas 2.3 ¢
2.4.

Exemplo 2.5:

Na figura, o interior do rectdngulo corresponde ao dominio Ax < b e os
pontos assinalados com + sdo os elementos de X. Admitimos ainda que a
fungio objectivo € representada por uma recta horizontal:
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Usando a interpretagfo primal do capitulo anterior, £,¢ dado por:
£ =min cx
Ax<b

xe Cony X )
como se pode ver na figura seguinte:

J

A 4

Entio, pelo teorema 2.3,
£, =min cx
Ax <b

_ x€ Conv {xe X : cx 2 2}
isto &,

P

Note-se que, pelo teorema 2.4, ja sabfamos previamente que £; >2£,, uma
vez que Conv {xe X :cx = 2,}N {x: Ax < b‘} =g. ¢
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3. Decomposicao Lagrangeana
Consideremos agora um problema de Programagao Linear Inteira
P Z = min cx
Ax<b
Bx<d
xe X

onde X € um subconjunto limitado de NJ.
Suponhamos que a matriz A € tal que

min cx
Ax<b
xe X

€ um problema "ficil" de resolver, e que a matriz B & tal que
min cx

Bx <d
Xe¥
¢ também um problema "fAcil" (isto &, para qualquer um destes problemas
existe um método eficiente de resolugdo). ‘
Admitimos ainda que o problema (P), em que ambas as restrigdes estdo
presentes, € muito mais diffcil.
Uma abordagem usual para este tipo de problemas costuma ser a relaxacgdo
(2 Lagrange) das restriges Ax < b:

Rp) 25 =max min [cx + v(Ax-b)]
v20 Bx <d
: ' xe X
ou a relaxagdo das restrigdes Bx < d: '
Rp) Ag=max min [cx + v(Bx—d)]
' v20  Ax<b
xe X

No entanto, em qualquer das relaxagdes (Rp) ou (Rp) apenas aparecem
explicitamente as restrigdes Bx < d ou Ax < b, mas nio ambas. O propésito
da técnica conhecida por Decomposigio Lagrangeana € o de ter presente no
problema dual os dois tipos de restriges. Isso pode ser obtido facilmente
desde que se reformule o problema (P) com uma copia das varidveis iniciais
para cada estrutura:
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(PR) z=min (0cx + Pey)
Bx £d
Ay <D
X =%

xeX,ye Y, YD X,0+pf=1

Relaxando agora as restri¢des de igualdade obtem-se o seguinte dual:

D) d = max [ min c(ox + By) + u(x-y) ]
ue R" Bx<d Ay<b
xe ¥, yeE Y, YD X, o+f=1
= max [ min (0oic + u)x + min (Bc-u)y ]
ue R" Bx <d Ay <b
xe X yeY,Y D X, a+f=1.

Temos agora um dual em que estdo presentes ambos os conjuntos de
restrigdes € que, por isso, nos parece mais forte. Com efeito, provaremos
seguidamente que o minorante do valor Optimo de (P) usando a
Decomposigio Lagrangeana nunca € pior do que o melhor dos dois
minorantes £, e £p.

No que se segue, sem perda de generalidade e para simplificagio da
escrita, tomaremos para o ¢ B os valores o = 1 ¢ B = 0. Como notagio

usaremos ainda:

- v(.) e SO(.) para representar, respectivamente, o valor éptimo e o
conjunto de solugdes 6ptimas do problema (.).

- (.ug), quando nos quizermos referir ao problema de minimizagio
presente no problema dual (.), quando o multiplicador vale uy,.

Podemos agora comegar a examinar a qualidade do novo limite inferior.,
Teorema 3.1: Sejam voe SO(Rp), ug = vy A e (Xg,y9)€ SO(D uy). Entio,

(i)  v(RA vp) = v(D ug) = vy (Ayg —b)
(i) d= 24 ¢
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Prova;
V(R4 vg) = min cx + vy (Ax—b)
Bx<d
xe¥X
=~vy b + min (c+vy A)x
Bx <d
xe ¥
=-vo b + min (c+ugp)x (vo A =1uyp)
Bx<d
XxeX
=-Vob +v(Dug) - (~ugyp)  ((xg, yo)e SO uy))
=g (Ayp—b) + v(D ug) (Vo A =ugp)

entdo, como Vo€ SO(Ry), pelo que
£ =V(Rp) = V(R vp) = vo(Ayy—b) + v(D up)
e, além disso, (xg, yo) € SO ug) € vy 2 0, pelo que

25 Sv(Dug) Sv(D) (=d). é

Provdmos assim que d > £ . Da mesma forma se prova que d 2 Rp.
Assim:

Coroldrio 3.2: d 2 max {(£,, 23). ¢

Analogamente ao que fizemos para o Reforgo do Dual vamos agora
estudar uma interpretagdo primal da Decomposigio Lagrangeana. Para tal
precisamos do seguinte lema:

Lema 3.3: Sejam Se T subconjuntos de U e SxT o produto cartesiano de
S por T'. Entio:
(i) Conv SxT = Conv § x Conv T
(ii) (u,u) e Conv SxT see s6se ue Conv SNConv T ¢

Prova: Seja (u, v) e Conv SxT. Entéo, existem pontos (s, t) em SxT e
escalares Ay ndo negativos, tais que:
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(u,v) = 2 Kk (Sk, tk) = (z }uk Sk» 2 Xk tk) , com Z ?"k =1,
k k k k

Assim,

u=z7&ksk,v=2%ktk,comzkk=l
k k k

e portanto ue Conv S, ve Conv T, isto é, (u, v)e Conv S x Conv T

Reciprocamente, seja (u, v)e Conv SxConv T . De ue Conv S
concluimos que existem escalares A; > 0 e pontos s;e S tais que u = 2 Ai s
e 2 A= 1.

Dado que v &€ Conv T, existem escalares [; > 0 e pontos tj € T tais que
V=zujtjez uj=1.

Entdo,

0, v) = (X hisiy 2 Hi) = (X M ) s X 1 (X M) g) =

=\ ujSi,Z Hj Kitj)=z Ai i (i )
1) L)

LJ
Além disso, 2 Aip= 2 A (2 Hj) = Z A; = 1, donde se conclui
i,j i ] i
que (u, v)e Conv Sx T, ficando assim provada a condigéo (i), a partir da qual
(ii) se torna imediata. | é
Passemos entdo a interpretagdo primal da Decomposigdo Lagrangeana. Da
teoria geral da Dualidade Lagrangeana sabemos que resolver o problema (D) ¢
o mesmo do que resolver o seguinte primal convexificado:
QY d = min cx
X=y
(x, y)e Conv {(x, y): Ay <b, ye Y, Bx <d, xe X}.

No entanto, hd outro primal modificado, expresso apenas nas varidveis
originais x, cuja resolugdo é equivalente a (D). Consideremos entdo o
problema;

Q min ¢x

xe Conv {xe Y': Ax <b}
xe Conv (xe ¥X: Bx <d}.
O teorema seguinte garante que (Q) é equivalente a (D), isto €, que os dois
problemas t&ém o mesmo valor éptimo.
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Teorema 3.4: d = v(Q), isto &, resolver o dual (D) é o mesmo do que
minimizar cx na intersecgdo dos envolventes convexos das
duas substruturas. ¢

Prova: Vamos mostrar que v(Q) = v(Q"), porque j4 sabemos que v(Q') = d.
Pela condigdo (i) do lema 3.3,
v(Q") = min cx
Xx=y
(%, y)e Conv {xe X: Bx <d) xConv{ye Y, Ay <b)
= min cx
(x, x)e Conv {xe X: Bx <d} xConv{ye Y, Ay < b)

¢ pela condigdo (ii),
= min ¢x

xeConv {xe X: Bx <d} N Conv{ye‘Y,AySb} ‘
=v(Q). ¢
Repare-se que estes resultados implicam as seguintes desigualdades
v(P) 2 v(D) 2 v(R) 2 v(LP)
sendo (LP) a relaxagéo linear de (P) e v(R) = max {v(R A)» V(Rp)}.
Tal facto € ilustrado pelo exemplo seguinte.

Exemplo 3.5: Na figura, o rectangulo representa Ax<b, o tridngulo
representa Bx<d, os pontos assinalados com + sdo os elementos de X e a
fungao objectivo é uma recta horizontal.

Usando as interpretages primais dos duais Lagrangeanos (Rp), (Rp) e
(D), é facil de ver que os valores £4, £5 € d sdo os assinalados na figura,

A

Bxsd

v
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A Decomposigio Lagrangeana conduz-nos a um dual (D), em que temos
um multiplicador por varidvel. Se, em vez de usarmos a duplicagdo de
varigveis, relaxdssemos (P) como em (R ) ou (Rp), certamente que teriamos

muito menos multiplicadores (um por restri¢do).

' Assim, resolver (Rp) ou (Rg) pode ser mais fécil do que resolver (D)
mas, por outro lado, v(D) 2 max {£,, £g}. Para discutirmos as condigGes
suficientes para que v(Q) = £, precisamos da seguinte definigéo:

Definigdo 3.6: Sejam A e B dois subconjuntos do mesmo conjunto T.
A diz-se B-convexo se e s6 se Conv {ANB]) =
= Conv AN Conv B. ¢

Por exemplo, {x: Ax < b} € {0, 1)"-convexo se e s6 se
Conv{xe (0, 1)™ Ax < b} = {xe (0, 1}™ Ax <b} = (xe[0, 11": Ax <b}.

Teorema 3.7: Se {x: Ax £b} é Y -convexo e {xe X: Bx £ d} compacto,
entdo d = £ 4. R

Prova:
d = v(Q) = min cx
xe Conv{xe ¥: Ax £b)}
xe Conv{xe X: Bx <d}
= min cX
xeConvY, Ax<b
xe Conv {xe X: Bx <d]}.
Como Yo X o{xe X: Bx £d}, Conv¥>Conv{xe X: Bx<d} e
d = min cx
Ax<b
xe Conv (xe X: Bx <d}.
Por outro lado, pela equivaléncia entre dualizar e convexizar, sabemos que
£ =min cx
Ax<b
xe Conv {xe X: Bx <d},
peloqued = £,. ¢
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Nio apresentaremos explicitamente condig¢oes suficientes para que d = £p
pois para as obter basta para isso trocar os papéis das restricbes Ax <be
Bx <d.

4. Reforgo da Decomposi¢ao Lagrangéana
Estuddmos até agora duas formas distintas de obter minorantes do valor
6ptimo de um problema: os Métodos de Reforgo do Dual e a Decomposigio
Lagrangeana. Veremos em seguida como poderemos combinar estas duas
ideias de forma a termos um minorante melhor do que qualquer um dos
obtidos anteriormente.
Consideremos novamente um problema de programagio inteira, (P), com
a estrutura especial de que faldmos anteriormente:
' P) Z = min cx
Ax<b
Bx<d
xe ¥

Suponhamos que conhecemos um minorante dj do valor éptimo do
problema (P), dy < z, e seja X = {xe X: cx 2 dj ).

Entdo o valor 6ptimo de (P) ndo se altera se substituirmos o conjunto X
por Xy (como fizemos no estudo do Reforgo do Dual) e duplicarmos as
varidveis (como fizemos no estudo da Decomposigdo Lagrangeana). Assim,
(P) pode ser reformulado da seguinte maneira:

P Ryp) Z = min cX
Ax <b
By <d
X = Yy,

Xe XL, YE Y, Y DX}

Para criar esta sequéncia de problemas (P Ry), k =0, 1,..., precisamos de
um minorante inicial dy. Tomaremos para esse valor, como € natural, o do
minorante obtido pela Decomposi¢do Lagrangeana, isto é, dy=d.
Consideremos agora o dual lagrangeano (DL Ry), obtido de (PRy) relaxando
as restrigdes de igualdade (no que se segue, admitiremos que o conjunto Y é
tal que {ye Y: By <d} € um subconjunto compacto e nio vazio de R™):
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(DL Ry) dipr =max  min ((C+v)x + (-v)y)
ve R" Ax<b By<d
¥ ye¥Y

Note-se que a dificuldade de calcular este novo minorante dy,; depende da
estrutura das restrigdes Ax < b e do conjunto X: Se as restri¢des forem de
semi-afectagdo, por exemplo, e X = {0, 1}", 0 subproblema nas varigveis x €
um problema de mochila bindria de escolha miiltipla, que j4 vimos ser um
problema " fdcil" de entre os "dificeis", conseguindo-se assim calcular dy
com um esforgo moderado. Com a construgéo desta sequéncia de problemas
duais (DL Ry), para k = 0, 1,..., obtivemos uma sucessio de minorantes do
valor éptimo do problema inicial (P). Estes minorantes sio sempre melhores
do que se tivéssemos apenas usado o Método de Reforgo do Dual. De facto,

Teorema 4.1: dy .y > £y, . ¢

Prova: Pelo teorema 3.1, tem-se sempre d 24, 6

Tendo em conta que usdmos o Método de Reforgo do Dual para obter esta
sucessdo de minorantes dy, € de suspeitar que a sucessio seja crescente. Se
assim for, como dy=d, poderemos ainda concluir que estes minorantes sdo
melhores do que os obtidos quando usdmos apenas a duplicagdo de varidveis.
Vejamos entdo o seguinte resultado:

Teorema 4.2: di,; 2d2d. ¢

Prova :
dgyr =max  min ((c+v)x + (—v)y)
ve R Ax<b By<d
cx2dy yevY
xe X
Seja v = 0. Entdo
dy 41 2 min cx 2 dy,
Ax<b
Cx 2 dy
xe X. ¢
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Seria interessante saber em que condigdes é que hd vantagem em construir
esta sequéncia de duais, isto €, quando € que a sequéncia de minorantes é
estritamente crescente.

Teorema 4.3: dy, > di se e s6 se:
Conv {xe X: cx =dy, Ax<b} N Conv {ye Y: By <d} = 8. é

Prova : Sejam
L ={xe X, ye Y: Ax <b, By <d} e By = {(x, y)e % : cx=d))

subconjuntos de XxY; entdo (P Ry) pode ser equivalentemente reformulado
por

min cx

X=y

CX 2 dy

x,y) €%

Consideremos agora o dual obtido por relaxar as restrigdes de igualdade:

i1 = Max min ¢x + v(x-y)
ve R* (x,y)e%
cX 2 dk

Entfo, pelo teorema 2.4,
diyy > dx seesése Conv B N {(x,y)e RMx=y) =0

o que ¢ equivalente a dizer que ndo existem pontos (x, X) no conjunto
Conv {xe X : Ax <b, cx =d) }x Conv{ye Y: By <d}
isto &, pelo lema 3.3,

Conv {xe X : Ax <b, cx = dy}NConv{ye Y: BySd} =0 . ¢

O exemplo 4.5 ilustra, geometricamente, uma situagdo em que d, > d.

Antes, porém, veremos uma interpretacio primal do problema dual.
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Teorema 4.4: O valor 6ptimo de (DL Ry) é o mesmo do que o valor 6ptimo
de qualquer um dos seguintes primais modificados

dg,1 = mincx = min cx
x=y * xe Conv Ay N ConvB

(x,y) € Conv %)
onde

By = (xe X ,ye Y:cx 2 dy, Ax < b, By <d},

Ap={xeX :cx2d, Ax<b})eB = (xe ¥ : By <d). ¢
Prova: Se usarmos a interpretagfo primal referida no teorema 2.3 (reforgo
do dual), temos que

i1 = min cx
X=y
(x,y) € Conv %y
Por outro lado, uma vez que também duplicimos as varidveis, podemos
fazer a interpretagfo primal usando o teorema 3.4. Assim,
di,1 = min cx
x € Conv 4, N Conv B.
Note-se que esta segunda igualdade poderia ter sido obtida da primeira

usando o lema 3.3. ¢
Exemplo 4.5: A representagiio geométrica de Ax < b e de X € a explicada

no exemplo 3.5. Nesse exemplo, vimos também como foi obtido o valor de
d. Usando a interpretagdo primal do teorema 4.4, poderemos determinar d;
por
d; = min cx
xe Conv {xe X :cx2d, Ax<b}N{x: Bx £d}

como se pode ver na figura abaixo.
A

Bxed

¥
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5. Aplicagdes

Aplicaremos agora o Reforgo da Decomposi¢ido Lagrangeana a trés
problemas especificos: ao problema da Afectagio Generalizada, Barcia &
Jornsten (1990), ao Problema de Matching com Limites Superiores
Generalizados, Amado & Barcia (1988) ¢ Amado (1989), e finalmente ao
Problema do Caixeiro Viajante Assimétrico, Barros & Barcia (1990) e Barros
(1990). '

5.1. Afectacdo Generalizada
O Problema da Afectagdo Generalizada, (PAG), que é um dos problemas
a0 qual a relaxagio Lagrangeana tem sido aplicada com sucesso, pode ser
formalizado como segue:
Z = min 2 Cij xij
1,)

Z ajj Xij < by Vi

]
Z xjj =1 Vj

i
XijE {0, 1} ‘v’icj

Uma abordagem ao (PAG) baseada na Decomposi¢do Lagrangeana foi
testada por Jornsten & Nasberg (1986) com resultados de qualidade
semelhante aos que se obtém quando se relaxam as restrigdes de semi-
afectagio no processo Lagrangeano cldssico. Sabemos hoje, Guignard &
Kim (1987), que isso ¢ devido ao facto de as restrigdes de semi-afectagio
terem a propriedade de {0, 1}™" —convexidade.

Com a utilizagdo do Reforgo da Decomposigdo Lagrangeana este problema
fica resolvido, uma vez qué acrescentamos uma restrigio de mochila ao
problema de semi-afectagdo.

Seja entdo dy um limite inferior para z. Uma reformulagio vélida para o
(PAG), permitindo a aplicagio do Refor¢o da Decomposigdo Lagrangeana, é
a seguinte:

z =min 2 Cij Xij
1,) :
2 aij Yij < bi Vi
J
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2 Xjj = 1 Vj

=yijViej; x;j,y;€ (0, 1) Viej

Relaxando agora as restrigbes x;j = yij obteremos os seguintes sub-
problemas:

min 2 (Cij_vij)xij + mmz Vij Yij
1)

ij

Z ClJ xu_ Z aij yiiji Vi
1,) J

2 xj=1 V] yije (0,1} Vie j

Xjj€ {0, 1} Viej
Verificamos entdo que o subproblema em x é uma mochila bindria de

" escolha miiltipla enquanto que o sub-problema em y se separa num conjunto
de mochilas bindrias usuais. Note-se que estes problemas ndo sdo demasiado
dificeis, veja-se Dudzinsky & Walukiewicz (1987) e Mariello & Toth (1990),
sendo o dual assim formalizado um dual forte pois nenhum dos sub-
problemas goza da propriedade de {0, 1)™" —convexidade.

Experiéncia computacional com esta abordagem do problema encontra-se
descrita em Barcia & Jornsten (1990),

5.2. Matching com Limites Superiores Generalizados

Veremos agora uma aplicagdo das técnicas anteriormente descritas ao
Problema de determinagio do Matching Perfeito de custo minimo com
restrigdes do tipo Limite Superior Generalizado (matching problem with
generalized upper bounds).

Seja § =(V, A, C) um grafo com um conjunto de vértices Y um
conjunto de arestas A € Y xV¥, A = {1,..,, n}, e uma fungo de custo
C:A— R, ou seja C(j) = ¢j 2 0 Vje A. XC A diz-se um matching perfeito

em 9 se e s6 se qualquer que seja o vértice de W existe.uma tnica aresta de
X nele incidente. Representamos por M, o conjunto de todos os matchings
perfeitos em Q.

A cada matching perfeito X associamos um vector xe {0, 1}, onde
n = Al tal que, Vje A, x; =1 se a aresta j pertence 'a X e x; = 0 no caso




L.Amado et al | Refor¢o da Decomposi¢do Lagrangeana 89

contrdrio, e representaremos indiferentemente por X ou por x o matching em
questdo. Seja agora ce N um vector cujas componentes sdo 0s custos Cj»

Vje A, de cada aresta.

Nestas condigbes, o Problema de Matching (PM) consiste em

PM) min cx

Xe M

Seja {K;,....K\,} uma parti¢io do conjunto das arestas em m cores € seja
teN™ 1< <I1V1/2,j=1,.., m. Resolver o Problema de Matching com
Limites Superiores Generalizados (PM LSG) é determinar o matching
perfeito de custo minimo que tenha no maximo t; arestas da cor i, i=1,..., m,

isto é

(PM LSG) foun ex

Xe M
XN Kl <y, i=1, ...,m.

Note-se que, se em (PM LSG) aparecessem apenas um dos tipos de
restrigbes Xe M ou | X N Kl £t;, i=1,..., m, mas ndo ambos, o problema
seria um problema ficil. Este facto poderia levar-nos a duplicar as varidveis.
No entanto, uma vez que {X: Xe Ml } é um conjunto compacto e
Conv{xe {0, 1}™ I X N K{ <, i=1,..., m} = {xe [0, 1] 1 X N Kl <,
i=1,..., m}, o Problema de Matching com Limites Superiores Generalizados
verifica as condigdes suficientes para que o limite da Decomposi¢do
Lagrangeana ndo seja melhor do que o obtido relaxando apenas xe Ml ou

X N Kl £, i=1, ...,m.
Vamos, por isso, utilizar o Método de Reforgo da Decomposi¢io

Lagrangeana para determinar um minorante do valor éptimo de (PM LSG).
Suponhamos que dispomos dum minorante dy do valor 6ptimo de (PM
LSG).

Entdo, aplicando o Refor¢o da Decomposig¢io Lagrangeana podemos
reformular o problema da seguinte maneira:

(PMLSGRy); min cx

Xe M
Y N Kl <, i=1,...,m

X = y
cy 2 dy
xe {0, 1}", ye Y, Y o {0, 1}™,
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O dual Lagrangeano obtido por relaxar as restri¢des x =y é
(DL Ry), diy1 = max [min (c+v)x + min (—v)y ]

ve R" Xe M cy 2 dy
xe{0,1} |Yn Kjl <t;, i=1,...,m
yey

Note-se que, desta forma, obtivemos dois problemas mais ficeis de
resolver do que o problema inicial. Nas varidveis-x temos o conhecido
problema de matching, para a resolugdo do qual existem algoritmos muito
eficientes, veja-se Burkard & Derigs (1980) e Derigs (1988). Se Y = {0,1}",
o subproblema-y € téio fdcil de resolver como o problema de mochila de
escolha miiltipla que € um problema fécil de entre os dificeis. Se Y = {0, 1}"
temos um problema simples de programagio linear.

Obviamente, se ao reformularmos (PM LSG) tivéssemos incluido a
restrigdo cx 2 dy em vez de cy 2 dy, o que seria equivalente em termos de
problema primal, o dual Lagrangeano obtido originava subproblemas

diferentes. Assim, com esta segunda reformulagio:
(PMLSGRy); min c¢x

Xe M

Y N Kl <y,i=1,...,m
X = y
CX 2 dy

xe {0, 1}", ye Y, Y D {0, 1},
o dual obtido por relaxar x=y é
(DLRy); dyyy = max [ min (c+v)x + min (—v)y ]

ve R" Xe M Y NKjl <y, i=1,...,m
S ox2dy yeY, ¥ o {0, 1"
xe (0, 1)1

Deste modo, passdmos a ter dois subproblemas para resolver. O
subproblema-y consiste em resolver m problemas de mochila (disjuntos) com
restrigdes de cardinalidade. O subproblema-x é um problema de matching
com uma restri¢do adicional, que ¢ dificil de resolver exactamente, veja-se
Ball et al. (1987).
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Opta-se naturalmente pela primeira reformulagio do problema visto que,
com esta segunda reformulagdo, nio reduzimos significativamente a
dificuldade do problema original.

Experiéncia computacional com esta abordagem do problema estd descrita

em Amado (1989).
5.3. Caixeiro Viajante Assimétrico

O Problema do Caixeiro Viajante Assimétrico (PCVA) consiste em
encontrar um percurso de custo minimo para visitar n cidades sendo cada

gidade \;isitada exactamente uma vez, sem hipéteses de simetria sobre a matriz
0S Custos,

Uma das formulagdes mais conhecidas para o problema do caixeiro
viajante assimétrico € a de Dantzig et al. (1954).

Considere-se entdo um grafo orientado § = (¥, A, C), com um
conjunto de vértices Y = (1,..., n}, um conjunto de arcos A = YxV¥ —
(i, i): ie V) e uma fungdo de custo C: A— R,, ou seja C((i, j)) = ¢jj 20
V(@, e A. Seja Xjj€ {0, 1}, (4, j)e A, uma varidvel bindria valendo 1 se (i,j)
pertence a solugio e valendo 0 no caso contririo. O (PCVA) pode entdo
€SCrever-se como segue:

(PCVA) z=min ), GjXj

(i)eA |

D oxj=1 Viey (1)
ieY

D xj=1 Viey @)
ey

Y, Yxijz1 VSCVY e l<iSi<n (3)
i€S jes

xjje (0, 1) VG, je A (4)

As restricGes de afectagio (1) e (2) possibilitam que a solugdo tenha sub-
percursos disjuntos destinando-se as restrigdes (3) a evitar que tal aconteca.
No entanto esta formulagdo € redundante. Se impusermos apenas a r-
conectividade, isto €, que todo o vértice possa ser atingido a partir de um
vértice fixo r, obtemos uma formulagdo vilida com menor nimero de
restri¢Ges do tipo (3), ou seja:

(PCVA), z=min Y, cjjX;j
ijeA
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D xiy=1 Vjey e
ie¥Y,

Y xj=1 Viey @)
eV ’

2, X xj21 YSCV,reS, IS <n (3)
i€cS jes ,
xjje (0, 1) VG, j)e A @)

Prova-se que as relaxagdes lineares destas duas formulagdes tém o mesmo
conjunto de solugdes admissiveis, veja-se Barros & Barcia (1990), logo nio
h4 inconveniente algum em trabalhar com a segunda, que se presta a ser
utilizada no contexto do Reforgo da Decomposigdo Lagrangeana. Com efeito
se dy for um limite inferior vélido para z podemos escrever:

z = min 2 cijxij

(ij)eA
2. cijXij 2 dy
(j)eA
z xij =1 V]EV
ie¥Y 4
xije {0, 1) Y(i,j)e A
Xj = Yij V(ije A
2 yij=1 Viey
€Y
Y. Dyl VSCVreS,ISl<n
ieS jeS
Yij€ {0, 1‘] V(,je A

Entdo, relaxando as restrigdes de igualdade Xjj = yjj com multiplicadores
uy; obteremos o seguinte dual:

dk+1 = ma)(llij [ min z (Cij - uij)xij + min z Uj; Yij ]

(ijeh (ijeA
z Cij Xj; 2 dk 2 YVij = 1 VieV
GijeA ey

E Xijj = 1Vjevy = 2 Z yijZI VSCV,reS, ISlkn
iey icS jES

xjje {0, 1} V(i, ) e A yije (0, 1) V(i,j)eA
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onde o subproblema em x ndo tem a propriedade de

(0, 1}M@-1)_convexidade permitindo assim um dual mais forte do que se
obteria relaxando apenas as restrigdes de semi-afectagio.

Experiéncia computacional com esta abordagem para o (PCVA), bem
como outros resultados interessantes sobre o problema, podem ser
encontrados em Barros & Barcia (1990) e Barros (1990).

6. Conclusbes
Nesta nota apresentaram-se o Refor¢o do Dual e a Decomposi¢do

Lagrangeana como duas formas distintas de obter minorantes do valor Optimo
de um problema de minimizag¢do que dominam os obtidos com a Relaxagdo
Lagrangeana usual. A combinagdo dos dois métodos, Refor¢o da
Decomposi¢do Lagrangeana estudado em seguida, produz um minorante que
domina os resultantes de usar qualquer dos métodos separadamente, tendo
sido caracterizados os casos de dominincia estrita.

A finalizar, esta técnica combinada foi aplicada a trés problemas
especificos - o Problema da Afectagdo Generalizada, o Problema de Matching
com Limites Superiores Generalizados e o Problema do Caixeiro Viajante
Assimétrico - para os quais se mostra ser possivel melhorar os limites usuais.
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Resumo

Neste artigo ¢ apresentada uma implementago do método de Keller para a determinagsio
de um minimo local dum problema de programago quadritica céncava, O processo é
recomenddvel para problemas de grandes dimenses, pois a matriz da forma quadratica ndo
necessita de ser factorizada. A extensdo do método de Keller para a resolugio de programas
quadrdticos com limites superiores e a sua implementagfio sio descritos neste artigo.
Finalmente o uso destes processos para a resolugiio do Problema de Desigualdades
Variacionais Cdncavo ¢ ainda investigado.

Abstract

In this paper an implementation of Keller's method for finding a local minimum of a
Concave Quadratic Programming Problem is presented. The procedure is quite suitable for
large-scale problems, since it does not require the desomposition of the matrix of the
quadratic form. The extension of Keller's method to deal with Concave Quadratic Programs
with upper-bounds and its implementation are described. The use of these procedures for
solving the Concave Linear Variational Inequality Problem is also investigated.

1. Introduction
A Quadratic Programming Probiem (QP) can be defined as
Minimize f (x) = pTx + % xT Hx

(D
subject to Ax =b, x>0

where x, pe R", be R™, A is a real m by n matrix and H is a symmetric
matrix of order n. This problem has been studied during the past years and
many applications of this problem have been proposed [6, 22, 26].
Furthermore nonlinear programming problems can be solved as a sequence of
quadratic programs [10]. The program (1) is concave if its matrix H is
negative semi-definite (NSD), that is, it satisfies

xTHx <0 forall xeR" 2)

* Apoiado parcialmente pelo INIC, projecto 89IEXAI5
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If a quadratic program is concave, then a local minimum is not necessarily
global and the main direct methods for solving this problem only find a local
minimum. The problem of finding a global minimum of a Concave QP is
much more complex. Branch-and-bound and cutting-plane methods have-
been proposed for this problem [26], but their efficiency for large-scale
problems is questionable. Recently [15], we have been investigating the use
of a sequential algorithm that searchs a global minimum by solving a finite
number of Linear Complementarity Problems (LCP), that is, problems of the
form -

w=qg+tMz , z20, w20

' 3)
Zy W= 0ieS 5

where we R™, ze R", S is a set of cardinality | S | £ min {m, n} and
Mgge NSD. Concave LCPs with S =(1,..., n} and n < m are usually solved
by hybrid enumerative methods which incorporate a procedure to find a local
minimum of a concave quadratic function [1, 16].

There exist several direct methods for finding a local minimum of a
Concave Quadratic Program. These algorithms are more or less equivalent [2]
and find the local minimum by solving the following LCP

(KT) y=p+Hx-ATA
=-b+ Ax 4
x20,y20,xTy=0

which represents the Kuhn-Tucker conditions [20, 17] of the QP(1). For
large-scale problems, these algorithms are usually implemented by using in
each iteration k the LU decomposition of a matrix Vi associated with the
linear constraints of the problem (KT) [28]. The LU decomposition of V is
updated from the LU decomposition of the matrix Vi_; corresponding to the
previous iteration. To do this, there exist schemes which preserve the stability
and sparsity of the LU decomposition [28]. The dimensions of the matrices
Vi are usually larger than the number m of equality constraints of the QP and
this is a drawback for using direct methods to the solution of QPs with large
number of variables.
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Keller's method [18] is one of the most important methods for finding a

local minimum of a QP. If He NSD, then this algorithm moves through
extreme points of the QP constraint set

K={xeR": Ax=b,x20) &)
in a way similar to the simplex method for linear programming. It is then
possible to implement Keller's method by only using LU decompositions of
the Basis matrices associated to the system Ax=b. The matrix H is not
decomposed, whence it is possible to solve Concave QPs with large number
of variables. In this paper we propose such an implementation for the QP (1)
and its extension for QPs with inequality constraints and bounds.

A related problem with the QP is the Linear Variational Inequality Problem
(LVI) which consists of

Find  xe K such that _ (6)
(x-%)T (p + Hx) 2 0 for all xe K

where K is the set defined by (5) and H is a symmetric or an unsymmetric
matrix. This problem has a large number of applications, primarily in
engineering and economics [25, 12]. Furthermore, it is possible to solve
nonlinear variational inequality problems as a sequence of LVIs [12, 21]. The
LVI (6) is equivalent to (KT) [17], whereby it can be solved by any quadratic
programming method such as Keller's if the matrix H is symmetric.
However, in most of its applications the matrix H is unsymmetric and QP
algorithms cannot be used. The LVI can always be solved by a modification
of Lemke's method [8, 9], but this procedure becomes inefficient for large-
scale problems. In this paper we investigate the use of Keller's method to
solve LVIs when H is unsymmetric NSD. Despite not being able to
theoretically prove convergence, we present some arguments that lead to the
conjecture that the method always converges to a solution of the LVI if K is
bounded and He NSD. The computational experience with the algorithm
confirms this assertion and it is also included.

The organization of this paper is as follows. In Section 2, we briefly
describe Keller's method for the Concave QP (1). The implementation of this
algorithm is presented in Section 3, together with the process of dealing with
inequality constraints. The use of this implementation to solve LVIs with
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He NSD is discussed in Section 4. The extension of Keller's method to solve
Concave QPs and LVIs with upper-bounds is described in Section 5. Finally
some computational experience with the algorithm for medium and large scale
QPs and LVIs is presented in Section 6. ’

2. Keller's method for Concave Quadratic Programs

Keller's method finds a local minimum of QP (1) by solving the
associated (KT) problem. To apply the algorithm it is necessary to find an
initial basic feasible solution X of the constraint set K, which is done by using
Phase 1 of the simplex method. Let A = [B : C], where B is the Basis matrix
associated with the basic solution X and F and T be the sets of indices
corresponding to the columns of A that belong to B and C respectively
(FUT = {1, ..., n)). Then we can write the linear equality constraints of
(KT) in the following form

yp=|Pr | Hpg Hpp -—BT
yr={pr| Hp Hp -CT (7)

where q = — b and ¢ is a vector of artificial variables. Furthermore we can
associate to X a tableau of the form

1 XT 3' yF
yr=|p H H -CT
T T TT TF
Since B is nonsingular, then the matrix
[ HFF -B T ] ()]
L B 0

is also nonsingular and it is easy to see that the tableau (8) is obtained from
(7) by a principal pivot operation [5] whose pivot is the matrix (9).
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Since A is a vector of unrestricted variables and X is a feasible solution of
K, theng 20 and

y1=PpA=Pp xp=0, yp=xr=0
is a solution of (KT) (and X is a local minimum of QP (1)) provided py = 0.

If the vector Py has at least a negative component, then the entering variable
X, is chosen by the criterion

P, =min {p,: ie T and p; < 0} (10)

The value of the entering variable x_ is increased from zero. Since
He NSD, then also He NSD [5] and the increase of X, can only be blocked
by a variable x; with se F that turns to be negative. Hence the maximum
value that x,. can take is given by

L5 o min {2 ieFandt, <0) (11)
st ~ir
If no blocking variable exists, then the quadratic function is unbounded

from below on K. Otherwise the matrix

[Hrr ~Cyr il (12)

c, O

is nonsingular and the method performs a principal pivot operation whose
pivot is the matrix (12). Another tableau of the same form (8) with He NSD
is then obtained and the process is repeated.

Since He NSD in each iteration, then h, <0 and it is easy to see [18] that
the value of the quadratic function reduces when a nondegenerate pivot
operation (that is qg > 0) is performed. The termination of the method in a
finite number of iterations follows from this property. In case a degenerate
pivot takes place, then criteria (10) and (11) are replaced by Bland's rule [3]
until a nondegenerate pivot occurs. This is sufficient to guarantee the
convergence of the algorithm in a finite number of steps [4].

3. Implementation of Keller's method

As discussed in Section 2, each iteration of Keller's method has associated
a tableau of the form (8) with He NSD and q > 0. Furthermore, it is only
necessary to know the vectors q and py and the column C_ of the matrix C,

where r satisfies the criterion (10).
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Since all elements of the tableau (8) can be obtained from tableau (7) by a
principal pivot operation whose pivot is the matrix (9), then

E R

Hence the vectors q and pg are computed by solving the linear system

5] Lo -]
B 0 PF q
which is equivalent to solving
{ Bg = -q (13)
BT pp=pp+ Hpp q (14)
We note that the second system is only necessary to compute the vector

, since -1
o pr=pr-[ Hpr -CT] [ ng _]?)T ] [ p(f ]
or
§T=PT+qu”CT§F (15)
Finally the column C_ is given by C = - B~1 C_, that s, it is the solution
of the following linear systcm
BC,= -C, (16)

The implementation to be proposed in this paper considers in each
iteration the LU decomposition of the matrix B, where L is stored in product
form and U is stored by rows in a collection of vectors storage scheme [28],
[7, chapter 2].

Each principal pivot operation simply amounts to an interchange of a
column of B with a column of C. Hence the updating procedure for the LU
decomposition described in [28] is used to computed the matrices L. and U in
each iteration. The matrices A and H are stored by columns in a collection of
vectors storage scheme. The matrix H is stored as an unsymmetric natrix in
order to facilitate the products (14) and (15). As it is usual in this kind of
implementation, reinversions [13] are performed periodically. These
* reinversions consist of computing the LU decomposition of a Basis matrix
directly by using a technique that combines p* algorithm [13, 14] with
threshold pivoting and Markowitz techniques [7] in a way similar to [28].
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This implementation can also be used if inequalities exist in the constraint
set of QP (1). Suppose that Ex > g (Ee R'*", ge R") represent the t
inequalities of K. By introducing t slack variables z; we can transform the

programinto'theformq T CFeaTrH o ]
minimice [ § 1 [ 1+5[Z 1[5 0105 ]
7

swiero[ 8 QG [2T-[21.13 ]20

which is similar to (1). This transformation implies an increase of the

)

dimension of the matrix of the quadratic form. However, the storage of this
matrix by a collection of vectors scheme only requires t more integers.
Furthermore it is possible to perform the products (14) and (15) by exploiting
the null blocks of the matrix of the quadratic form.

The most relevant feature of this implementation is that the matrix H is not
decomposed. This makes popssible the solution of Concave QPs with large

number of variables and reasonable number of constraints.
4. Solution of the Concave Linear Variational Inequality

Problem

If the constraint set K is bounded, then the LVI (6) has at least a solution
[19, chapter 1], which can be obtained by solving the problem (KT)
presented in Section 1. If H is symmetric NSD, then Keller's method can be
used to solve this problem and terminates with a solution of the LVL If we
call infeasibility to each row i such that p; <0, then Keller's method can be
seen as a Bard-type method [24] such that in each iteration the infeasibility r
is removed, where r is given by the criterion (10). This property only follows
from He NSD and does not need symmetry to hold. Since in the
inplementation proposed in Section 2 the matrix H is stored as an
unsymmetric matrix, then it can be used to solve LVIs if H is an unsymmetric
NSD matrix and K is bounded.

The arguments presented in the last paragraph do not establish the
theoretical convergence of Keller's method to a solution of the LVL The
proof of the finite termination of Keller's method for solving LVIs with H
symmetric NSD relies on the decrease in each iteration of the value of the
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quadratic function f given by (1). If H is unsymmetric NSD this does not
necessarily hold and a possible proof for finite termination must rely on other
property. However, in all the computational tests performed so far, Keller's
method has always converged to a solution of the LVI. This fact and the
arguments presented above lead to our conjecture that Keller's mehod always
converges to a solution of the LVI, when He NSD and K is bounded.

5. Solution of Concave QPs and LVIs with upper-bounds
Consider the quadratic program with upper-bounds
Minimize  qTx +7 xT Hx
(18)
subject Ax=b , 0<x<d
A local minimum of QP (18) is found by solving the following problem,
which represents the Kuhn-Tucker conditions of the QP (18) [17, 20}
y=p+Hx--ATA

=—b+Ax
0<x<d
xj=0=>vy;20 (19)
xj=d; = y;<0, i=1,2,..,n

0<Xi<di=>yi=0

The extension of Keller's method to be proposed in this section starts by
finding a feasible solution of the constraint set of QP (18). This is achieved
by using the procedure Phase 1 with Working Bases described in [23,
chapter 11]. Let B, C2 and C! be the submatrices of A associated to the basic
variables, nonbasic variables at zero level and nonbasic variables at the upper-
bound level respectively. Then A =[B : C} and € = [C!: C%. IfF, T, and
Ty (T=T; U T, = {1,..., n} — F) are the sets of column indices associated to
B, C! and C2 respectively, then the feasible solution obtained by the Phase 1 -
algorithm has the form

Xp =0, XT1= dt, iTz =0 20)
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As in Section 2 we can associate to this solution a tableau of the form
XT, XT, ¥ YE

- - = = AT
yr,=| Pr, | Hrry Hpyr, Hre o —(C)

5 T T T3 AT
yT2 =| P Ty HT2T1 HT2T2 HTzF —(C)
21
xe= | @ c! c? B 0

which is obtained from (7) by a principal pivot operation with pivot (9).
Since X, = d!, then the values of the basic variables Pr, - Pr,, Prand q

are computed in a slightly different way by
(3 T 2] [
PE B 0 g+Cl d!

_ =pr=(r+Hpp, d)+| H -C _
[PTZ T T T [ FF ] PE

Hence these vectors are computed by the following process
Solve Bg=-(q+Cld)
Solve BT Bg = (pp+ Hr, d!) + Hpp g
Compute P =pr+Hyy, d' + Hrpq- CT (22)
which is quite similar to formulas (13) - (15).

The extension of Keller's method to the solution of problem (19) is quite
similar to the simplex method with upper-bounds [23, chapter 11]. If for the
solution X given by (20) we have Pr | <0and 5’1‘2 2 0, then a solution of (19)
has been found and X is a local minimum of QP(18). Otherwise we find the
entering variable x, by the following criterion

Il =max { 17;1: (i T, and p; > 0), (i T, and p; < 0)} (23)

The value of the entering variable X, is then increased from zero (re T,) or
decreased from d, (re T,). Since He NSD, then also He NSD and this
increase or decrease can only be blocked by a variable X that attains one of

the bounds. The criterion (11) to find this variable has to be modified and it is
presented below. ‘
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(I) Case of re T - Compute
.d
ILL:jieFand C;>0)

I} ol

(§.-c.d
95 —_csr r=max{qi
T
(- if ¢, <0 forallieF
ro_
(qs—c_s_rdr)—ds
g
0, =9 g;—¢.d)-d
2 = max {(q‘ 1 ) L:ieFand Eir<0}
_cil‘ :
(- if ;20 forallieF

and let © = max {0, 0;, 6,}. Then three possible cases may occur:
(i) If 6 = 0, then x, takes the value zero. Hence no pivot operation is
performed and we simply have T, = T; — {r} and T, =T, U {r}.
(ii) If © = 6, then x_ is blocked by the variable xj that attains the value
zero. Hence a pivot operation with pivot (12) is performed and xg

becomes a nonbasic variable at zero level. Then F=F — {s} U {r}

and T, =T; - {r} and T, =T, U (s}.
(iii) If © = 6,, then x_ is blocked by the variable x, that attains the upper-

bound d,. Then a pivot operation with pivot (12) is performed and
Xs becomes a nonbasic variable with value d. Hence
F=F-{s}U {r}and T; =T, - {r} U {s}.

(ID) Case of re T, - Compute

¢ _ —
9Q _ . q; . —
—*~=min {~—:ieFand c; <0)
3 o ’ ~Cir

(+o if ¢, 20 forallieF

91=

- _
d d.—q;

JEgﬁ-:min{ ‘_q‘:ieFand Ciy> O}
0,=4 <& <

\+e if ¢._ <0 forallieF

ir

ir =
and let 6 = min (8, 6,, d_}. Then three possible cases may occur:
~ (i) If 8 = d,, then x, takes the value d_ and we have T, = T, — {r} and

Tl = Tl ) {r}.
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(ii) If © = 0, then a pivotal operation with pivot (12) is performed and
X, becomes a nonbasic variable at zero level. Then
F=F-{s}U{r) and T, = T, — {r}U{s}.
(i) If © = 6,, then a pivot operation with pivot (12) is performed and X
becomes a nonbasic variable with value d. Hence '
F=F- (s}U{r}, T, =T{U{s} and T, = T, - {r}.

After this iteration has been performed a new tableau of the same form
(21) is obtained and the process is repeated. If we call nondegenerate pivots
to all the cases in which the entering variable changes value, then it is easy to
see that the value of the quadratic function f is reduced for nondegenerate
pivots. Then the method terminates in a finite number of iterations if only
nondegenerate pivots are used. In case of degenerate pivots the lexico-rule
described in [23, chapter 11] or a modification of the Bland's rule [11] is
sufficient to guarantee convergence.

To apply the criteria presented in -this section, it is only necessary to
compute the transformed C,r of the column r of the matrix C. As before this
vector is obtained by solving the system (16). Hence the computational work
in each iteration for QPs with or without upper-bounds is similar. As before,
the LU decomposition of the Basis matrix B is updated whenever a pivot
operation is performed. If only a change of the status of a nonbasic variable
occurs, then no updating is needed, since the Basis matrix does not change in
this case.

As before, H is stored as an unsymmetric matrix in the implementation of
the extended Keller's method. Hence the procedure can be used to solve
problem (19) when H is an unsymmetric NSD matrix. Since problem (19) is
equivalent to LVI (6) where

K = {xeR": Ax = b, 0<x<d}
then the extended Keller's method can be used to find a solution for the LVI.
As before no theoretical proof for the convergence of the algorithm is known.
By using similar arguments to those used in Section 4, we make the
conjecture that the algorithm always converges to a solution of the LVI.
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6. Computational Experience ) )
In this section we present some computational experience with the

implementation of Keller's method in solving Concave QPs and LVIs with
and without upper-bounds. Two types of test problems have been
considered. The first set of test problems (TP1, TP2, TP3) were taken from
[11]. All the elements of the matrices of the quadratic forms of these QPs
have been multiplied by —1 for H to become NSD. All these QPs have upper-
bounds on the values of the variables. In order to have some experience with
Keller's method for Concave QPs without upper-bounds, all these bounds
have been removed and the constraint el x = o, with e = (1,..., 1T and
0 > 0, has been added to make bounded the set K. The other test problems
TP4, TP5, TP6 and TP7 have been constructed by using the technique
described in [29] to generate the matrix H and an adaptive process for sparse
matrices of the technique presented in [27] to generate the constraints of the
set K. To construct LVIs with unsymmetric NSD matrices we have modified

some elements of the matrices H of the problems TP1-TP7 in order to make
them unsymmetric.

The computational tests were performed in a CDC CYBER 180-830 of
University of Porto and their results are presented in tables 1 and 2. In these

tables m and n represent the numbers of constraints and variables of the QPs
and LVIs respectively and

r (A) = number of nrc;nzeros of A r (H) = number of n(r)lnzeros of H
NI = number of iterations, TS = CPU time in seconds
Phase 1 Keller's Method

Symmetric H | Unsymmetric H
TP | m | n {rA) NI | TS | r@)| NI | TS |ran | NI| TS
300159912.5]310(209( 3.]44 |46] 3. | 291 3.1
400 [ 799 |2.5 1414 137.4] 3.149 | 62| 3. | 41| 5.7
500199925516 58.| 3.154 96| 3. | 46| 8.
89 [500|7.8|135]22.1| 6.2]723210.] 4.9 | 428] 124.
100 { 500 | 7.1 | 184 |40.5] 6.2] 642 |245.] 4.9 | 653 | 245.
80 1600 ]7.7 1180 (36.9] 9.3|486 [162.]| 7.2 | 434] 139.

100 ] 600 | 7.0 | 191 |46.7] 9.3[792|348.] 7.2 | 9941 383.
Table 1 - QPs and LVTs without upper-bounds

NN DW=
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Phase 1 Keller's Method
Symmetric H | Unsymimetric H

TP | m n [rA NI | TS| r@| NI | TS |JragD ] NI| TS
2991599 1.5 299 |15.2] 3.]300]20.2| 3. |594 | 51.4
3991799 11.5]399 |27.2| 3.398]36.5] 3. |794 | 90.
499199911.5]1499]42. | 3.]498| 56. | 3. |994 | 142.
50 | 500 ]6.6 {455 |49.4] 6.21630|120.f{4.9 | 644 | 119.
80 |50014.91637190.] 6.2]877{216.]4.9 |850 ] 210.
50 1600]6.6 |602177.4] 9.3]1102]244.17.2 [1076] 230.

80 | 600]4.9|786[122.] 9.3|1348]393.] 7.2 ]1284] 357.
Table 2 - QPs and LVIs with upper-bounds

The results presented in tables 1 and 2 show the efficiency of the
implementation for solving Concave QPs and LVIs with symmetric or

~N 0N K B W N =

unsymmetric matrices. It also follows that the dimension and density of the
matrix A have a much stronger influence on the behavior of the method than
those of the matrix H. This confirms the ability of this implementation for
solving QPs and LVIs with large number of variables and reasonable number
of constraints.

An important contribution of this paper is to show that it is possible to
solve Concave QPs and LVIs without modifying the matrix H of these
problems. We think that another efficient implementations can be developed
to solve Concave QPs and LVIs whose constraint sets have special
structures, like generalized upper bounds or even Concave QP and LVI
transportation problems [23].

It is known that finding local minima of Concave Nonlinear Programs and
solving Nonlinear Concave Variational Inequality Problems can be done by
using sequential algorithms which in each iteration find a local minimum of a
Concave QP or solve a LVI[10, 21]. If all the constraints of these nonlinear
problems are linear, then all these QPs and LVIs heve the same constraint set.
Therefore the Basis matrix corresponding to a local minimum of a QP or to a
solution of a LVI can be used as the initial Basis for the next QP or LVI to be
solved. Since the implementation proposed in this paper only requires the
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decomposition of the Basis matrices associated with the constraints, then it is
quite recommendable for these sequential algorithms.
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