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APOIO A TOMADA DE DECISAO NUM
SISTEMA DE TRANSPORTES

Lélio Amado

RNIP - RODOVIARIA NACIONAL, INVESTIMENTOS E PARTICIPACOES, SA
Departamento de Andlise de Sistemas Operacionais
Av.Columbano Bordalo Pinheiro, 86 — 1093 LISBOA CODEX

Resumo
A presente comunicagdo pretende contribuir para o diagndstico das
necessidades de apoio a tomada de decisdo num sisterna de transportes.
Comegando por descrever e caracterizar a composi¢do de um modelo de
sistema de gestdo de transportes, procurar-se-d identificar a possibilidade e
utilidade de aplicagdes da andlise de sistemas e da investigagao operacional,
com vista a tomada de decisdo na gestio dos transportes.

1. Introducgao

Os problemas associados a tomada de decisdo em sistemnas de transportes
tém vindo a tornar-se cada vez mais abundantes e simultaneamente mais
complexos. Este facto, porém, decorre naturalmente da crescente escassez de
recursos encontrada pelas entidades gestoras de sistemas de transporte e da
necessidade imperiosa de racionalizar a afectag@o e a utilizagdo dos recursos
disponiveis.

Efectivamente, as empresas de transportes piblicos t€m sido forgados a
procurar novas formas de reduzir a contradi¢do entre a exigéncia de
estabilizagdo ou mesmo expansdo dos servigos e a diminui¢do dos subsidios 2
exploracdo. Esta situagdo resulta dos diferentes interesses dos grupos
envolvidos (entidades gestoras dos transportes piiblicos, politicos e
passageiros) e permanece insolivel.

No caso particular do contexto portugués, hd ainda a ter em conta as
' transformagdes que se avizinham para o sector dos transportes,
particularmente a alterag@o da Lei de Bases, com a adopgdo de um perfil
liberalizante, e a integragdo plena de Portugal na comunidade econémica
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europeia; estas situagdes exigirdo as empresas de transportes portuguesas
actuagdes de cardcter mais concorrencial, conduzindo inevitavelmente i
pesquisa e adopgdo de instrumentos mais rdpidos e eficientes para apoio &
tomada de decisdo.

Contudo, a definigdo e selecgdo de adequados sistemas de apoib a tomada
de decisdo deverd passar, previamente, por uma reflexio sobre o proprio
processo da tomada de decisdo, articulada com as diversas fases da gestdo,
Por outro lado, hd que identificar muito claramente os problemas, determinar
as possiveis interrelages entre eles e formalizé-los com vista 3 sua resolugio.

A presente comunicagdo pretende contribuir para o diagnéstico das
necessidades de apoio a tomada de decisdo num sistema de transportes.

Assim, no ponto que se segue apresentar-se-4 uma concepg¢do da
problemdtica da tomada de decisdo, enquadrando-se essa questio no ciclo da
gestio.

No ponto 3 far-se-4 a caracterizagdo de um sistema de gestdo de
transportes apreciando-se a inter-relagdo entre as vdrias dreas e as
necessidades de integragdo das decisdes a nivel da gestdo geral do sistema.

A apreciagio mais detalhada da drea da exploragdo de transporte colectivo
de passageiros constituird o objecto do ponto 4, onde serd realgada a
importéncia da utilizagdo de modelos matemdticos e sistemas-de informagio
para apoio a tomada de decisdo nos transportes.

2. A Problemitica da Tomada de Decisio

A necessidade de tomar decisdes decorre naturalmente da existéncia de
problemas, para cuja identificagdo se torna indispensdvel a obtengio de
informago. Assim, € a informagio que proporciona ao decisor a percepgio
das relagdes entre os elementos do sistema em que o problema se insere, e
permite o conhecimento das caracteristicas deste com vista 3 sua resolugdo.

Por outro lado, tal como se mostra na figura 1, em determinadas
circunstincias poderd obter-se também informagdo relativa ao provivel
comportamento do sistema face a determinado tipo de acgdes do decisor, o
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que permitird a este uma estimativa das reacg¢des a obter (decisdo com
experiéncia). '

PROBLEMA
As Probabilidades de Ocorréncia -
das Reacgdes sdo Conhecidas ? SIM NAO

DECISAO
COM
Procuram-se Conhecer |EXPERIENCIA]
Essas Probabilidades ?
DECISAO
SEM
EXPERIENCIA SIM
D4-se Credibilidade as
Probabilidades Estimadas ?
DECISAO DECISAO
SEM COM
EXPERIENCIAl |EXPERIENCIA|
Fig. 1

E mediante esta forma de conhecimento que o agente de decisdo
estabelece as suas preferéncias e selecciona as suas acgdes, naturalmente na
expectativa de obter os melhores resultados.

Portanto, em termos funcionais hd que hierarquizar os procedimentos € os
métodos para uma tomada de decisdo racional, comegando o centro de decisdo
por recolher informagdo conducente a identificagdo do problema, a
caracterizagdo do sistema e a andlise do seu comportamento histérico,
passando depois a respectiva formalizagio e obtengio de solugdo através da
utilizagdo de instrumentos adequados, prosseguindo com a execugdo pritica
das acgdes decorrentes da solugdo encontrada e estando atento aos resultados
reais, que analisados comparativamente com os previstos, proporcionardo a
actualizagfio da base de conhecimento inicial e eventualmente conduzirdo
reformulagdo da decisdo no perfodo seguinte (Fig. 2).
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INFORMACAO =

DECISAO
DESVIO
REACCAO REACCAO
[ESPERADA [+® REACL
CONTROLO
Fig. 2

O modelo que se acabou de descrever e se ilustra na figura anterior é
facilmente identificdvel com o processo de decisdo que deve estar. associado a
qualquer sistema de gestdo, no qual se interligam quatro fungdes
fundamentais, constituindo igual nimero de fases do processo de gestdo:
informagdo, planeamento/programagéo, organizagio/implantagio e controlo

(Fig. 3).

—&| INFORMACAO

;

PLANEAMENTO/
/PROGRAMACAO

’

ORGANIZACAO/
IIMPLANTACAO

y

CONTROLO

Fig. 3

Os problemas, no entanto, poderdo ter dmbitos diferentes, quer em
termos do horizonte temporal que abrangem, quer em termos da estrutura do
sistema que envolvem. Assim, no que respeita a correspondente tomada de
decisdo, € frequente adoptar-se uma classificagdo que, em geral, permite
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também a identificagdo de equivalentes niveis de gestdo: Estratégico,
Tactico e Operacional.

De acordo com aquela classificagio, € possivel caracterizar claramente as
decisdes sob diversos aspectos, tal como € feito no Quadro I.

QUADRO1
Caracteristicas Decisoes
Estratégicas Técticas Operacionais
Objectivo Aquisigido de Utilizagdo de Execugio
Recursos Recursos ‘
Horizonte Longo Prazo Médio Prazo Curto Prazo
Temporal
Nivel de Alto Meédio Baixo
Management
Alcance Grande Médio Pequeno
Fonte de Externa e Interna Interna
Informagio
Nivel de Detalhe {Muito Agregado ‘Moderado Pouco
da Informagéo
Grau de Incerteza Elevado Moderado Fraco
Grau de Risco Elevado Moderado Fraco

(Robert N. Anthony — "Planning and Control Systems")

A diversidade de caracteristicas de decisdo que se observam no quadro
anterior pode ainda ser conjugada com dois tipos de decisdo, derivados de
situagdes repetitivas ou de situagdes tinicas, o que ¢ bem indiciador da
importancia que se deve atribuir 4 escolha de adequados instrumentos de
apoio A tomada de decisdo. Assim, historicamente os métodos de apoio a
tomada de decisdo tém vindo a tornar-se mais elaborados (Quadro II),
proporcionando simultaneamente maior rapidez e rigor na resposta €
possibilitando decisdes melhores e mais oportunas.
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QUADROII
Tipo de Decisdo Métodos de Apoio
Convencionais Modemos
* Programada Estrutura Processamento
(Estruturada) Organizacional Automdtico da
- Informagdo
- Rotina Procedimentos . ’
. Regras Modelos Mateméticos
- Repetitiva Habituagdo
* Nio Programada Politicas Hierarquizagio do
(Ndo Estruturada) | Intuigiio Sistemna
- Unica Treino Teoria da Decisdo
- Complexa Promocio Heuristicas

(Herbert Simon — "The Shape of Automation for Men and
Management")

3. Caracterizacido de um Sistema de Gestio de
Transportes

Encarando o transporte numa perspectiva empresarial em que a finalidade
€ a produgdo e venda desse servigo, importa definir a composi¢do de um
modelo de sistema de gestdo que satisfaga as exigéncias que lhe estdo
subjacentes, e caracterizar os problemas tipicos que se levantam no Ambito
dessa actividade, com vista 3 identificagdo das necessidades de apoio a
tomada de decisdo na gestfio de transportes.

Como em qualquer outro ramo, também na inddstria de transportes €
fundamental a detecgdo das necessidades de mercado por satisfazer, a qual
suporta a determinagio da produgdo a realizar; no exercicio da actividade
produtiva, € entdo necess4rio conjugar a utilizagfio de diferentes factores de
produgdo (equipamentos, recursos humanos e recursos financeiros), bem
como adoptar adequadas politicas de aquisigio de materiais de consumo efou
subcontratar a prestagio de servigos de apoio.
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De uma forma sintética, ficamos assim com a relagfo dos principais
problemas que se encontram num sistema de gestdo de transportes, 0 que nos
permite definir o modelo representado na figura 4 e antever algumas situagGes
de tomada de decisdo.

No modelo representado na referente figura podem-se assim identificar
seis dreas funcionais (Produgdo, Comercial, Manutengdo, Aprovisionamento,
Recursos Humanos e Finangas), as quais constituem subsistemas do sistema
de gestdo de transportes. No entanto, dadas as particularidades do sector de
transportes, em que a produgéo e a comercializag@o sdo simultdneas, por ndo
ser possivel produzir para stock, e em que na maior parte a sua oferta é
considerada servigo piiblico, ficando o exercicio da actividade sujeito a tarifas
e normas rigidas impostas pelo governo, € frequente encontrarmos as fungdes
comercial e produgdo diluidas numa fungdo mais geral que se tem designado
por "exploragdo".

Dada a finalidade que comegamos por enunciar para um sistema
empresarial desta natureza, € natural que a drea da exploragdo seja considerada
a mais nobre, jd que € nela que se consubstancia a prépria razdo de ser do
sistema. Contudo, isto ndo significa que o funcionamento do sistema resulte
exclusivamente das decisdes tomadas neste dmbito, pois hd que adquirir
equipamentos através de decisdes de inveétimcnto, hd que manter os
equipamentos em boas condi¢Ges de funcionamento e utilizagdo, para o que
sdo importantes decisdes nas dreas de manutengdo e aprovisionamento, € hd
que contratar, formar e aperfeigoar os recursos humanos indispensdveis ao
suporte da estrutura do sistema. A todas estas decisdes aparece ainda
associada uma decisdo de financiamento, jd que € indispensdvel garantir os
meios financeiros necessdrios a aquisi¢do dos recursos e, em ultima andlise,
uma decisdo de gestdo que valide, ou ndo, as decisdes parcelares a nivel de
cada subsistema em fungéo dos resultados globais pretendidos, os quais
podem ser avaliados exclusivamente em termos financeiros ou com base em
critérios de ordem mais qualitativa.
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MERCADO MERCADO
FINANCEIRO DE
CONSUMIVEIS
E
] L COMPONENTES

APROVISIONAMENTO

RECURSOS

PRODUCAO

TRANSPORTES
Fig. 4

Assim, inventariam-se seguidamente alguns problemas no dmbito de um
sistema de gestdo de transportes cuja resolugio poderd ser apoiada com éxito
nos modernos métodos de apoio 4 tomada de decisdo referidos no Quadro 11

* Area Comercial
Previsdo de Procura
Andlise e Avaliagio de Niveis de Servigo
Anélise € Avaliagio de Trifegos de Passageiros
Andlise de Rentabilidade dos Servigos

* Area da Produgio
Planeamento de Redes e Hordrios
Programagio de Servigos
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Afectagio de Servigos a EstagGes

Rotas Optimas para Transportes Escolares e para Sistemas
Dial-a-Ride

Afectaco de Meios

* Area da Manutencio
Planeamento de Intervencgdes (Manutengio Preventiva)
Planeamento de Substitui¢do de Frota

* Area de Aprovisionamento
Gestdo de Stocks
Gestio de Materiais (M.R.P.)

* Area de Recursos Humanos
Planeamento de Efectivos de Pessoal
Gestio de Pessoal/Contratagao Colectiva

* Area Financeira
Gestio de Tesouraria e Financeira
Andlise Econémica-Financeira de Projectos de Investimento

Cada um destes problemas poderd pois ser objecto de andlise, com vista a
respectiva formalizagdo e construgdo de um modelo representativo que
permita, através de métodos e algoritmos adequados, pesquisar as melhores
solugdes.

Importa sublinhar, no entanto, que embora possamos desenvolver e
implantar modelos especificos de apoio a decisdo para cada um dos problemas
que se arrolaram por drea funcional, hd que manter a visdo global do sistema
de forma a compreender o objectivo final da tomada de decisdo: seleccionar a
melhor solugdo para todo o sistema. Efectivamente, os vdrios subsistemas
estdo interligados entre si, peld que diferentes decisGes em cada um terdo
diferentes implicagdes nos restantes; por outro lado, é comum que os
objectivos dos subsistemas tenham alguns pontos de conflito, e que, por
consequéncia, o 6ptimo do sistema global ndo seja o somatério dos 6ptimos
dos vdrios subsistemas, mas antes uma solugio de compromisso entre todos
eles.

11
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Dir-se-4, nestas circunstincias, que estamos perante um problema com
objectivos ou critérios miltiplos, o que, desde logo, nos faz sentir a
necessidade de integrar as decises, atribuindo adequados coeficientes aos
subobjectivos, que constituirdo igualmente factores de conversio de escala
para que os objectivos parcelares sejam somdveis. Apesar de tudo, esta forma
de abordagem do problema encerra algumas dificuldades, nomeadamente
porque os factores de conversio podem diferir de pessoa para pessoa.

Pelo que se acabou de referir, tém vindo a adquirir grande importancia e
desenvolvimento as metodologias de andlise multicritério para apoio a tomada
de decisdo.

Embora sem negar a imporiincia e as potencialidades dos instrumentos de
andlise multicriiério, continua-se a reconhecer grande utilidade aos modelos
especificos de cada um dos problemas atrds enumerados, tanto mais que se
partilha a opiniio de que os modelos, como meros instrumentos de apoio a
decisdo, ndo devem ter sempre o mesmo grau de complexidade da vida real,
por forma a que a sua resolugdo seja possivel dentro de relagdes aceitdveis de
custo-beneficio.

Dado que, de todas as 4reas identificadas no modelo de sistema de gestdo
atrds apreseniado, apenas a "exploragido"” € especifica dos transportes, a seguir
apreciar- -se-3o mais em detalhe os problemas de gestdo encontrados a esse

nivel.

4. Apoio a Decisdo na Exploragdo de Transportes
Colectivos de Passageiros
Com vista ao enquadramento dos vdrios tipos de instrumentos cuja
aplicag@o se considera adequada para apoio a tomada de decisdo na exploragdo
de transportes colectivos de péssageiros, concebeu-se o modelo exposto na.
figura 5, o qual segue a metodologia de gestdo definida na figura 3.
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INFORMACAO MACROECONGOMICA

<+
HISTORICO DE GESTAO
-~ > OBJ%%HVOS
| GESTAO
REDE/ROTAS
ESTRUTURA =
TARIFARIA G ILTGACOEIHORARIOS
TARIEAS |4 ]I\IFOAR(I\)'IACA ESS%LAS
PUBLICO VEICULOS
E
TRIPULACOES
MOVIMENTO DIARIO
CONTROLO | |INQUERITOS/] {CONTROLO
DE ]\)’ENDA JCONTAGENS " DE _
, DA EXECUCAO
Tl'lglébos PROCURA DEC
SATISFEITA
TRANSPORTE ESCALAS

L

;

INFORMACAO DE GESTAO

Fig. §

13
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Assim, partindo-se de uma base de informagdo composta por indicadores
macroeconémicos e informagio de gestdo histérica, pode-se proceder a uma
andlise e modelizagdo da procura de transporte, a qual, associada 2 situagio da
conjuntura macroeconémica, permitird aos responsdveis da gestdo tragar os
objectivos a atingir em termos de produgdo.

Em face dos objectivos de gestdo, da quantificagdo e da qualifica¢do da
procura, pode-se, uma vez reconhecida a rede de infra-estruturas, proceder a
elaboragio do plano de pioduqﬁo, consubstanciado no tragado de uma rede de
transporte, com identificagdo das rotas, ligages e horérios a oferecer.

‘A estrutura tarifdria, bem como as tarifas a aplicar deverio resultar de uma
avaliagdo da cobertura dos custos ¢ da remuneragdo dos factores produtivos
em fungdo da previsivel utilizagdo que o sistema ird ter, atendendo ainda a
critérios de adequagdo das formas de cobranga s tipologias de servigo
oferecidas. Refira-se, porém, que no actual contexto portugués e para a
parcela do transporte classificada de servigo publico, esta decisdo ndo cabe
aos operadores de transporte, j4 que as tarifas sdo definidas
administrativamente,

Uma vez tragado o plano de produgio, pde-se o problema de programar a
utilizagdo racional dos veiculos e tripulagdes (elaborar as escalas), o que,
sublinhe- -se, deverd ser feito de uma forma algo interactiva com o plano de
produgdo.

No modelo apresentado integra-se também uma missdo de informagio ao
publico, a qual, em fungdo da maior ou menor complexidade do sistema de
transportes deverd apoiar a tomada de decisdo do passageiro para a melhor
opgdo de utilizagdo do transporte.

Refira-se, finalmente, a inclusdo de um subsistema de controlo que,
incidindo sobre diferentes aspectos da producio e da venda do servigo de
transporte, proporcionaré a adequada informagdo com vista A avaliagdo dos
resultados da gestdo. .

Do apresentado na figura 5 ressaltam vérios aspectos em que a tomada de
decisio de gestdo deve ser apoiada em adequados modelos matemdticos e
sistemas de informagdo, cuja utilizagdo fica actualmente bastante facilitada
pelo recurso aos microcomputadores.




L.Amado | Apoio d Decisdo num Sistema de Transportes 15

No que respeita ao estudo da procura de transporte, a figura 6 ilustra a
metodologia cldssica de abordagem do problema, em que se aplicam diversos
tipos de modelos matemdticos: modelos de regressio, modelos
gravitacionais, modelos de redes (caminho mais curto, fluxo médximo,
fluxo de custo minimo, etc.).

MODELO DE PROCURA
INPUT'S OUTPUT'S
Zonas, Populagio, GERACAO Viagens Geradas/Zona
Emprego, Recursos, DE Viagens Atraidas/Zona

Rede, Distancias, DISTRIBUICAO Combinagdes Origem —
Tempo de Viagem, DE — Destino das Viagens

Custos VIAGENS

v

Tempos de Viagem, REPARTIC AO Adtribuigdo de Viagens

Tempos de Espera, aos Virios Modos de
Tarifas, Etc. MODAL Transporte
Rede, Fluxo — AFECTACAO Percursos Escolhidos
— Velocidade, DE
Capacidade, VIAGENS
Servigos
Fig. 6

O planeamento da oferta de transporte piiblico em termos de redes, linhas
e hordrios pode também beneficiar da ajuda de instrumentos de tratamento
gréfico interactivo, modelos de simulagdo de tréfego de vefculos e passageiros
e mesmo de modelos de programagio matemdtica, como no caso da definicdo
de cadéncias éptimas de autocarros em linhas urbanas, em que se pode
efectuar a seguinte formalizagio:
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Maximizar Intervalo entre Partidas
sujeito a:
Prob(Carga na Paragem; > Carga Médx.Adm.) < By, (todo e

qq.j)
Prob(Espera na Paragem; > Espera Mdx.Adm.) < B,, (todo

€ qq.j)
sendo B, e B, as probabilidades midximas admitidas para ultrapassagem de
determinados "plafonds" caracterizadores da qualidade de servigo.

O planeamento da utilizagio racional de veiculos e tripulagdes em sisternas
de transporte colectivo também é um problema que carece de resolugéo
cuidada e criteriosa, devendo as decisdes neste dominio ser suportadas por
modelos matemdticos orientados por um objectivo de custo minimo.

Para o eficiente acompanhamento da execugio das acgdes decididas na
fase de planeamento, é ainda imprescindivel um conjunto de regras e
procedimentos, bem como uma estrutura organizativa e circuitos de
informagio adequados a uma verdadeira fungio de controlo, sem a qual o
decisor ndo poderd ter o "feed-back" que lhe permita avaliar o efectivo alcance
das suas decisdes e tomar novas decisdes, reformulando ou nio as anteriores.

No entanto, o apoio a decisdo num sistema de transporte colectivo de
passageiros ndo se deve restringir ao transportador, jd que, para o bom
funcionamento do sistema, também € importante uma boa tomada de decisdo
pelos passageiros.

Assim, um sistema de informagéo ao piblico deve prever a necessidade
de fornecer respostas actualizadas e "inteligentes" ao passageiro,
nomeadamente, qual a melhor rota para uma deslocagdo: que linhas utilizar,
quais os eventuais pontos de transbordo, qual o tempo previsivel de viagem,
etc.

Para este efeito torna-se necessdrio dispor de sistemas de informagao,
equipamentos, modelos e algoritmos apropriados para uma resposta rdpida e
acessfvel a qualquer cidaddo que possa ler e escrever, como existe em Paris o
sistema "SITU", o qual em cada um dos terminais de rua existentes ao longo
daquela cidade pode determinar a melhor forma de ir para qualquer destino da
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cidade indicado pelo passageiro, de acordo com as opgdes por ele referidas
para o minimo tempo de percurso ou modos de transporte preferidos.

5. Conclusoes

Dada a necessidade de se tomarem boas decisdes de gestio, reveste-se de
grande importincia a utilizagdo de metodologias, técnicas e instrumentos de
apoio 2 tomada de decisdo nessa fungdo.

Pela sua concepgio sistémica da realidade, pela metodologia cientifica que
a caracteriza e pelas técnicas a que recorre, a Investigagio Operacional pode
dar um importante contributo no apoio & thmada de decisio num sistema de
transportes, devendo a utilizag@o das suas técnicas ser conjugada com formas
de tratamento automdtico da informagio.

Considerando-se a grande utilidade dos sistemas de informagdo, das
metodologias de andlise, dos modelos matemdticos, dos algoritmos e dos
instrumentos de célculo e dos instrumentos de controlo para a gestio dos
transportes, pode-se concluir que existem vastas possibilidades de aplicagdo
da andlise de sistemas e da I.O. para apoio 4 tomada de decisdo num sistema
de transportes,
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Resumo ‘

Muitos contextos de tomada de decis@o sdo caracterizados por apenas se
ter acesso a informagdo de natureza ordinal sobre as preferéncias intra-critério
dos decisores, a par do desejo destes em disporem ndo sé de uma ordenagio
final das alternativas, mas também de uma indicagdo de mérito global absoluto
para cada uma delas. A conjugagdo destes requisitos torna dificil o recurso na
pritica a métodos multicritério, dos vérios tipos de abordagens operacionais
conhecidas, uma vez que algum ou alguns dos seus pressupostos de aplicagio
serdo sempre violados em tais situa¢des. Para ultrapassar esta situagdo
propde-se neste artigo um novo processo de agregagdo que designamos por
MEMSOR, MEtodo Multicritério para Segmentagdo ORdenada.

1. Contexto Metodolégico

Dois tipos fundamentais de dbordagens operacionais tém sido utilizadas
para apoiar a tomada de decisdo perante problemas discretos de comparagio
de virias alternativas tendo em conta miiltiplos critérios de avaliagdo: a
"abordagem do critério tnico de sintese" - englobando a "Escola Americana"
da Teoria do Valor ou Utilidade (Keeney e Raiffa, 1976) e, também, o
Método de Saaty (Saaty, 1988) - e a "abordagem da subordinagdo de sintese"”
- base dos métodos multicritérios inseridos na vulgarmente chamada "Escola
Francesa" (Roy, 1990).
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A primeira apresenta como vantagem o facto de ser possivel definir uma
medida de mérito (valor) global para cada alternativa, indicadora da sua
posigdo relativa numa ordenagdo final; no entanto, é necessdrio dispdr de
informagdo completa (cardinal) sobre as preferéncias intra-critério dos
decisores, 0 que na maioria dos casos préiticos é muito dificil ou mesmo
impossivel de obter. ’

Por sua vez, uma das grandes vantagens da abordagem da subordinagio
de sintese € precisamente pérmitir ordenar (pelo menos parcialmente) as
alternativas em termos relativos, mesmo quando a informagio de que se
dispde sobre as preferéncias critério a critério € pobre; no entanto, ndo é

possivzl a indicagdo do mérito global de cada alternativa.

2. Objectivos do Método MEMSOR

A aplicagdo de qualquer método de andlise multicritério pressupde a
especificagdo anterior de qual o objectivo que o decisor pretende alcangar
quando se propde comparar entre si vdrias alternativas de decisdo recorrendo
a multiplos critérios de avaliagio.

Por influéncia do paradigma da optimizagéo, caracteristico da investigago
operacinal (cldssica), durante bastante tenpo aceitou-se sem discussdo que
um decisor procura essencialmente escolher a "melhor" alternativa de entre
um conjnuto pré-definido. No entanto, muitas vezes o decisor pretende ndo
s6 escolher a melhor alternativa em termos relativos, mas também saber se
essa "melhor" alternativa tem um valor absoluto global suficientemente bom
para ser tomada como decisdo a implementar. Em terminologia da Teoria da
Medigdo ("Measurement Theory", ver (Roberts, 1979)) dir-se-4 que, como
vdrios psicélogos tém feito notar (por exemplo, Blumenthal (1977)) existe
uma distin¢do clara entre medicéo relativa e medigdo absoluta de valor.

No campo da andlise multicritério este problema tem merecido pouca
atengdo. Refiram-se as preocupagdes de Saaty (1986 e 1987) e o conceito de
problemidtica da segmentagdo introduzido por Bernard Roy (1985) — ver
definigdo precisa em (Bana e Costa, 1986). No contexto da "Abordagem de

Subordinagdo”, Moscarola e Roy (1977) desenvolveram um método
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adequado 2 afectagio das alternativas de um dado conjunto a classes
(segmentos) pré-definidos, com referéncia a limiares minimos de
aceitabilidade e madximos de rejei¢do — a chamada segmentagéo tricotémica
(ver, também, (Moscarola, 1977) ¢ (Roy, 1981)).

No entanto, este processo ndo responde ao duplo problema da
comparagio por mérito relativo e absoluto, isto é, ndo permite
simultaneamente fornecer indicagdo sobre o posicionamento relativo das
alternativas e, por outro lado, definir o mérito absoluto de cada uma delas.
Foi com este objectivo que os autores desenvolveram o método MEMSOR —
Método Multicritério para Segmentagio Ordenada — que se apresenta neste
artigo.

3. Desenvolvimento do Método: afectacio de

alternativas a classes ordenadas
Seja A um conjunto de alternativas a, ..., a,..., a, que sio apreciadas

segundo um conjunto C de critérios C,,..., Cj,. +» . Para cada critério C; ¢
definida uma escala de avaliagdo (pontuagdo) com diferentes niveis, variando
de cj’ a c}‘ (respectivamente o pior e o melhor niveis de avaliagfo atribuiveis a

qualquer alternativa), expressando as preferéncas do decisor nesse critério.

N

Designe-se por Cjj a pontuagdo atribuida pelo decisor a alternativa
a; (i=1,...,n) segundo o critério Cj G=1,..., m).

O método que se propde consiste em afectar cada alternativa a; aum
segmento do espago definido pelos critérios e pontuagdes, através da
comparago de a; com alternativas virtuais de referéncia. Este processo tem
algumas analogias metodol6gicas com a andlise tricotémica de Moscarola-Roy
referida no ponto 2, uma vez que o conjunto A das alternativas em confronto
¢ segmentado segundo vdrios niveis (multidimensionais) de valoragio
absoluta,

No entanto, o método que se apresenta vai mais longe, pois que, para
além de cada alternativa ser afectada a um determinado segmento, todos os

segmentos estdo hierarquizados, existindo uma preferéncia estrita entre os
niveis consecutivos S e S ; definidores de cada segmento.

21
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Vejamos como se define o perfil de pontuagdes que segundo cada critério
definem os limiares S, e S, , de cada segmento.

Tratemos o caso mais simples em que a pontuagdo segundo cada critério
varia numa escala ordinal de 1 a 5, idéntica para todos os critérios e em que
cada ordinal tem uma designagdo deste tipo:

5 — Muito Bom
4 - Bom
- 3 - Média
2 — Aceitdel
1 — Sem Interesse
Para a construgao das alternativas virtuais de referen01as que consntuem
os limiares da segmentagfo adoptou-se a regra:
5 = Muito bom em todos os critérios
4 = Bom em todos os critérios
3 = Média em todos os critérios
2 = Aceitdvel em todos os critérios
1 = Sem interesse em nenhum critério.

E em relagdo a estas alternativas virtuais de referéncia que é comparada
cada alternativa a;, podendo para o efeito utilizar-se qualquer dos métodos de
ordenagdo conhecidos, desde que sejam adequados ao tratamento de
informag#o ordinal nos critérios. No presente artigo optou-se pelo ELECTRE
I (Roy, 1978) para proceder & afectagio por segmentos.

O processo consiste em n aplicagdes do método, tantas quantas o nimero
de alternativas de A, sendo cada corrida feita sobre o conjunto formado por.
uma alternativa a; e todas as alternativas virtuais S. Anote-se que se
posteriormente se pretender ordenar as alternativas posicionadas num mesmo
segmento, poderd recorrer-se a aplicagio do ELECTRE IIT apenas sobre o
sub-conjunto de alternativas contidas no mesmo conjunto.

O interesse do método proposto reside em que além de comparar as
alternativas de A entre si, elas sdo localizadas numa escala absoluta de
valoragdo global. Assim, poder-se-4 ndo s6 afirmar que entre duas
alternativas uma é melhor que outra, mas também efectuar o seu
posicionamento numa escala absoluta emitindo um juizo de valor sobre o
mérito global,
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4. Aplicacao do Método

A aplicagiio do méiodo descrito vai ser efectuada recorrendo a um caso
real que j4 foi objecto de andlise no dmbito da Comunidade Econémica
Europeia na acgio COST 307, "Politica de Conservagio de Energia nos
Transpoftes". .

O problema consistia em seleccionar as medidas de politica a testar em
modelo, a partir das preferéncias manifestadas pelos seis paises intervenientes
no projecto, além da prépria Comissdo. As entidades representantes dos
vérios pafses manifestaram as suas preferéncias atribuindo pontuagdes a cada
medida segundo um conjunto de doze critérios.

As medidas de politica consideradas foram as indicadas na tabela da

pédgina seguinte e os critérios considerados para a sua avaliagio foram:

C, ~— Quantidade de energia economizada’

C, — Aplicabilidade a todos os pafses

C; — Realizagdo de economias a curto prazo
C, - Efeitos positivos contra a poluigio

Cs; — Outros efeitos positivos (trifego urbano)
Cs — Nio ter efeitos negativos colaterais

C, — Custo para a sua introdugdo

Cg — Custo de controle de efeitos

Cy, — Custo da sua manutengio

C,o — Problemas para a sua implementagdo
C,; — Tempo para a sua habituagio
C,, — Aceitaglo pela colectividade

Medidas de Politica Alternativas

Legislativas Infraestruturas/Gestio do Trifego

L1 rendimento do veiculo controle de circulagio rodovidrio 11
L2 limite ao consumo " racionalizagdo do transporte aéreo 12
L3 carga util comboios de alta velocidade I3
L4 preferéncia ao transporte piblico transporte combinado-terra-mar 14
L5 limite de velocidade transporte combinado

rodo-ferrovidrio I5

.23
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L6 protecgido do meio ambiente criagdo de novas infraestrutras

(poluigio) I6
F1 custo dos veiculos-energético desenvolvimento tecnolégico P1
F2 subvengdes ao investimento sugestdes de circulacio P2
F3 pregos especiais para os substitui¢@o de produtos

transportes publicos energéticos P3
F4 tarifagio rodovidria planificagio socio-econémica

do territério P4

F5 diferenciagéo do prego telemdtica P5

dos carburantes
F6 medidas fiscais sobre os veiculos
Comportamento do condutor
educagdo Cl1
informagio C2

Como era objectivo dos decisores seleccionar uma tnica alternativa de
cada grupo de medidas de politica, a metodologia proposta neste artigo serd
apenas aplicada a um inico grupo, neste caso o das medidas de cardcter
legislativo.,

Por uma questdo de simplificagdo da apresentagio do método vamos
apenas efectuar a classificagdo considerando as preferéncias manifestadas por
uma dnica entidade (decisor), e considerando os pesos a atribuir a cada
critério que esta entidade adoptou.

Matriz Multicritério
Medidas C, C G Cy Cs Cg G Cg Cg Cpg Cpy Cyy
legislativas  Pesos 10 6 6 8 8 8 5 45 5 5 §

L, 3 323 123 332 2 2 2
L, 3 223 123 35 3 4 4
L, 2 222 213 34 3 3 2
Ly 4 254 533 33 2 2 2
Ls 3 344122 252 2 2
L 1 315 11122 5 4 4
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Para a comparagdo de cada alternativa/medida legislativa com as
alternativas virtuais utilizaram-se os conceitos de indice de concordincia e
indice de discordancia no mesmo sentido com que sdo utilizados no método
ELECTRE III (ver Roy, 1990). Adoptou-se para todos os critérios um nivel
de discordincia q > 2 que é tomado como nivel de veto.

Para a aplicago do método que se designa por MEMSOR I comparou-se
cada alternativa/medida legislativa com os diferentes limiares S5...5;.

Limiares 12 Fase 22 Fase
5 - Muito bom [5... 5] =
4 - Bom [4... 4 =
Ly
3 - Médio 3..31 = L4
L,L,LLs Ly, »LssLgoly ol
2 - Aceitdvel [2... 2] =

1-seminteresse [1... 1] =

Da primeira fase de aplicagdo resultou que:
i) amedida legislativa L, estaria acima do nivel Médio e abaixo do
nivel Bom; |
ii) a medida legislativa L é ‘pior que o nivel Bom, melhor que o
nivel Aceitdvel, mas é incomparéavel com o nivel Médio.
iii) as medidas legislativas L, L,, L3 e Ls estdo entre os niveis
Aceitdvel e Médio. |
A segunda fase de aplicagio consiste na ordenagéo das alternativas L;,
L,, L, Ls pela utilizagdo do ELECTRE 111, incluindo-se também a alternativa
Lg neste grupo. Obteve-se a seguinte ordenagdo: Ly — Ls — Lg » Ly > L;.
Em complemento ao processo seguido no método MEMSOR 1, pode-se
~ TECOITEr a outro processo operacional para a segmentagdo e ordenagdo
simultinea das alternativas. Este novo método, designado por MEMSOR 11,
consiste na aplicagdo do método ELECTRE III directamente sobre o conjunto
formado por todos os limiares ou alternativas virtuais e todas as
alternativas/medidas legislativas propostas. A segmentagio/ordenagdo obtida

foi a seguinte:

25




26

C.A.Bana e Costa et al | MEMSOR - Método Multicritério
Limiares .
5-Muitobom [5... 5] =
4 -Bom 4.. 4 =
3-Médi0 [3... 3] = L4

. Lz,'L6—)L5—-)I_:3L1
2 - Aceitdvel 2...2] =
1 - seminteresse f[1... 1] =

Verifica-se que com a aplicagdo do MEMSOR I L, se localizava acima do
nivel Médio e que aplicando o método MEMSOR II L, ¢ incompardvel com
aquele m’vél, sendo ainda de notar que a ordenag@o das alternativas situadas
acima do limiar Aceitdvel resulta menos discriminante. .

Estas alteragdes no ordenamento das alternativas sdo devidas ao facto da
posigio relativa final de duas alternativas quaisquer néo ser independente das
restantes alternativas. Ao aplicar-se 0 método MEMSOR I cada alternativa a; é
comparada isoladamente com as alternativas ficticias definidoras dos limiares
de segmentagio, enquanto que ao aplicar-se 0 método MEMSOR 1II todas as
alternativas a; sdo comparadas simultaneamente com as alternativas ficticias
Sk-

5. Conclusoes

A vantagem do método MEMSOR é€ a de se poderem testar as alternativas
em presenga face a alternativas virtuais definidas de um modo preciso e que
t€m uma valoragdo e significado absoluto. Cada alternativa a;-€ situada no
conjunto das alternativas virtuais, as quais estdo associadas a uma escala
hierarquizada (que no exemplo tratado varia de "muito bom" a "sem
interesse"). Assim, no caso tratado, ao seleccionar a medida de politica L4
porque € a melhor em termos relativos, sabemos também que estamos a
seleccionar uma medida de mérito global absoluto entre médio e bom.
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Resumo

A avaliag@o do desempenho de sistemas industriais do tipo fluxo continuo
(como as linhas de montagem) cujo equipamento néo € fidvel por estar sujeito
a avarias de natureza aleatéria é um tépico importante e que foi extensamente
estudado para configuragSes em linha. A tendéncia recente para automatizar
este tipo de sistemas industriais (com a utilizago de robots, por exemplo) tem
sido acompanhada pela adopg#o de configuragdes em que existem mdquinas
em paralelo, embora pouca atengdo tenha sido dada & avaliagio do
desempenho para este género de configuragdes. Nesta comunicag¢do os
sistemas deste tipo sdo representados por Cadeias de Markov em tempo
continuo, e a distribuigio da respectiva taxa de producio é estimada através de
um método de agregagio e decomposi¢do que permite obter resultados
aproximados que, de forma geralmente conservadora, se aproximam bastante
dos valores exactos. E de realgar, no entanto, que o método se torna exacto
para as configuragdes em série pura e em paralelo puro.

1. Introducio

Os sistemas industriais do tipo fluxo continuo caracterizam-se por terem o
equipamento e os postos de trabalho dispostos na sequéncia pela qual sdo
executadas as operagdes ¢ por fabricarem grandes quantidades de apenas um
ou poucos produtos semelhantes (ou seja, sujeitos as mesmas operagoes).
Destes, sdo considerados nesta comunicagdo os sistemas cuja produgio é
constituida por unidades discretas (e ndo por um fluido) e cujos tempos de
operagdo podem ser considerados determinfsticos, sendo as linhas de
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montagem e as linhas automatizadas (Automatic transfer lines, na
terminologia inglesa) os exemplos mais tipicos. A configurag@o em linha tem
sido escolhida devido a sua simplicidade e a facilidade com que permite
movimentar elevados volumes de produgio; contudo, tal configuragio tem a
desvantagem de o fluxo de produgfo ser facilmente perturbado por qualquer
avaria ao longo do sistema. '

As linhas de montagem tradicionais (manuais) ndo apresentam grandes
problemas de fiabilidade e por isso costumam funcionar de forma sincrona,
ou seja, os produtos sdo movimentados de cada estagdo para a seguinte a
intervalos regulares e constantes (a que se chama ciclo). O problema mais
importante das linhas de montagem é o da afectagdo das operagdes as
estagdes, procurando-se fazé-lo de modo a conseguir tanto quanto possivel
balancear a linha, o que € equivalente a minimizar os tempos mortos. Tal
problema tem sido objecto de grande atengdo desde hd mais de trinta anos,
tendo sido Salveson [1955] quem primeiro apresentou a sua formulagéo como
um programa linear. Seguiram-se-lhe Bowman [1960] com a formulagdo em
programagdo inteira, e Jackson [1956] que propds uma formulagio e método
de resolugiio por programagio dindmica. Desde entdo aparecerem diversas
variantes das formula¢des apresentadas, assim como dos métodos de
resolugdo. O problema do balanceamento de linhas de montagem é NP-hard
(Baybars [1986]), ndo sendo por isso de estranhar que tenham sido propostos
vérios métodos inexactos (isto €, métodos que ndo ddo qualquer garantia de
obter solugGes Optimas). Baybars [1986] apresenta um estudo dos métodos
€xactos, ao passo que em Baybars [1984] se passam em revista os métodos
inexactos. Primeiro Mastor [1970] e mais recentemente Talbot et al. [1986]
efectuaram estudos comparativos de diferentes métodos de resolugao, embora
o tltimo trabalho tenha incluido um maior nimero de métodos (alguns dos
quais exactos). Estes estudos demonstraram claramente que existem métodos
para obter solugbes 6ptimas ou quase-Optimas com um esfor¢o computacional
muito pequeno. ’

As linhas automatizadas caracterizam-se por terem uma série de estagoes
ligadas por um mecanismo transportador (como um tapete rolante ou
conveyor), sendo destinadas A produgio de grandes quantidades de
determinado artigo. Tratando-se de sistemas mecanizados, os tempos das
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operagdes podem ser considerados deterministicos, mas, dada a ocorréncia de
avarias (com as necessdrias reparagdes), a sua fiabilidade é um problema
importante. A forma tradicional de prevenir contra a perda de produgio
durante os tempos de reparagdo € a constituigdo de "stocks intermédios"
(Buffer stocks, na terminologia inglesa) ao longo da linha. Um dos primeiros
estudos sobre este tema foi realizado por Buzacott [1967], o qual,
pressupondo que os tempos inter-avarias ¢ de reparagio seguiam distribuigdes
geométricas, modelou o sistema como uma cadeia de Markov em tempo
discreto com o objectivo de estimar o aumento da taxa média de produgdo do
sistema na presenga de tais stocks. Entre muitos outros estudos realizados
sobre este tema desde entdo podemos citar Ohmi [1981], que desenvolveu um
método de aproximagdo baseado em modelos de Markov para linhas com um
qualquer niimero de estagdes, Kubat e Sumita [1985], que resolveram o
problema da colocagdo dos stocks ao longo da linha através de programagio
dindmica, e de Koster [1987], que apresenta um método de agregagio
baseado num tratamento analitico que usa pontos de regeneragio.

Por outro lado, poucos estudos tém sido feitos sobre sistemas néo figveis
com tempos de operagdo determinfsticos e mdquinas em paralelo. Buzacott
[1986] foi provavelmente o primeiro autor a debrugar-se sobre tais sistemas
ao considerar o impacto dos diferentes esquemas beasicos de redundéncia
(mdquinas em paralelo, em stand-by e em splitting) na eficiéncia do sistema.
Estes trés esquemas caracterizam-se da seguinte forma (para uma estagio com
duas mdquinas): no caso de mdquinas em paralelo ambas trabalham ao mesmo
tempo e, se uma avariar, a taxa de produgio da estagfio fica reduzida a da
outra médquina; no caso de mdquinas em stand-by apenas funciona uma
méquina de cada vez, e ap6s a ocorréncia de uma avaria a produgio ¢
encaminhada para a outra miquina; no caso de médquinas em splitting
funcionam ambas as mdquinas a metade da sua taxa potencial,e quando uma
delas avaria a outra duplica a sua taxa de produgdo durante o tempo de
reparagdo. Ignall e Silver [1977] consideram um sistema com duas estagGes e
um stock intermédio de capacidade finita, em que cada estacdo tem uma ou
mais méquinas néo fidveis, ¢ apresentam uma heurfstica para estimar a
respectiva taxa de produgdo. O mesmo tipo de sistema ¢ estudado por Elsayed
¢ Hwang [1986], os quais utilizam andlise de regressdo para estimar a
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eficiéncia do sistema em fungdo da dimensdo do stock intermédio e das taxas
de avarias e de reparagdes. Quase todos os sistemas considerados sdo de
reduzida dimensdo,tendo no méximo duas estagdes e/ou duas maquinas por
estagdo. Mais recentemente Alves [1988], [1989] considerou de forma
explicita a avaliagdo do desempenho de sistemas com virias estagdes e um
qualquer niimero de mdquinas em paralelo em cada uma. Esta comunicago,
baseada largamente no primeiro daqueles trabalhos, considera o problema da
obtengio da distribuigio da taxa de produgdo para tais sistemas. Acontece que
o paralelismo em sistemas industriais tem vindo a receber cada vez mais
atengdo (Bookbinder e Kotwa [1987]), sendo possivel demonstrar (Alves
[1988]) que tais configuragSes tm a vantagem de reduzir a varidncia da
distribui¢do da taxa de produgio.

A organizagdo desta comunicagdo € a seguinte. Na secgfio 2 o sistema
industrial considerado € descrito em pormenor, € € apresentada a cadeia de
Markov que o modela. Dada a dimenséo do respectivo espago de estados é
praticamente impossivel obter a solugdo exacta, e por isso na Secgdo 3 é
apresentado um método de agregagdo e decomposigdo que permite obter
solugbes aproximadas. A Secgdo 4 contém a descrigdo do algoritmo de _
resolugdo e a discussdo dos resultados dos trabalhos computacionais,
enquanto na Secgdo 5 se apresentam as principais conclusdes deste trabalho.
A tltima secgio lista a bibliografia referida no texto da comunicagao.

2. Caracterizacao do Sistema e dos Modelos
Nesta secgo € descrito o sisterna industrial considerado e sdo definidos os
processos estocdsticos usados para o modelar. O sistema € constitufdo por
uma série de estages, cada uma das quais executa um conjﬁnto de tarefas e
pode ter apenas uma ou diversas médquinas em paralelo. Os principais
pressupostos acerca do sistema ¢ do seu modo de operar sdo os seguintes:
(1) E fabricado apenas um artigo (embora néo seja dificil extender a
andlise a certos casos de produgdo de mais do que um artigo).
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(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

As méquinas pertencentes 3 mesma estagdo sdo idénticas; este
pressuposto € feito para facilidade de exposigdo, podendo ser
abandonado com relativa facilidade.

Nio existem stocks intermédios; todas as estagOes t€ém de operar a

- velocidade da(s) mais lenta(s) — o(s) estrangulamento(s) — e o

sistema opera de forma sincrona. E suposto que a primeira estagio
tem sempre material para processar e que a \ltima nunca se encontra
bloqueada por ndo ter para onde enviar os artigos produzidos.

As midquinas ndo sio fidveis, isto &, estdo sujeitas a avarias que
ocasionam a sua paragem até estarem reparadas.

A taxa de avarias (aqui considerada como o niimero de avarias por

z

artigo processado) de cada mdquina é constante no tempo e

_proporcional a velocidade de operagio; quer isto dizer que apenas

sdo consideradas avarias causadas pelo funcionamento da mdquina
(segundo Buzacott e Hanifin [1978] a maioria das avarias sio deste
tipo), € que o tempo inter-avarias segue uma distribuigdo
exponencial dependente da velocidade de funcionamento. Este
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pressuposto € geralmente encontrado dada a inerente facilidade de '

tratamento do modelo. .

A taxa de reparagdes (definida como o nimero de reparagdes por
unidade de tempo) de cada miquina € constante no tempo e
independente do nimero de médquinas avariadas; isto quer dizer que
os tempos de reparagdo também seguem distribui¢Ses exponenciais
(dados empiricos recolhidos por Bookbinder e Kotwa [1987]
parecem justificar tal pressuposto), e que o nimero de méquinas
avariadas nunca excede a capacidade das instalages de reparagdo, o
que se justifica pelo facto dos sistemas existentes ndo terem um
grande nimero de estagdes nem muitas mdquinas em paralelo.

Os tempos de operagdo sio deterministicos e apds uma avaria ndo hd
necessidade de considerar qualquer desperdicio nem de repetir
operagdes j4 executadas; os tempos deterministicos justificam-se
pela pouca variabilidade encontrada nos equipamentos
automatizados, € o outro pressuposto é feito para facilidade de
exposicio.
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Dado que néo existem stocks intermédios, a taxa de produgio do sistema é
determinada pela estagfio mais lenta, ou seja, a estagdo que apresenta a taxa de
produgdo potencial minima. Isto implica que a taxa de produgio real de
qualquer estagio € sempre igual A taxa do sistema e que as estagdes com taxas
potenciais superiores tém de operar aquém da sua capacidade. Estd-se assim a
pressupor que as méquinas podem operar a qualquer velocidade entre zero e a
velocidade méxima; embora este pressuposto seja irrealista, 0 mesmo
resultado € alcangado através da programagdo dos tempos de espera
apropriados entre as operagdes, o que € relativamente féicil de fazer em
instalagGes produtivas automatizadas,

A notagdo utilizada € a seguinte:

S = mimero de estagGes;

n; = nimero de maquinas idénticas na estago i; -

yj(t) = varidvel aleatéria que representa o nimero de mdquinas néo
avariadas na estagfo i no momento t;

r; = taxa médxima de produgdo de cada mdquina ndo avariada na

estagdo i (nimero de artigos processados por unidade de tempo);
f; = taxa de avarias de cada mdquina na estagéo i, medida em nimero

de avarias por artigo processado;
K, = taxa de reparagbes de cada médquina na estagdo i, medida em
nimero de repara¢des por unidade de tempo.

A taxa de.produgdo potencial da estagio i no momento t depende da
velocidade das suas mdquinas e do niimero de maquinas ndo avariadas, sendo
dada por y;(t)r;, No momento t uma ou mais estagdes constituirdo o
estrangulamento do sistema e determinardo a respectiva taxa de produgio s(t),
ou seja,

s® = min {y;0r) @.1)

greny

A taxa de produgdo méxima do sistema, atingida quando nio existem
mdquinas avariadas, € dada por

Tmax = min_ {nr (2.2)
i=1,...,8
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Assim que uma estagdo tenhas todas as mdquinas avariadas e, portanto, taxa
de produgdo potencial igual a zero, a taxa do sistemna cai também a zero.

Da definigdo das taxas de reparagdes deduz-se que as reparagdes na
estagdo i no momento t ocorrem a uma taxa dada por [n; - y;(©]u;. Por outro
lado, dada a definigdo das taxas de avarias e a sua natureza, o tempo médio
inter-avarias depende da taxa de produgio do sistema; no momento t a taxa de
produgdo real da estagdo i € s(t), e assim a taxa de avarias na estagfio i € dada
por s(b)f;. ‘

Seja {Y(t), t 2 0} o processo estocdstico em tempo continuo, em que 0s
elementos do vector Y(t) representam o nimero de médquinas nio avariadas

em cada estagdo no momento t, isto €,
X(®) = [y,(®),..., y;(Os..., y5©)] (2.3)
As taxas de transi¢do deste processo sdo dadas por:

- Pr{Y(t+e) = Y' | Y(1) = Y°} v Y
€0 €

0 1
(nj—y,-)uj, se Yj=y +1 Yk Yk(k?*J)

— 1 .
=9 sofj  seyi=yi- 1,y =yp ke 24)

0, em caso contrdrio
em que s° = miin{y?ri]. Vemos assim que o processo estocdstico {Y(t)} é
uma cadeia de Markovsem tempo continuo, sendo o seu espago de estados
represenfado por N = ir_Il {0, 1,..., n; }. Esta cadeia nio se decompde por

estagdo porque a taxa i qual ocorrem avarias numa qualquer estagio depende
do nimero de mdquinas ndo avariadas nas outras, de acordo com 24)e
2.1).

Estando interessados em calcular o valor esperado da taxa de produgéo do
sistema (E[s]) e em conhecer a respectiva distribuigio de probabilidade, é
necessdrio resolver o sistema em ordem as probabilidades estaciondrias da
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S
cadeia {Y(t)}. O niimero de estados de N é dado por _I'I1 (n; + 1), e assim um
i=

processo { Y (t)} representando um sistema com dez estagoes e trés méquihas
por estagéo teria mais de um milhdo de estados; apesar do cardcter eSparso da
matriz de transigdes, a determinagdo da solugdo exacta é praticamente
impossivel mesmo para sistemas relativamente pequenos. Vemos assim a
necessidade de dispor de um élgoritmo eficiente que permita obter uma
distribuigio de probabilidade aproximada para a taxa de produgio do sistema,

Para reduzir o nimero de estados procedemos A sua agregagio.
Concretamente, todos os estados [y;] tais que a taxa de produgdo do sistema
seja determinada pela estacdo j e assuma o valor s sdo agregados no estado
[s, j1. O processo agregado é representado por {Z(t), t 20}, sendo 1 o seu
espago de estados. Em qualquer momento, a estagio que determina a taxa de
producdo do sistema € aquela que apresenta a taxa de produgdo potencial
minima, € se existirem duas ou mais esta¢es em tal situagiio supde-se que a
responsdvel pela taxa do sistema € a que tem menor indice, ou seja, se
Z(t) = [s, j] entdo j = min{i : y;r; = s}. Esta regras simples, embora

arbitraria, permitiu obter resultados altamente satisfatérios. O estado

correspondente 2 taxa de produgio mdxima (s(t) = rmax) ¢ representado por

[Tnax> ¥ Este caso € tratado de forma diferente porque ndo existe apenas uma

estagdo responsdvel pela taxa mdxima de produgéo, j4 que o sistema sé

produz a taxa r,,, se todas as estagdes tiverem uma taxa de produgdo

potencial igual ou superior a r,,,. Uma forma alternativa de tratar este caso

especial seria considerar a existéncia ficticia de uma estagdo 0, a qual teria
uma méquina perfeitamente fidvel cuja taxa de produgdo fosse r,,.

A dimensdo de M € bastante mais pequena do que a do conjunto N; na

verdade, (1 + Z “i) constitui um limite superior ao niimero de estados do
i=1

processo {Z(t)}. Para o sistema que j4 serviu de ilustragio, com dez estagGes -
e trés méquinas por estagdo, o processo teria no méximo trinta e um estados. .

Existe uma relagdo entre N, o espago de estados da cadeia {Y(1)}, e M, o
espago de estados do processo{Z(t)}. Esta relagfo, representada por ¥ (), é
definida da seguinte maneira; ‘
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[rmax,*] se yiI; 2 Ipay, Vi
Fly) =9 [s, ], seyr;2s, 2.5)

Viej=min{i:yyr=5s<ry,,.}

Sejam ¢([s, jl, [u, k1) as taxas de transi¢o do processo {Z(t)}. Segundo
a teoria da agregagdo para cadeias de Markov devida a Takahashi, estas taxas
de transi¢do sdo obtidas da seguinte forma (Schweitzer [1984], Takahashi
[1975]):

o(s, il k)= 3 p(y) X vyl D (26
[y 1:F Ly D=[s4] [y} Fly=luk]

em que [y;] e [y;] sdo estados de {Y (1)} tais que F([y;]) = [u, k] €
F(Iy;1) = [s, jl, respectivamente, e p([y;]) é a probabilidade condicional de
estar no estado[yi'] dado que [yi'] pertence ao conjunto de estados que

correspondem ao bloco [s, j], ou seja,

n([y])
n([yk])

p(ly;D) = 5 , para[y]: F([y1) =T[s,jl (2.7

[yl Fly D=lsl

Pode-se ver em (2.6) que as taxas de transi¢io de {Z(t)} sdo médias
ponderadas de algumas das taxas de transigio {Y(t)}. Se os coeficientes de
poderagéo p([yi']) forem calculados com base nos valores exactos das

probabilidades estaciondrias n([yl']) de {Y(t)}, segundo (2.7), entdo as taxas
de transic¢do (2.6) sdo exactas, no sentido de que o processo {Z(t)} pode ser
considerado Markov para o efeito da determinagdo das respectivas
probabilidades estaciondrias; dado que os valores de n([y;]) ndo estdo
disponiveis tém de ser utilizadas estimativas, sendo assim obtidos valores
aproximados quer para as taxas de transi¢do quer para as probabilidades
estaciondrias de {Z(t)}. A préxima sec¢do descreve em pormenor o método
de agregacio e decomposigdo utilizado para obter estas taxas aproximadas.
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3. Método de Agregacio e Decomposicao
Nesta secgdo o méiodo de agregagiio e decomposigdo € descrito em

pormenor. Desde logo € de notar que, dada a estrutura da cadeia de Markov
{Y(v)}, existe no méximo uma transi¢io entre um dado estado [yl'] no bloco

[s, jl e todos os estados [y;] tais que '.F([yi]) = [u, k], a qual corresponde ou a
uma avaria ou a uma reparagio na estag@o j ou k. Assim a expressio (2.6)
pode-se escrever '

os, il w k)= Y p(iyD) v(Iy), Iy;]) 3.1)
[y 19 (0 =ls,i]

em que $ representam as taxas de transi¢do aproximadas de {Z(t)} e, por
simplicidade de notagdo, [y;] representa o estado no bloco [u, k] que-
comunica com o estado [y].

As transi¢des no processo {Z(t)} também sdo causadas por avarias e
reparagdes ocorridas nas estagdes. Uma avaria na estagdo i pode provocar
uma transi¢io de um estado [s, i] ou [s, j] para outro estado [u, i], isto €, se
uma avaria ocorrida na estagdo i provocar uma transi¢io em {Z(t)} entfio esta
estagdo torna-se o estrangulamento do sistema. Uma reparagdo na estacdo i
pode provocar uma transi¢io de um estado [s, i] para outro estado [u, i] ou
[u, k], isto €, ap6s uma reparagio na estagdo i que provoque uma transigio
em {Z(1)}, a estagfio i pode (ou niio) continuar a ser o estrangulamento do
sistema.

Estamos interessados em estimar as ponderagdes p( [yi']) para as
transi¢Ges causadas pelas diferentes estagdes. Para tal decompomos o sistema
por estagdes, ou seja, consideramos as estagSes uma de cada vez tomando
todas as outras ("o resto do sistema") de forma agregada. O resto do sistema
em relagdo 2 estagdo i compreende todas as estagdes j, j # i, € apresenta um
comportamento (quanto a transi¢des) semelhante ao do préprio sistema. No
que se segue, o expoente (i) representa algo relativo ao resto do sistema em
relagdo A estagdo i.

Definamos o processo estocdstico em tempo continuo {ZW(®), t> 0},
para todo o i, em que Z(i)(t) representa a taxa de produgio do resto do sistema
em relagdo 2 estagdo i no momento t e a estagfo responsdvel por tal taxa, ou
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seja ZO(t) = [sDqp), i1, em que sP(p) = {/tﬂ'n_ {ye®r, ) ej=min{l:12i e
i

y (O = s(i)(t)}. Sejam ¢(i)([s, il, [u, k1), para j, k # i, as taxas de transigiio
do processo {Z(1)}. Consideremos agora um processo estocdstico em
tempo continuo associado a cada estagio i, {Z(t), t 2 0}, tal que
Z,(t)= (Y(it), Z(i)(t)). O espago de estados de {Z,(t)} € dado pelo produto
cartesiano dos espagos de {Y;(1)} e de {Z(i)(t)}, podendo este processo
apresentar transi¢des que tanto sejam devidas 2 estagfo i como ao resto do

sisterna.
Vamos agora argumentar que [Zi(t)} ndo goza da propriedade de

Markov. Suponhamos que no momento LY (t)=y; e A (t) = [s(i), jl, de
modo que Z(t,) = (y;, [s@, i1, e consideremos o processo {Z,(t)} no
momento t; + A, A > 0. Se, durante o intervalo A, todas as transigdes forem
provocadas pela estagdo i (isto €, o resto do sistema manteve-se no estado
[s9, j1) entdo Pr{ Z(t, +A) = (y;, s, j])} depende do estado em que o
processo se encontrava no momento t, mas € independente dos estados
visitados antes de t;. Por outro lado, se alguma(s) transi¢io(des) ocorreram
no resto do sistema durante A entdo Pr { Z(t, +A) =(y, [u®, k])} depende
ndo s6 do estado Z,(t,) mas também dos estados visitados antes de t;, uma

vez que estes determinam o novo estado [u(i), k] do resto do sistema. Vemos
assim que {Z;(t)} ndo apresenta a propriedade da "perda de memdria".
Vamos, porém, pressupor que os processos estocdsticos {Z;(t)}, para todo o
i, sio Markov,

Sejam as taxas de transi¢do (varidveis no tempo) do processo {Zi(t)}
representadas por p;,[(y}, s, 1), (v2, [®, k)], em que y! = y2 ou
[s(l) ,jl = [u(l), k]. De acordo com o pressuposto anteriormente enunciado,

estas taxas serdo consideradas invariantes no tempo e as suas estimativas
~ A . g . .
serdo representadas por p;. Sejam as probabilidades estaciondrias do processo

{Z(t)} representadas por m;, ou seja, T (y;, s, i) = [gnolo Pr{ Z,0) = (y;

[s(i), j])} . Os valores aproximados destas probabilidades serdio representados
por %i(yi’ [S(i), iD. | ‘

Quando os processos {Y;(t)} e {Z(i)(t)} sdo combinados no processo
{Zi(t)} ¢ necessdrio proceder a algumas correcgbes nas taxas de transigcdo
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correspondentes a avarias dado que, no sistema como um todo, as taxas de

S Lo ~ . . i ~
avarias sdo proporcionais A taxa de produgo do sistema min{yr;, sV}, e ndio
y;T; ou s como ¢ suposto nos processos isolados. Assim, as taxas de
fransigo ﬁi sdo estimados da seguinte maneira:

bl vy 1P, 30, (3, - 1, s, D] = 6y, 159, D), Vy; > 0 (3.2a)
Bl 1P, 3, 3y + 1, 5D, )] = (g - ypiy, Vy; < (3.2b)

Bileyi, 152, 1), g 0©, 1] = 6VGs, 31, T, kD), (s, 1, [, KDB.20)

As transi¢des em (3.2a) sfo causadas por avarias ocorridas na estagdo i, € 0s
factores de correcgdo G(yi[s(l), j1) (que representam a taxa de produgdo do

sistema) sdo dados por
0(y;, [s?, j1) = min{y;, s¥) (3.3)

As transi¢des em (3.2b) sdo causadas por reparagdes que tiveram lugar na
estacdo i, e ndo é necessdria qualquer correcgdo uma vez que as taxas de
reparagOes ndo dependem da taxa de produgdo do sistema. As transi¢des em
(3.2¢) sdo causadas pelo resto do sistema (em relagdo a estagdo i), € os
factores de correcgdo sdo dados por

Yily
, , Ses>u e § 2y r;
Yy, ([, j1, [u, k) =1 b (3.4)
1, sessSu ou s<y;r;

Isto implica que, quando a estagéo i € o estrangulamento do sistemna, as taxas
de avarias sdo diminuidas pela razio entre a taxa de produgdo do sistema
(igual a da estagdo i) e a taxa de produgdo do resto do sistema, ao passo que
quando a taxa de produgdo do sistema é determinada pelo resto do sistema as
taxas de avarias se mantém inalteradas. O uso destes factores de correcgdo,
embora baseado em argumentos puramente heurfsticos, traduziu-se numa
melhoria significativa do algoritmo e da precisdo das aproximagdes. As taxas
de transigdo (ndo éjustadas) do processo [Z(i)(t)} representativo do resto do
sistema em relagfo 2 estago i sdo estimadas de um modo semelhante ao que €
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usado para as taxas de transigio do processo {Z(t)}, embora ignorando as

transigSes causadas pela estagio i.
As taxas de transigio $ do processo {Z(t)} que sdo causadas pela estagfio

i sdo estimadas através das seguintes expressdes, em que as fracgdes
representam os coeficientes de ponderagio apresentados em (2.6) e (2.7):

Y AP k)

8Ly i1 - Dy i1) = ”Z’i’;,r([yiri,ﬂ) omf  (G.5)
Y AGuv@x)

My i1, [ + Dry 1) = Vz‘y*"if([yiri,ﬂ) (- ypK;  (3.5b)

o(lyiry i), [, K1) = % M, - you, (3.50)

o(ls. 31, by i) = ALV 1) (3.5d)

Pr((sj])

As expressdes (3.5a, b) correspondem a avarias e reparagdes ocorridas na
estagdo i que ndo provocam qualquer alteragio na estagao responsdvel pela
taxa de produgdo do sistema, as (3.5c) a reparagdes na estagdo i que tornam
outra estagdo a responsdvel pela taxa de produgdo do sistema, e as (3.5d) a
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avarias na estagdo i que a transformam no estrangulamento do sistema.

Considerando transi¢des causadas por todas as estagoes i, parai=1,..., S,
sdo obtidas todas as taxas de transigdo (’f) do processo {Z(t)} (assim como as
taxas $(i) dos processos {Z0(1) b.

~ Os denominadores em (3.5) representam os valores relativos das
probabilidades do processo {Z(t)} estar num determinado estado, ou de a
cadeia {Y(t)} estar em determinado bloco. Sdo estimados da seguinte
maneira:

1S -
Pl D=5 2 [ % %0 e )] (3.60

k=l yenneTnay
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Pr([y;r, i) = E Ay, v, K]) + 2 &Gy, VO, k]) (3.6b)

v >yl ) v( A
i<k

~ Pr([s, jI) reduz-se a (3.6a) quando s =1, € a (3.6b) quando s < T'max- Dado

que cada processo {Z(t)} fomnece uma estimativa da probabilidade da taxa de
produgio do sistema ser Inax (3.62) utiliza tais estlmatlvas ao calcular a
respectiva média. Na expressdo (3.6b) a probabilidade do sistema estar a
produzir a uma dada taxa [y;r;, i] € calculada considerando apenas as
probabilidades do processo {Z;(t)}. A primeira parcela corresponde as
probabilidades de a taxa de produgio do resto do sistema ser superior a y;t; €
de y; mdquinas ndo estarem avariadas (fazendo com que a taxa de produgio
do sistema seja y;r; e determinada pela estagdo i). A segunda parcela
corresponde ao caso de duas estagdes (i ¢ k) constituirem a0 mesmo tempo o
estrangulamento do sistema e determinarem uma taxa de produgfo igual a y;r;;
de acordo com a regra anteriormente definida, a estagio i é considerada o
estrangulamento se e s6 se i < k. Estas probabilidades, depois de
normalizadas, constituem um bom conjunto de valores iniciais para as
probabilidades estaciondrias ([s, j]) de {Z(1)).

Uma vez que se pressupde que os processos {Z(t)} e {Z;(t)} para todo o
i sdo Markov quando na verdade nfio o sdo, as probabilidades %([s, j1) ndo
sdo exactas mas meras aproximagdes. E, no entanto, curioso notar que no
caso das configuragdes em série pura e em paralelo puro o método se torna
exacto. Na verdade, nestes casos o processo {Z(t)} € Markov porque,
excluindo os estados transientes de {Y(t)}, existe uma correspondéncia
biunivoca entre os estados de {Y(t)} e os estados de {Z(t)}. Daqui decorre
que 0§ processos {Zi(t)} também sdo Markov, e entdo as proBabilidadcs
r(y;, [u®, j1) estimam de forma correcta n([y;]). Entdo, as taxas de transigiio

dadas por (3.5) sdo exactas, e também o serdo as probabilidades n([s, j]).
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4. Algoritmo de Resolucido e Resultados
Computacionais
Nesta secgdo o método desenvolvido na Secgdo 3 € apresentado sob a
forma de algoritmo, e sdo discutidos os resultados computacionais levados a
cabo para testar a qualidade das aproximagdes e o desempenho do método. O
algoritmo € o seguinte:

Inputs:
1. Nimero de estagGes (S);
2, Para cadaestagdoi=1,..., S:
2.1. Nimero de miquinas, n;;
2.2, Taxa de produgdo de cada mdquina, r;;
2.3. Taxa de avarias de cada mdquina, f;;
2.4, Taxa de reparagbes de cada maquina, ;.

Imicializacdo:
1. Xdentificar todos os estados [s, j] de {Z(1)}.
2 . Inicializar as probabilidades ﬁ(yi, [s(l), j1), para todo o i, como segue:

, se [s(i),‘j]‘= [Tmax> *]

1
Ry, s, j1) ={ ni+l

0, caso contrario

3. Calcular as taxas de transigio @([s, jl, [u, k]), determinadas por todas

as estagdes i, de acordo com (3.5).

Iteragdo Bdsica:

Repetir o seguinte ciclo até que as probabilidades ?t(yi, [s(i), j1) convirjam
para todos os estado (y;, (s, jl) e para todas as estagdes i.

Para cada estagdoi=1,..., S:

1. Calcular &\)(i)([s, j1, [u, k]) de acordo com (3.5).

. Calcular 'yyi([s, jl, [u, k]) de acordo com (3.4).
. Calcular as taxas de transigao ﬁi de acordo com (3.2).
. Resolver em ordem as probabilidades estaciondrias ﬁi(y i [s(i), iD.
. Actualizar as taxas de transigio $([s, i1, [u, k]) de acordo com (3.5).

W A W
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Passo Final:
1. Inicializar as probabilidades %[s, j] normalizando as probablidades
dadas por (3.6).
2. Resolver em ordem s probabilidades estaciondrias (s, j] de {Z(t)}.

A técnica da uniformizagdo para cadeias de Markov em tempo continuo
(Keilson [1979]) foi utilizada para obter os valores das probabilidades
estaciondrias dos processos {Z(1)} e {Z;(1)}, para todo o i. Para o caso de
sistemas relativamente fidveis, foram necessdrias de cinco a sete iteragdes
bdsicas para que os valores de ?ci(yi, [s('), iD convergisserﬁ com uma
precisfo de trés casas decimais; para o caso de sistemas menos fidveis foram
necessdrias de oito a dez iteragdes bdsicas. Em cada iteragdo apenas foi
permitido um médximo de quarenta substitui¢bes para cada i = 1,..., S. No
passo final foram geralmente necessdrias menos de cem iteragdes para
conseguir que as pfobabilidades éonvergissem com uma precisdo de cinco
casas decimais. O mimero de iteragGes neste passo final tende a crescer com o
ndmero de esta¢Ses do sisterna,

Para validar o algoritmo € necessdrio comparar os resultados aproximados
com os valores exactos. Estes apenas podem ser obtidos para sistemas de
dimensdo pequena e média, e para tal hd que calcular as probabilidades
estaciondrias da cadeia {Y(t)}. Foi utilizado o esquema de substituicdes
sucessivas e limites iterativos apresentado em Schweitzer e van der Wal
[1987]. O desempenho computacional deste esquema é muito bom, embora
dependa em larga medida do grau de fiabilidade do sistema. Na verdade, o
estado de sistema perfeito (isto é, inexisténcia de mdquinas avariadas) foi
escolhido para ser o "estado 0" no referido esquema e 0 método ¢ bastante
sensivel a escolha de tal estado, no sentido de que quanto mais provével ele
for menos iteragdes sdo necessdrias para conseguir a convergéncia desejada.
Para os sistemas mais fidveis foram geralmente necessdrias menos de trinta
iteragdes para atingir convergéncia com uma precisio de quatro casas
decimais, ao passo que para os sistemas menos fidveis foram necessdrias

entre sessenta e cem iteragdes,
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Para sistemas de grande dimensdo é impossivel obter os valores exactos
das probabilidades, e entdo os resultados aproximados sdo comparados com
os resultados dados pela simulagdo do sistema. Nesta simulagio foi utilizado
um gerador de mimeros aleatérios congruencial com médulo 21 _1e
multiplicador 397204094, o qual, segundo Fishman e Moore [1982], dd
excelentes resultados.

O método de agregagdo e decomposi¢io foi extensivamente testado com o
objectivo de avaliar a qualidade dos resultados aproximados. Os sistemas
considerados tinham entre uma e quatro méquinas por estagio, variando o
nimero de cstagdes entre duas e trinta e seis. Em todos 0s casos a taxa
maxima de produ¢5o do sistema era de dez artigos por unidade de tempo.
Forma também considerados dois cendrios: o dos sistemas mais fidveis, em
que as taxas de avarias e de reparagGes eram tais que a taxa média de
produgdo fosse cerca de 65% a 75% do mdximo, e o dos sistemas menos
fidveis, em que as taxas de reparagdes foram empiricamente ajustadas de
modo a obter uma taxa média de produgdo de cerca de 35% a 45% do
maximo.

Comegamos por estudar um pequeno sistema com trés estagdes com duas,
trés, e duas mdquinas, respectivamente. O valor esperado da taxa de produgdo
era de 6.4489 artigos por unidade de tempo, sendo o valor aproximado de
6.3712. O erro era 0.0777, ou 1.20%. Com o objectivo de analisar o
desempenho do método para sistemas com caracteristicas diversas, foram
comparados os valores exactos € aproximados para diferentes valores dos
p,azﬁml%tros, de input, isto €, as taxas de avarias e de reparages.

9
8.
7
6 ]

V. Exacto
mmmmm V. Aprox.

0 1 2 3 4

Figura 1

Valor Esperado da Taxa de Produg#o vs. k X Taxas de Avarias para um
Sistema Pequeno
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Na Figura 1 estdo representados graficamente ambas as taxas médias de
produgdo (exacta e aproximada) para diferentes valores da taxa de avarias,
tendo todas elas sido modificadas na mesma proporgio (ou sejam, foram
multiplicadas pelo mesmo factor k). E evidente que quanto mais fidvel for
melhor € a solugdo aproximada. O erro mdximo € 0.4436 artigos por unidade
de tempo (ou 15.61%) e o erro minimo € 0.0021 (ou 0.02%), sendo o gréfico
convexo. A Figura 2 apresenta um gréfico similar, mas desta feita para
diferentes valores das taxas de reparagdo, sendo o grifico concavo. Mais uma
vez é bem patente que a solugdo aproximada estd mais préxima do valor
exacto quanto mais fidvel o sistema for. O erro méximo € 0.4436 artigos por
unidade de tempo (ou 15.61%) e o erro minimo é 00021 (ou 0.02%). Estes
valores coincidem com os obtidos para a figura anterior dado que em ambos
0s casos estamos a considerar sistemas cinco vezes mais fidveis (k = 5) e
cinco vezes menos fidveis (k = 0.2) do que a situagio dos valores base, sendo
apenas diferentes porque enquanto na Figura 1 sdo manipuladas as taxas de

avarias, na Figura 2 sdo ajustadas as taxas de reparagdes.
10

94
8
7
6 ]
5. V. Exacto
o5 ] meeme- V. Aprox.
34
2
14
0 LE S Sk S B S S s e i e A i e e e oo e i e et e e 4
0 1 2 3 4 5

Figura 2
Valor Esperado da Taxa de Produgio vs. k x Taxas de Reparag6es para um
Sistema Pequeno

Passamos entdo a considerar sistemas de dimensdo média, podendo ter de
duas até dez estagdes. Para estes sistemas tanto os valores exactos como 0s
aproximados dos primeiro e segundo momentos da distribuigdo da taxa de
produgdo foram obtidos, tendo isto sido feito para dois cendrios: o dos
sistemas mais fidveis e o dos sistemas menos fidveis. O maior sistema para o
qual foi obtida a solugfo exacta tinha perto de 83000 estados; no cendrio mais
fidvel o tempo de computagdo foi de 1165.5 segundos de CPU (num IBM
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4361), ao passo que no cendrio menos fidvel foram precisos 2146.9
segundos.

Na Figura 3 o valor esperado (exacto e aproximado) da taxa de Qrodugﬁo
estd representado graficamente 3 medida que o nimero de esta¢des vai
aumentando. E 6bvio que o erro dos resultados aproximados € menor quanto
mais estagdes o sistema tem. O erro também é menor para o cendrio mais
fidvel; na verdade, para este caso o erro médio é 0.0554 artigos por unidade
de te%lpo{ou—().84%),fsendo 0.2941 (ou 7.55%) no cendrio menos fidvel.

9
8.
. Sistemas Mais Fiaveis )
e e pappmamerme
6 V. Exacto
s e V. Aprox.
4.
3
2.
14
0
) ) T ] | ] i
2 3 4 5 6 7. 8 9 10
Figura-3
Valor Esperado da Taxa de Produgao vs. Nimero de Estagdes para Sistemas
de Dimensio Média

60
55 |
50 _‘ - . e a
&5 Sistemas Mais Fidveis

N

V. Exacto
o=V, Aprox.

Figura 4
Segundo Momento da Distribuigao da Taxa de Produgfo vs. Nimero de
Esta¢des para Sistemas de Dimensdo Média

A Figura 4 apresenta um grafico similar para o segundo momento da
distribui¢do, sendo f4cil verificar as mesmas conclusdes. No cendrio mais
fidvel o erro médio € 0.5946 (artigos)2 por unidade de tempo (ou 1.12%) € no
menos fidvel esse valor € 2.2717 (ou 8.96%).
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A complexidade do algoritmo depende grandemente do ndmero de
estagles, sendo também importante o nimero de miquinas em cada uma.
Estes mesmo pardmetros determinam igualmente a dimensdo do espago de
estados do processo {Y(t)}, e desse modo a complexidade do algoritmo que
obtém a solugdo exacta. A Figura 5 exibe o grifico dos tempos de
computagdo (em segundos de CPU num IBM 4361) necessérios & obtengio
das solugbes exacta e aproximada para o cendrio mais fidvel, sendo clara a
vantagem do método desenvolvido para sistemas com mais de seis/oito
estagbes. No cendrio menos fidvel a obtengdo da solugdo exacta requer
bastante mais tempo devido a escolha do "estado 0", tal como foi pr(;v'i'amente
explicado. O tempo de computagdo para o método de agregagio e
decomposi¢iio 2 medida que a fiabilidade do sistema diminui também
aumenta, mas de forma mais moderada.

600

500 .|

400

300 .. S. Exacta
] w o S, Aprox.

200 -

100 J

0 sy

2 3 4

Figura 5
Tempo de Computagdo (segundos de CPU) vs. Nimero de Estages para
Sisternas Mais Fidveis de Dimensio Média

Por fim, o método de agregagio ¢ decomposigao foi testado para sistemas
de grande dimensdo, atingindo trinta e seis estagGes. Para tais sistemas os
resultados aproximados foram comparados com valores dados por uma
simulagdo do sistema. Todas as simulagSes gastaram mais de 2147 segundos
de CPU (o mdximo tempo que pode ser medido). Para sisteas com doze e
dezasseis estagdes o método desenvolvido requereu 300.4 ¢ 972.4 segundos
de CPU, respectivamente; nio foi possivel obter o tempo de computagio para
sistemas com vinte ou mais estagdes, mas verificou-se que requeria bastante
menos tempo que a simulagdo. Os resultados dados pela similagio levaram a
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construgdo de intervalos de confianga a 95%, o que permite estabelecer limites
superior ¢ inferior ao erro cometido.

Os Quadros 1 e 2 apresentam os resultados para os primeiro e segundo
momentos da distribuicdo da taxa de produgio, respectivamente. Os
resultados aproximados sdo bastante bons, encontrando-se sempre entre os
limites dos intervalos de confianga a 95% dados pela simulagio.

Niimero de Valor Esperado da Taxa de Produgiio

EstagGes (Unidades: artigos por unidade de tempo)
Aproximacao Simulacdo Erro

12 6.9524 [6.9224, 6.9909] [-0.0300, +0.0385]

16 7.3888 [7.3574, 7.4325] [-0.0314, +0.0437]

20 7.5783 [7.5241, 7.5930] [-0.0542, +0.0147]

24 7.4489 [7.4274, 7.4845] [-0.0215, +0.0356]

28 7.2888 [7.2499, 7.3088] [-0.0389, +0.0200]

32 7.1692 [7.1601, 7.1953] [-0.0091, +0.0261]

36 7.1752 [7.1547, 7.2034] [-0.0205, +0.0282]

Quadro 1.

Valor Esperado da Taxa de Produgio para Sistemas de Grande Dimensio

Segundo Momento da Distribuigio da Taxa de Produgio para Sistemas de
Grande Dimensdo

Quadro 2.

Nimerode| Segundo Momento da Distribui¢io da Taxa de Produgdo

EstacGes (Unidades: (artigos)2 por unidade de tempo)
Aproximacio Simulacdo Erro

12 60.1736 [59.9405, 60.5710] | [-0.2331, +0.3974]

16 64.6091 [64.3275, 64.9958] | [-0.2816, +0.3867]

20 66.8091 [66.3598, 66.9915] | [-0.4493, +0.1824]

24 64.3398 [64.2294, 64.7243] | [-0.1104, +0.3845]

28 61.6727 [61.3354, 61.8821] | [0.3374, +0.2094]

32 60.7368 [60.6437, 60.9673] | [-0.0931, +0.2305]

36 60.4202 [60.2882, 60.7122] | [-0.1320, +0.2920]




50

R.Alves | Estimacdo da distribui¢do da taxa de produc¢do

5. Conclusoes

Esta comunicagéo abordou o problema da estimagéo da taxa média de
produgdo de sistemas industriais com méquinas ndo fidveis e uma
configuragdo em série-paralelo. Estas configurages t€ém vindo a suscitar cada
vez mais interesse, espcqialmcnie se sdo utilizados equipamentos
automatizados. O conhecimento da distribui¢do da taxa de produgdo em tais
casos pode ser muito \til para comparar o desempenho de configuragdes
alternativas e para ajudar a configurar o sistema da melhor forma.

Pressupondo que as taxas de avarias e de reparagGes eram invariantes no
tempo foi possivel modelar o sistema como uma cadeia de Markov em tempo
continuo; a dimensdo do espago de estados, porém, torna impossivel obter
solugOes exactas para sistemas reais. Foi, entdio, desenvolvido um método de
agregacio e decomposigio que permite obter solugdes aproximadas. Embora
se tenha pressuposto que todas as avarias eram causadas pelo funcionamento
das mdquinas, € f4cil extender o método de modo a incorporar outros tipos de
avarias.

As experiéncias numéricas levadas a cabo mostraram que o método
desenvolvido permite obter boas aproximagdes aos valores exactos. As
aproximagoes tornam-se melhores a medida que a fiabilidade do sistema e o
nimero de estagSes aumenta. O esforgo computacional necessdrio a obtengdo
da solugéio aproximada é bastante menor do que o necessario a obtencgdo da
solugdo exacta ou o da simulagdo do sistema, tornando assim possivel o
estudo de sistemas de grande dimensdo. Contudo, este tempo de computagdo
depende grandemente do niimero de estagGes e do niimero de mdquinas por
estagao.

Vimos que quando as taxas de avarias diminuem a taxa média de produgdo
aumenta, sendo os rendimentos marginais crescentes e sendo este efeito mais
forte quando todas as taxas sofrem essa diminuigdo. A taxa média de
produgio também aumenta quando as taxas de reparagdes aumentarm, mas
desta vez os rendimentos marginais sdo decrescentes; tal como no caso
anterior, este efeito é mais acentuado quando todas as taxas sdo aumentadas.
O conhecimento deste facto ¢ particularmente importante ao tomar decisdes
com o objectivo de aumentar a taxa de produgio do sistema. Aumentar as
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taxas de reparagGes parece ser a melhor escolha para sistemas menos fidveis,
¢ 4 medida que a taxa de produgdo cresce passa a valer a pena diminuir as

taxas de avarias.

E de notar que as aproximagdes sdo de um modo geral conservadoras,

pois 0 método subestima quase sempre o valor esperado exacto da taxa de

produgdo do sistema.
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Resumo

Apresentamos condi¢Ges necessdrias de optimalidade na forma de um Principio
do Méximo de Pontryagin para problemas de controlo 6ptimo que poderdo admitir
solugGes cujas trajectrias de estado sdo descontinuas. Estas surgem, por exemplo,
em aplicagGes aeroespaciais € econdmicas, onde determinadas varidveis de controlo
podem idealmente ser consideradas ilimitadas.

Na nova formulagdo do problema de controlo éptimo que propomos, a dinimica
possui dois termos: um convencional e outro que reflecte a intervengio de controlos
num espago de medidas vectoriais.

Baseando-se na aproximagdo do problema dado por um outro convencional e na
aplicagdo do Teorema de Ekeland, os argumentos por nés usados permitem
hipéteses consideravelmente menos restritivas do que aquelas mediante as quais
resultados similares tinham sido provados anteriormente. De facto, os elementos
envolvidos na componente convencional do nosso problema quase satisfazem as
hipéteses mais fracas até hoje reconhecidas como necessdrias para deduzir
condigbes de optimalidade para problemas com trajectérias absolutamente
continuas.

1. Introducao

A teoria do controlo 6ptimo convencional trata de problemas cuja dinimica &
representada por equagdes diferenciais ordindrias podendo portanto ter, como
solugBes, processos cujas trajectdrias sdo apenas absolutamente continuas.

Todavia existem determinados problemas para os quais € natural considerar
solugBes que apresentam descontinuidades. Algumas estratégias Optimas para a
exploragdo de recursos naturais (ver Clark [1]) poderdo incluir extracgées de
quantidades significativas de recursos num intervalo de tempo extremamente curto.
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Também nalguns problemas de navegagdo aeroespacial (Lawden [5], Marec [6] e
Neustadt [7]) se verifica que o consumo minimo corresponde a trajectérias em que

. uma parte importante do combustfvel € consumida numa fracgio muito pequena da
duragdo total da missdo. As trajectérias associadas ao tipo de estratégias descritas
acima apresentam variagSes bruscas que, idealmente, sio modelizadas por
descontinuidades.

Uma vez que a teoria do controlo convencional trata apénas problemas com
trajectdrias absolutamente contfnuas torna-se necessdrio criar uma nova formulago
que permita derivar condiges de optimalidade caracterizando as solugdes da classe
de problemas de que mencionamos alguns exemplos.

Ap6s uma introdugdo as questdes envolvidas através de um exemplo simples,
apresentamos uma formulagdo do problema de controlo éptimo em que o espago
dos controlos tradicional (subconjunto de fungSes mensuraveis) foi alargado de
modo a incluir elementos de um espago de medidas passando, portanto, a trajectéria
a ser obtida por um integral de Lebesgue-Stieltjes. Esta extensdo consiste em
incluir, além da componente da dindmica usual (a absolutamente continua em
relagdo 4 medida de Lebesgue), uma outra em que o controlo, eventualmente
singular, entra de forma afim. Deste modo, esta formulagio pode ser vista como
uma extensdo natural de um problema de controlo éptimo convencional (ver
Neustadt [7]) em que algumas componentes do controlo que afectam a dindmica
poderdo ser ilimitadas.

Seguidamente apresentamos condigbes necessdrias de optimalidade para o
problema de controlo 6ptimo por nés definido e comparamos o nosso resultado
com outros anteriormente obtidos. A nossa metodologia (ver Vinter e Pereira [13] e
Pereira [8]) € bastante diferente das usadas por outros autores (Rishel [10],
Rockafellar [11] e [12] e Warga [14] e [15]) que no passado deduziram resultados
semelhantes para o problema de controlo 6ptimo impulsional. Esta abordagem nio
s6 permite a obtengdo das condigdes necessdrias de optimalidade assumindo
hipéteses bastante menos restritivas, como também permite restrigbes afins no
estado e restrigdes na componente convencional do controlo variantes no tempo.
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2. Caracterizacio do Problema
Considere-se o seguinte problema de consumo minimo

1
Minimizar Iu(t)dt 2.1)
‘ 0
onde ue LI(O, 1) satisfaz
X(t) = Ax(t) + bu(t) g.s. te[0, 1] 2.2)
x(0)=0
x(1) =x;

1
ue U := {ueL'©0, 1): wi)20 e J’u(t)dt <M)
0
sendo A, b, x; e Me R, x1> 0 e M suficientemente grande. LI(O, 1) denota o

espago das fungdes integrdveis e "q.s. te [0, 1]" significa que a relagdo qualificada é
vdlida em subconjuntos de medida de Lebesgue total,

O problema consiste pois em dosear a taxa de consumo de combustivel de modo
a que o estado seja transferido entre dois pontos dados e, simultaneamente, a
quantidade total consumida seja minima.

Este problema aparentemente razodvel deveria ter uma solugdo. Todavia tal ndo
acontece pois ndo existe qualquer topologia de LI(O, 1) para o espago dos controlos
na qual o conjunto destes é compacto, o operador que associa a cada controlo uma
trajectdria € contfnuo ¢ o funcional custo é semicontfnuo inferiormente.

Note-se que a sucessdo de trajectdrias correspondente 3 sucessio de controlos
minimizante, {u,}, onde ‘

Ae'AXI

= T set<1/n
Up =1 p(l-e"AM
0

(2.3)
set>1/n
converge para uma trajectria que satisfaz as restrigdes mas apresenta uma
descontinuidade na origem.

Esta trajectéria limite pode ser vista como sendo a resposta a um controlo que
apresenta um impulso de Dirac no instante inicial que, embora nio seja admissivel
para o problema dado, o ¢ para a respectiva formulagdo generalizada:
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Minimizar j p(ds) 2.4)
(0,11
tal que

t
x(t) = x(0) +J’Ax(s)ds + J’ bu(ds) q.s. te [0, 1] 2.5)
0 [0,t]

x(0)=0
x()=x; e
pe U*

onde U™ é o conjunto das medidas regulares de Borel em [0, 1] que se obtém
tomande o fecho fraco estrela das medidas associadas com o elemento de U (ou

seja A — Ju(t)dt).
A

Observe-se que, considerando a topologia indicada, argumentos simples de

andlise abstracta garantem a existéncia de solugéo.

3. Formulacido Generalizada do Problema de Controlo
Optimo
O simples exemplo apresentado acima sugere uma nova formulagdo do
problema de controlo éptimo que resulta da adig@o a equagdo da dindmica de um
novo termo. Este novo termo poderd dar origem a descontinuidades na trajectéria
visto que, através dele, o espago dos controlos é alargado de modo a incluir
medidas vectoriais. '
Sem qualquer perda de generalidade a nova formulag@o do problema de controlo
Optimo serd pois
(P) Minimizar h(x(1))
através da escolha de (x, u, p) tal que
dx(t) = f(t, x(t), u(t)) dt + G(t, u(t)) p(dt) L, 0 — g.s. em [0, 1] (3.1)

(x(0), x(1))e Cg % C, (3.2)
A x()+bt)<0 para todo o te [0, 1] (3.3)
u(t)e 2, Lep qgs. 3.4

w(B)eK para todo o subconjunto Borel B de [0, 1] 3.5
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onde h:R" 5 R,f:[0,11x R"x R™ 5 R™ G:[0, 1] x R™ - R™*
A:[0,11 - R" e b:[0, 1] = R sfo fungdes dadas,

C, e C, sdo subconjuntos fechados de R",

k £t .
K € um cone convexo e fechado em R com vértice na origem e

Q :={ueR™: (,weQ C [0, 1] x R™}.
"L e q.s." significa que a relagio que qualifica se verifica "quase sempre", ou
seja, a menos de subconjuntos do intervalo [0, 1] de medidas de Lebesgue e 1

nulas. Fazemos notar que (3.1) ndo é mais do que uma forma abreviada da equagido

t
x(t) = x(0) + j £(s, x(s), u(s))ds j G(s, u(s)) p(ds).
0 (0.1]
Uma estratégia de controlo consiste num par (u, ) que, além de satisfazer 3.4)

e (3.5), € tal que t — G(t, u(1)) é integrdvel em relagdo A medida .

Um processo generalizado (x, u, p) diz-se admissivel se (u, ) for uma
estratégia de controlo e a respectiva trajectéria, x, definida como solugdo de (3.1),
satisfaz (3.2) e (3.3).

O alargamento da classe de restri¢des de estado (3.3) usando os nossos métodos
constitui ainda um problema de investigagio aliciante.

Em Pereira [8] e Vinter e Pereira [13] constata-se que esta formulagdo €
adequada pois, além de ser possivel garantir a existéncia de solugdo mediante
hip6teses razodveis, permite o desenvolvimento de condi¢gdes necessdrias de
optimalidade e a construgdo de processos convencionais (envolvendo apenas
controlos no sentido usual) arbitrariamente préximos de um dado processo
generalizado. o

As propriedades dos elementos do nosso problema necessdrias para a otengio
das condigﬁés’ de optimalidade sao:

~ h € localmente Lipschitz continua;
—Dado 6>0, f(t, -, u) tem constante de Lipschitz Kg(t) em
{ZeR": 121 1< 8)
para todo ue Q, e te[0, 1;

—Q € um conjunto L  B™ - mensurdvel;
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— A fungio (i, us — col(fT(t, x, u), GT(t, u)) 6 L B ™ mensurével para
todoo xe R™;
(L x B™ é a o - algebra dos subconjuntos L x B onde L € [0,1] ¢ de Lebesgue e
B € R™ é de Borel.)

— Sendo x" a trajectéria 6ptima de (P), If(t, x"(t), u)ll ¢ limitada L q.s. por
uma fungo integrdvel para todo o ue Q;

— As fungBes A e b em (3.3) sdo continuas; e
— A compactificagdo do termo singular da dindmica

G(t,u)-m
1)

t—T(t) =00 { :ute,meKﬂBm} c R"
¢ continua em relagdo A métrica de Hausdorff (B.. denota o cubo unitério de R¥e,
TOA o fecho do fecho convexo do conjunto A).

E oportuno observar que as hip6teses acima referidas respeitantes ao termo
convencional da dinimica sfio apenas ligeiramente mais fortes do que aquelas
impostas por Clarke [2] que sdo de facto as mais fracas utilizadas até hoje para
demonstrar um Principio do Méximo para sistemas com trajectrias absolutamente
continuas.

No caso de m ser uma medida escalar ¢ G uniformemente limitada, entdo a
tiltima hipétese reduz-se A continuidade de Hausdorff de t — €0 G(t, £2,).

4. Condic¢oes Necessarias de Optimalidade
As condi¢des necessérias de optimalidade tomam a forma de um principio do
miaximo de Pontryagin e sdo descritas pelo seguinte

Teorema

Seja (x*, v’ u*) um processo optimo de (P).

Entdo existe um terno de elementos, (p, A, V), onde A é um nimero nio
negativo, p: [0, 1] = R" & absolutamente continua e v é uma medida néo negativa
cujo suporte estd contido no conjunto

{10, 17 : lim sup (A(s)x"(s) + b(s)) =0}, .

s—t
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satisfazendo
A+llv I+ liplh = 0
-p(t)e q(t)-0 f(t, X', u" () L g.s.

p(0)e N, (x (0)), -p(1) + j A()v(die Ne, (x"(1) + Aaxh(x(1))
[0.1]

u"(t) maximiza u — q()f(t, x"(t), u) em Q, L gs.
Sup {ok(q(t)-G(t, u)) :ueQ,} <0 para todo o te [0, 1]
e lim sup { GK(q(s)-G(s, u*(s))) } =0 p* q.s.
s>t

Aqui, q(t) = p(t) + J’ A(s)v(ds) € 6 () € a fungdo suporte do cone K, ou seja,
[0.1]
ok(p) = Sup(p - k : ke K).
N(a) € 9,f denotam respectivamente o cone normal do conjunto A no ponto a e

o gradiente/Jacobiano generalizado da fungio f na varidvel x no sentido de Clarke

[3].
Se a medida do controlo m for escalar e K = [0, e°) entdo as duas dltimas

relagbes serdo escritas na forma

Sup {Q(t) + G(t,u) : ue Qt} <0 para todo o te [0, 1]
e lim sup {q(s) - G(s, u"(s)} =0 utgs.
st

Essencialmente, estas condigdes dizem-nos que a componente convencional do
controlo satisfaz o principio do méximo usual, ou seja, na auséncia do termo
singular da dindmica.

Embora as duas tltimas condigdes apenas especifiquem directamente o suporte
da medida u*, esta poderd, mediante condigdes favordveis, ser completamente
determinada com a ajuda das restantes restri¢des do problema em conjungdo com as
relagbes fornecidas pelas condigdes necessdrias de optimalidade.

A demostragdo detalhada deste resultado aparece em Vinter e Pereira [13] e
Pereira [9]. Em Pereira [9] mostra-se como as condi¢des necessarias de
optimalidade sdo obtidas a partir de um outro resultado ( Teorema 4.1 de Pereira
[9]) caracterizando processos cuja trajectéria termina na fronteira do conjunto

atingivel no instante final,
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As ideias bésicas por detrds da demonstragio deste resultado consistem na:

(i) Utilizagdo de resultados respeitando a aproximagdo de medidas
(derivados em Vinter e Pereira [13] e Pereira [9]) para construir uma
sucessdo de problemas auxiliares constituindo uma aproximagio de
(P) e caracterizados por envolverem apenas controlos convencionais,
ndo possuirem restrigGes de estado e as fungdes custo reflectirem a
violagdo de (2.3).

(ii) Aplicagdo do Teorema de Ekeland (ver Ekeland [4]) para encontrar
uma sucessdo de processos contendo uma subsucessdo convergindo
para a solugdo de (P) e tal que cada um dos seus termos nio sé quase
satisfaz (2.3) como minimiza uma perturbagio adequada de cada um
dos problemas referidos em (i).

(iii) Aplicagio a cada um dos processos de (ii) do principio do mdximo
convencional para problemas ndo diferencidveis (ver Clarke [3]) e
obtengdo no limite das concluses do Teorema.

5. Comparacido com Trabalho Relacionado

Rishel [10] e Warga [14] e [15] também fornecem condigbes necessdrias de
optimalidade para problemas de controlo impulsional. Embora tratem problemas
diferentes e com diferentes objectivos, ambos tém em comum a aplicagdo do
principio do mdximo usual a um problema convencional obtido do original através
de uma mudanga da varidvel independente dependente da estratégia escolhida. Esta
é tal que a varidvel tempo do problema original passa a seruma das componentes
do estado do sistema reparametrizado. Deste modo, ter-se-d4 que impor a invaridncia
das restrigdes do controlo e a continuidade de Lipschitz da equagdo dindmica em
relagdo ao tempo o que tornam estas condigdes bastante mais restritivas do que as
nossas.

Enquanto que Rishel [10] necessita de impor a "constancy condition" (uma
espécie de convexidade direccional) no termo singular da dindmica para exprimir as
suas condi¢bes na parametrizagdo original, Warga [14] e [15] considera apenas a
relaxagio do problema o que lhe permite considerar uma estrutura mais genérica do
que a nossa ¢ a de Rishel. ‘

Questdes da adequagao da formulagio do problema, condi¢Ges de optimalidade,
hipéteses de existéncia e interpretagdes de dualidade sdo enderegadas por
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T

Rockafellar [11] e [12] para o problema de controlo impulsional no contexto do

problema generalizado de Bolza. Para isso, embora assuma apenas a

mensurabilidade do integrando em relagio ao tempo, necessita da sua convexidade

conjunta em relag@o ao estado e A velocidade, hipétese esta que ndo utilizamos.
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Resumo

Faz-se uma breve revisdo dos principais desenvolvimentos obtidos sobre
dualidade em programagio linear fracciondria e analisam-se algumas das
dificuldades levantadas pela abordagem cldssica.

Tomando por base um método dirigido 2 andlise paramétrica de
programas lineares fracciondrios, apresenta-se um dual para este tipo de
problemas, cuja resolugdo ndo apresenta grande dificuldade e com o qual, ndo
s6 se verificam as relagdes primal-dual mais comuns, como também, com
facilidade, se pode proceder 2 andlise de sensibilidade.

Finalmente, fazem-se algumas interpretagdes geométricas num espago
determinado pelas imagens da regido admissivel obtidas a partir do primal ¢
do dual respectivamente.

Abstract

Firstly we present an overview of the main developments on duality in
linear fractional programming and we analyse some of the difficulties raised
by the classical approach.

Taking as basis a method directed to the parametric analysis of linear
fractional programs, we put forward a dual formulation for this type of
problems, the resolution of which does not present great difficulty. The
proposed formulation verifies the more common dual-primal type of
relationships and allows for an easy sensitivity analysis.

Finally, geometric interpretations in a space determined by the images of
the admissible region (obtained from the primal and dual problems
respectively) are presented.

Keywords
Dual Problem, Duality Theory, Optimization, Fractional Programming.
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1. Introducio
Designa-se por programa fraccmnéno 0 seguinte programa matematico:

£(x)

“(P) min{f(x)= f 0

1 xe X}

relativamente ao qual vamos considerar que X € uma parte ndo vazia
compacta de R", que f) e f, sdo fungdes de R" em R continuas num aberto A
que contém X, e ainda que fé(x) >0 VxeA.
Obviamente que este problema tem solugdio uma vez que se trata de
encontrar, num compacto, o minimo de uma fungfo que, sendo o quociente
- de duas fungbes continuas e sem pontos de singularidade, € continua.
Associados a estes problemas e com o intuito de os resolver, Dinkelbach
[7] propde a seguinte fungdo paramétrica; ‘

que tem a propriedade de ser cdncava, monétona estritamente decrescente e
continua. '
Das propriedades enunciadas, apenas vamos provar a que se refere a
continuidade de 1, por ser a tnica que niio € demonstrada em Dinkelbach [7].
Com efeito, seja e R eeR*elI=[o-¢, o +€]. Entdo V8eR tal que
o+ 8ele VAe[0, 1], tem-se que o + A3l e consequentemente pela

concavidade de 1 vem:

NA+8) + (1-2) a) 2 An(a + 3) + (1 - L) (o) <
n(o) —n(a + AB) < AM(ar) — n(o + 8))

Uma vez que Né monétona estritamente decrescente, fazendo
M =n(a - €) ~n(a + &) conclui-se que N(ax) - (0 + 8) $ M V8 R com
o + de 1, pelo que N(0) — (ot + A8) $ AM. De modo andlogo, substituindo
o + 8 por & € & por -, se obtém a inequago N + 48) - n(e) § AM.
Combinando estas duas inequagGes, vem finalmente, (o +Ad) - n(a)l CAM,
0 que completa a demonstragio.

Como consequéncia imediata de 1 ser mon6tona estritamente decrescente
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e contfnua, e do facto de lim 1 (@) = -e= € lim 1(0) = +°°, tem-se que a
O—+oo oo

equagio 1(o) = 0, tem uma tnica raiz.

Com base na fungéio paramétrica n(a), e tendo presente o teorema a
seguir, Dinkelbach [7] propde um algoritmo muito simples que na prética
corresponde 2 aplicagdo do método de Newton a determinagdo da raiz da
equagdo 1)(cr) = 0. Deve observar-se porém que, antes da apresentagdo deste
método, j4 Isbell e Marlow [10] haviam proposto uma abordagem
perfeitamente semelhante a esta, embora com vista unicamente 2 resolugdo de
programas lineares fracciondrios.

Teorema 1
x0e X ¢ solugdo 6ptima para (P) sse sendo o0 raiz da equagéo n(o) = 0,
M(09) = £,(x0) — a0f,(x0) ¢ a0 = f(x0),

Prova:
xeX é solucéo 6ptima para (P)

& 1(°) < f(x) Vxe X

& f1(0) - f(x%) f(x) 2 0 Vxe X

& N(E) = min{£,60) - (%) £,0) : xe X} 20
& N(f(x%) = 0, uma vez que f;(x%)-f(x0)f,(x%) = 0.

O facto da equagio n(a) = 0 ter uma Wnica raiz, obriga a que se tenha
o0 = f(x9),
L4
Ao problema (P), tem-se assim associada uma curva que corresponde ao
gréfico de n(or), para a qual, sendo x;, tal que N(ax) = fi(x) — afa(g), se
verifica que a recta tangente em (o,m(c)) intersecta o eixo dos ool em
o = f(xg) e o eixo dos M em N = f;(x;), sendo o seu declive '

dn(o)

= -fo(x*),
e 2(xg)

conforme se exemplifica na figura 1.

67
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na fig. 1

%I\

L.

)

Por outro lado, sendo x! e x2, respectivamente, solugdes dos problemas.
min{fy(x) : xe X} e max {fy(x) : xe X}, n(a) converge assintoticamente 2
esquerda para a recta com declive -f,(x!), que intersecta o eixo dos aa em
o = f(x!) e o eixo dos M em 1 = f,(x1), e A direita para a recta com declive
—f,(x2), que intersecta o eixo dos ool em o = f(x2) e o eixo dos M em
M = f,(x2), conforme se ilustra na figura a seguir.

n 4 fig. 2

163

NS

Quando em (P), f; e f, sdo aplicagbes afins e X € definido por um

conjunto de restrigdes lineares, este problema designé-se por programa linear
fracciondrio.

No que se seguir, f e f, sdo definidas por fj(x) = c{x + bj, com c;,
xeRMparai=1,2, e X por X={xeR": Ax < b, x 2 0}, com Ae Rmxn ¢
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be RM, e F(X) corresponderd A parte compacta convexa de R2,
F(X) = {(f5(x), f1(x)) : xe X} (deve observar-se que a imagem por uma
fungdo contfnua de um compacto é corﬁpacta € que a imagem por uma
aplicagdo afim de um convexo € um convexo). Nestas condigdes, a curva
o) associada a (P) tomard o aspecto da figura 3, ou seja, trata-se de uma
curva linear por partes onde, a cada intervalo de valores de o no qual n(o) é
afim, corresponde um vértice em F(X) e, a cada ponto onde a derivada de
n(o) € descontinua, corresponde uma aresta de F(X). -
N4 fig. 3
T

e

Dos métodos desenvolvidos para a resolug@o deste tipo de problemas
(programas lineares fracciondrios) destacamos ainda:
- os apresentados por Ibaraki [9], que se baseiam na aplicagdo do
método das bissecgdes a determinagdo da raiz da equagio n(c) = 0;
- o proposto por Climaco e Cardoso [5] que, embora fazendo parte
da familia de métodos que t€m por base a fungdo paramétrica n(o),
apresenta um critério de escolha do parimetro o, que se
fundamenta na transformagdo do problema inicial num problema
bicritério;
- o método de Martos [14], que embora lide com fungdes objectivo
do tipo fj(x) — afy(x), as vai modificando de vértice para vértice,
de acordo com as sucessivas actualizagGes do parimetro o,
independentemente de ter ou ndo obtido o correspondente valor
6ptimo, n(o);
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- 0 método de Chames e Cooper [4], que consiste na aplicagio de
uma mudanga adequada de varidveis, de modo a transformar o
programa linear fracciondrio num programa linear, cuja resolugdo
determina a solugdo 6ptima do problema inicial.

2. Anilise dos Principais Desenvolvimentos obtidos
sobre a Dualidade em Programacio Linear
Fraccionéria. '

Vamos comegar por recordar os conceitos de pseudo-convexidade
(respectivamente pseudo-concavidade) ¢ quase-convexidade (respectivamente
quase-concavidade).

Dada uma parte C de RP, uma fungdo y : RP — R diz-se pseudo-convexa

(respectivamente pseudo-concava) em C se:

Vx1, x2e C (x2-x)V,y(x1) 20 = y(x2) 2 y(x"
((x2-xHV,y(x) <0 = y(x2) < yx))

e diz-se quase-convexa (respectivamente quase-cdncava) em C se C &

convexo e se verifica que:

Vxl, x2e Cy(x2) s y(x!) = (x2xHV,y(x) <0
(W(x2) 2 y(x1) = x2x)V,y(x!) 2 0)

Como € 6bvio, de acordo com esta defini¢do, uma fungio Y diz-se
pseudo-convexa, sse -\ é pseudo-concava e quase-covexa sse -\ € quase-
concava. _ '

De acordo com Mangasarian [13], considerando-se como problema
primal: ‘

(BW)  min {8(x) : g(x) 20}

xeR
em que a fungdo objectivo (8 : R" = R) e as corhponentes da fungdo que

define a regido de admissibilidade (g : R" — R™) sdo diferencidveis num

aberto A de R", o bem conhecido resultado da suficiéncia das condig¢des de
Kuhn-Tucker para a solugdo éptima de (PW), quando 0 e as componentes de
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-g sdo convexas em A, pode extender-se aos casos em que 6 é pseudo-
convexa € as componentes de g sdo quase-cdncavas, conforme se enuncia no
teorema a seguir (a prova deste teorema pode encontrar-se em [12] ou [13]
pag. 151-153).

Teorema 2

Seja ® : R" > R e as componentes de g : R" - R™, funcoes
diferencidveis num aberto A de R", C uma parte convexa de A e considere-se
ainda que 6 € pseudo-convexa em C e que as componentes de g sdo quase-
cOncavas em C,

Se I%Ce yoe R™ satisfazendo as condi¢des de Kuhn-Tucker, ou seja:

m
(@) V,06)-V.Y yl%.x% =0,
i=1

() y'>0,
() gx)20,

m
@ Y ylge® =0,
i=1

entdo, 8(x") = {6(x) : g(x) = 0).
Aplicando a (PW) o dual proposto por Wolfe [19] para a programagio
convexa, ou seja, tomando—se para dual de (PW) o programa matemadtico:

DW) max  {@(xy) : V40(x,y) =0,y 2 0}
xe R™ yeR™

com @(x,y) = 6(x) — ytg(x), e supondo que as condigdes do teorema 2 sdo
satisfeitas, dado que (a) e (b) correspondem as condi¢des de admissibilidade
do dual e (c) corresponde as de admissibilidade do primal, se (x°, y0) ¢
admissivel para este dual e x° é admissivel para o primal, para que x° seja
uma solugdo éptima de (PW), basta que a condigéo (d) se verifique (trata-se
obviamente da conhecida condig@o de complementaridade de “slacks”).

Este resultado é aplicévél a problemas de programagio linear fracciondria,
dado que nestes programas matemdticos as restri¢des sdo lineares, logo sio
quase-cOncavas (e quase-convexas) e a fungio objectivo € pseudo-convexa (e
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pseudo-concava).
Com efeito, se uma dada fungio y € linear num dado convexo C, entdo é

concava (e convexa) em C, e nestas condigGes:

Vxl, x%e Cy(x?) — y(x!) < (x2 - xhV,p(x))
W) - wixh) 2 (2 - x)V,p(x1))

dohde setiraque (x%— MVpxh) < 0 (x*- MV, px)20) =
W) - y(x!) < 0 () - wix') 2 0).

Por outro lado, Vf(x) = F%x_) (cf-f(x)cl) e
2 B

f,(x?)

2 1
£ (£(x) - f(x")),

(x? - xHVixl) =
donde se conclui que

x2—xHVix) 20 = f(x?) - f(x1) 2 0
(2 -xHVEx) <0 = fx?) - f(x) <0).

Assim, considerando (PW) como sendo o programa linear fracciondrio,
(P), e tomando (DW) para seu dual, embora, de acordo com Mangasarian
[12], se (DW) tem solugdo éptima (x*,y*) e a matriz Hessiana da respectiva
f.o., em relag@o a x, € ndo singular em x*, x* seja solugdo Gptima para (PW),
ndo se verifica nem a validade do teorema da dualidade directa, nem a
validade do teorema da dualidade fraca de Wolfe. Segue-se um exemplo em
que se evidenciam estas dificuldades.

Seja o programa linear fracciondrio min{x%3 Ix>0,1<x<2}.

O dual de Wolfe correspondente serd o programa matemdtico:

x-3 . 3
max ['x_ - yl(x"l)—Y2("x+2) I'x >0, Y=Yy = ')'('2' ' Yp¥a 2 O}

Fazendoy, =0 ¢ y; = % , vem:
X

x-3 3x—3

3(1 2x)

>0} © max(==—- +11x>0]}
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¢, enquanto este dual ndo tem 6ptimo finito (dado que quando x tende para
zero, a f.o. tende para infinito) o primal tem como solugdo éptima x = 1.

Conclﬁi-se assim que este tipo de abordagem, para a obtengéio do dual de
um programa linear fracciondrio, é pouco vantajosa, nio sé pelos
inconvenientes da auséncia das relagdes primal-dual mais comuns, como
ainda pelo facto do dual assim obtido em geral vir mais "corhplicado" do que
o primal, pelo que vamos considerar outras abordagens.

Considere-se novamente a curva associada a 1n(e), e tenha-se em conta
que para cada o, a determinagfo de n(or) corresponde 4 resolugio do P.L.:

(Po) min{(c, - ocy)'x + B, —aP,: xeR", Ax 2 b, x >0}

a0 qual corresponde o dual de Wolfe:
Dg) max {y'b + By —ap,: yeRm yiA < (c;~ acz)t, y 20}

Deste modo, para cada o R, 11(o) determina também o valor 6ptimo de
(Dg)- A figura 4 indica o aspecto das respectivas gamas de valores das f.o de
(P,) € (D) nas correspondentes regides admissiveis.

Pelas caracterfsticas de m(a), com facilidade se conclui que, se
acrescentarmos as restrigdes de (D) a respectiva f.0., obrigando-a a ser nio

negativa, e maximizarmos o, obtemos a raiz da equagdo n(a) = 0, ou seja, o

valor 6ptimo de (P). Assim, tomando-se para dual de (P),oP.M.:

A -b _
(DCC) max{a: [y', aleR™, ry‘al[ & p ]stc{ B.), [y, o] 2 0}
2 2

verifica-se a validade dos teoremas da dualidade fraca, dualidade directa e
dualidade reciproca (déve observar-se que, embora em (DCC) aparega o > 0,
estando deste modo a supor-se que o valor éptimo de (P) é ndo negativo, no
caso geral esta varidvel deverd aparecer como varidvel livre).
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1 w AN fig. 4
n Y
K
2
S
gv
'ﬂ(“)-h g
O] —_—
=]
o
3
0. &
=5 N
=87 < o’
e B
3
<
D
W

O dual (DCC) € semelhante ao apresentado por Chada [3], que embora
néo obrigue a regido admissivel a ser compacta, impde a condi¢do Ax <0 =
x =0 e € uma particularizagdo, para programas lineares fraccionérios, do dual
proposto por Jaganathan em [11] e por Schaible [15] (neste iltimo ndo se
obriga a regidio admissivel a ser compacta). |

Qualquer destes duais corresponde ao dual do P.L. que se obtém fazendo
uso da transformagfio de varidveis de Charnes e Cooper [4], aplicada a (P).
No entanto, os resultados que se apresentam em [3], [11] e [15] sdo mais
fracos que o resultado enunciado no teorema a seguir.

Teorema 3
3(y*, *) pertencente ao conjunto de solugdes éptimas de (DCC) e Ix*

pertencente ao conjunto de solugGes Gptimas de (P), tal.que y*t(Ax* -b)=0
e o* € o valor 6ptimo para ambos os problemas.

Prova:
Sabe-se que VaeR, (P) tem solugéo éptima, x’&,‘ € consequentemente

pelo teorema da dualidade directa 3yy, tal que y§, é solugdo Sptima de (D).
Para o, = o™ tal que 1(0*) = 0, tem-se entdio que Ix* solugdo Sptima de
(Po#) € 3y™ solugho Gptima de (Dgx) €
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y* + B, — 0B, =M(a*) = (¢, — ac)'x* + B, — aB,.

Nestas condigdes vem que y*'b = (¢, — ac,)tx* e como y*, x* > 0, de
y*tA <(c,—oc,) ede Ax* 2 b, tira-se que y*‘b < y*tAx* <(ey - ()ucz)‘x* =
0 < y*(Ax* - b) < (c; - ac,)x* - y*'b = 0.

Por outro lado, sendo v} o valor 6ptimo de (D), vg, <N(Q), € como
n() <0 para o, > 0¥, podemos concluir que V(y,o), solugio admissivel
para (DCC), o < o* (visto que (o) > y[b + B, — ap, e, pelas condigdes de
admissibilidade de (DCC), ytb + B, —ap, 20).

¢
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Apesar de "poderoso”, dada a validade das relagdes primal-dual mais '

comuns, este dual apresenta o inconveniente de ndo permitir a andlise de
sensibilidade, a ndo ser a perturbagdes nos coeficientes da fungdo numerador
da fungdo objectivo. Com efeito, a partir de (DCC) ¢ muito dificil analisar a

fungdo de perturbagdo de (P), que determina a variagao dos valores éptimos

para diferentes vectores de termos independentes e a consequente andlise da
estabilidade de (P), sugerida por Geoffrion [8].

Existem ainda outras abordagens para a obtengdo do dual de um programa
linear fracciondrio, como seja a de Craven e Mond [6], que partindo de uma
certa relagdo de equivaléncia entre P.Ms., propde dois duais possiveis para
(P), os quais designa de duais fortes, por respeitarem os teoremas da
dualidade fraca, dualidade directa e dualidade reciproca, sendo um idéntico a
(DCCQC), € o outro, tal como os propostos nas abordagens de Swarup [17] e de
Sharma e Swarup [16], um programa linear fracciondrio. No entanto, todos

. apresentam os inconvenientes jd referidos para (DCC), em alguns casos
agravados ainda por outras dificuldades. Com efeito, no que se refere ao
apresentado em [17], verifica-se que ndo satisfaz o teorema da dualidade
reciproca, de acordo com um exemplo dado por Abrham e Luthra [1].
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3. Nova Abordagém 4 Dualidade em Programacao

Linear Fraccionéria

O dual que se pretende propor tem por base um método paramétrico de
resolugdo e andlise de programas lineares fracciondrios, apresentado por Wolf
[18], relativamente ao qual procuraremos, de um modo breve, apresentar os
principais resultados (em [2] procede-se ao estudo deste método, seguindo-se
uma abordagem mais geométnca em coniraste com a abordagem mais analitica
seguida por Wolf [18])

T (%) fig. 5

A4

o= - — —

5,6, & 8 5 5586 f,
Tendo presente (P) identificaremos por A o conjunto
{3eR: IxeX, f,(x) =8},
por X o conjunto {xeX : f,(x) =) (notc-sc que X E&EJAXS) e por v(d) a

seguinte aplicagdo:

8 I----> 1(8) = min{f,(x) : xe X5}

De acordo com Wolf [18] verifica-se que A € um intervalo fechado e V(J)
¢ uma fungdo convexa, continua e afim por partes, i. e, 3pe tal que V() =

(Xis + T; se de [Si, 8i+l]’ com O;,T;€ R para i= 1, 2,...2 p ¢ A Ei-é—))l [Si,
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8;41]. A partir da figura 5, onde se esquematiza F(X), com facilidade se
conclui que o grifico de v(8) corresponde a parte "inferior" de F(X),

conforme a figura 6 exemplifica.

N

/]
(8) - fe.6

O | == e e o o -

N
V4

]

I

[

1
1 | | 8 &
Identificando-se por A* o subintervalo de A, no qual se verifica que:

E3
Vo*e A* L) =min{-‘—)-(8Q : deAl},

8*
ainda de acordo com Wolf [18], podemos enunciar os seguintes resultados:
Teorema 4

v(d*)

8*

x*e X é solugo Gptima para (P) sse 36* A* tal que = f(x*).

Prova: ,
Seja x*e X uma solugfio 6ptima para (P); entdo, fazendo 8* = f,(x*), vem

que:
(8% R F1¢9) ¥ . Hix) (@)
= — % Sfx%) < — = —= VdeA
T alXy o SIS Ty =T Ve
_ _ N
donde se conclui que S*eA* e % = f(x*).
. % 0(5*) _ * ¥ _ * *
Sejax"eXtalque —— = f(x™), com 6 = f,(x")e A¥, e suponha-se

5*
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que Ix'e X tal que x' ¢ solugdo 6ptima para (P); entdo, de acordo com a

primeira partc da demonstragiio, 35'e A* tal que f(x') = ( ) , concluindo-
se que f(x*) = Dgi ) < < %8) = f(x') € f(x) Vxe X, donde x* é solugio
6ptima para (P).

¢
Teorema 5

(a) Se ke (1,..., p) tal que para de [, 8;,,] v(d) = oy 3
entdo A* = [y, Oy yi]s

(b) Set, <0,A*={3};

(¢) Se‘cp+l>0,A = { p+l};

(d) Se3ke(2,...,p}talquet,,,>0e1, <0,A% = {5}

Prova:
Dado que v(8) ¢ convexa, podemos concluir que 7; > 7,1 Vje {1,...,p},

conforme o exemplo que se tem vindo a esquematizar documenta (ver flgura
7).

Por outro lado, a primeira derivada de é ) em ]8j, 8j+1[, paraj=1,..,
- ,
p é dada por ( 521 donde se conclui que em [ i &1

_ v
- seT < (0, entdo % € monétona crescente;

v(6)

- seT= 0, entdo T é constante;

()

- se 'cj > 0, entio — ¢é mondtona decrescente.
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\ fig. 7

Em (a) vem que, se Jje {1, 2,..., p} tal que j <k, entdo, em [§;, 8,1,
b} .
% ¢ monétona decrescente e, se Jie {1, 2,..., p} tal que i > k, entdio, em

v(d)

[8;, 84415 5 ¢ monGtona crescente; nestas condigdes, A* = [8,, 8, 1.

A V(8
Em (b), uma vez que 7, <0, vem que 7; <0 Vje {1,2,...,p}, logo (o)
¢ monétona crescente em A e nestas condigdes A* = [81 }.
Em (c), Tpe1 > 0, o que implica t; > 0 Vje {1, 2,..., p}, donde se

)
conclui que % ¢ monétona decrescente em A pelo que A* = [Sp )

Finalmente em (d), vem que ij >0Vj<k-1ert;<0Viz2k, pelo que,
v(d '
—% ¢ mondtona decrescente em [3,, 6, ] € monétona crescente em [J,
8p+1]; nestas condigdes, pode concluir-se que, A* = [Sk}.

‘ ¢

Com base nestes dois ultimos teoremas, estamos agora em condig¢bes de
introduzir o dual que se pretende propor.

Para cada &€ A, considere-se o P.M., (PS) v(3) = min{f, (x) : xe X5}, ou

seja:
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0(8) = min £,(x)

S A b
P") s.a. . X2
C 8-B,
-cé -3+P,
x20

ao qual corresponde o programa dual:

W(®) = max y'b + (5 B,z + B,

t
(DS) S. a. [yz] <S¢
¢
y20,

zeR

Assim, com § percorrendo A, para a familia de pares de programas (PS)
- (DB), tem-se que V(8) = Y(3). Por outro lado, Vx admissivel para (P8) e

o .
V[yt, z] admissivel para (Da), tem-se que ytb+ 0-Ppz< c;x donde, Ys—b

t
+ (1- &) z+& < y(®) = @) < Cxthy Ve A, logo em particular,
S 3 3 3
mm[w( ) : deA) = min{‘l(a—) : ISGA}. Nestas condigdes, se A* é o

: . . V(8 :
intervalo de valores 6ptimos para min [P% : de A}, podemos concluir que

A* é também o intervalo de valores 6ptimos para mm[w(8 ) : deA}.

Tomando-se para dual de (P) o P.M.:
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. .
min max Lb+(1—Ez)z+El-
deA ) ) o

t A t
D) s.a. lyz] <S¢
. t |
G

y20,
zeR

pode-se concluir que Ix*e X, solugdo 6ptima para (P), e H[y*[,z*], solugdo
6ptima para (D), tais que os respectivos valores éptimos coincidem. Deve
observar-se ainda que, tendo em conta as propriedades de V(8) enunciadas no
teorema 5, e o facto de se ter. v(8) = Y(8) Vde A, a determinagdo da solugio
6ptima de (D) pode ser feita resolvendo-se um P.M. arbitrario, (D8), e
procedendo-se, a partir dele, a uma andlise paramétrica adequada
(incrementando ou decrementando &, consoante se obtenha o termo
independente de y(J), para o subintervalo de A em estudo, respectivamente
positivo ou negativo). Em [2] faz-se um éstudo detalhado desta anilise
paramétrica,

A partir de (D), pode com facilidade proceder-se 3 andlise de
sensibilidade, nomeadamente dos efeitos, sobre a solugdo 6ptima encontrada,
de perturbagdes provocadas no vector dos termos independentes do sistema
de equagdes definidor da regido admissivel de (P), € nos termos
independentes das fungSes numerador e denominador definidoras de f(x),
bem como nas componentes do gradiente da fungfio numerador da f.o. do
pﬁmal. _

Voltando-se aos graficos relativos, respectivamente a v(8) (ou y(8)) e
n(o), vern que para x*e X, I8¢ A tal que v(3) = f,(x*) sse JaeR tal que
n(a) = f,(x*) — afy,(x*) e f,(x*) = 8. Deste modo, conclui-se que:

Vée A JaeR |
tal que
n@) =v@)—ad e VoeR IdeA

81
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tal que
n) =v6) - od

Assim, se num certo subintervalo de A, [8;, 8;411, Ve [3;, 8,411 W(B) =
;0 + v;, poderd concluir-se que n(a;) = t;, donde, pelas propriedades de
v(3) = y(8) e sendo v* o valor 6ptimo correspondente ao par de problemas
prirhal dual (P)~(D) vem que, se ;> 0, entdo oy < v¥ e se 1; <0, entdo o >
v*. Deste modo, embora para o dual proposto, (D), ndo seja vélido o teorema
da dualidade fraca de Wolfe, esta contrariedade nio invalida que, ao longo da
resolugéo de (D), ndo possamos minorar, de modo adequado, os valores da
f.o. dc primal (P).

Identificando-se por A, o intervalo de valores de & para os quais se
verifica a equagfio 1 (a) = v(3) — a.d, e por o o intervalo de valores de o
para os quais se verifica N(a) = v(3) — ad, uma andlise cuidada dos gréficos
de v(0) e de N(3), permite-nos ainda afirmar o seguinte:

(a) a cada intervalo de valores de o, o, onde n(a) € afim,
corresponde um ponto de v(8) onde a derivada €

descontinua;
(b) a cada intervalo de valores de §, A, onde v(d) ¢ afim,

corresponde um ponto de M(o) onde a derivada é

descontinua;
(¢) U A,=A e U az=R.
aeR ¢ de A 8
y Cf
V 4 ig. 8
n g
i
)
1
|I
|I
||
|l
.l
|I
'l
|I
!
5.8
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PROGRAMACAO QUADRATICA NAO CONVEXA
NA GESTAO INTEGRADA DE MINI-HIDRICAS

Victor Sousa e Ana M. Faustino
Faculdade de Engenharia
Universidade do Porto

Resumo: A actual solicitagdo intensiva de estudos e projectos para a instalagfio de
mini-hidricas em Portugal sugere a eminéncia de um nimero elevado deste tipo de
apfoveitamcntos numa mesma linha de dgua.

O modelo de gestdo integrada de mini-hidricas agora implementado procura constituir-
se num instrumento de andlise a viabilidade e interesse de se gerir a capacidade de -
regularizagdo conjunta de uma série de pequenos reservatérios em cascata.

O desenvolvimento deste modelo gera um problema quadritico ndo convexo, com
uma condi¢io adicional de complemeniaridade, que € resolvido iterativamente por um
algoritmo Sequencial LCP (SLCP). Nesse processo o 6ptimo global é obtido a partir da
resolugdo de um nimero finito de problemas lineares complementares (LCP), utilizando
um método enumerativo hibrido.

1 - Introducio

O interesse que o projecto de mini-hidricas vem suscitando em Portugal potencia a
ocorréncia de vdrios daqueles empreendimentos numa mesma linha de dgua, o que
conduzird necessariamente a interdependéncia do respectivo funcionamento.

A reduzida capacidade de regularizagio, geralmente associada a pequenos
aproveitamentos hidroeléctricos, conduz a modelos de exploragdo do tipo "fio-de-dgua"
ou a modelos que procuram reproduzir as possibilidades de turbinamento concentrado de
pequenos caudais, com arranque e paragem das turbinas regulados pelo nivel da albufeira.

Em alternativa, procura formular-se um modelo que se aplique a sistemas de mini-
hidricas no mesmo curso de dgua, aceitando a sua interdependéncia e tirando partido da
capacidade de regularizagdo conjunta com optimizagdo da produgdo energética do sistema.

O modelo de gestdo integrada de mini-hidricas foi desenvolvido no sentido de permitir
a avaliagfio do interesse daquele tipo de gestdo relativamente A gestdo independente
convencional,
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A configuragio-base do sistema de mini-hidricas que foi objecto de modelagdo prevé
mini-hidricas implantadas na mesma linha de 4gua e encerra as seguintes caracteristicas

fundamentais:
- agude galgdvel

- central no pé do agude com restitui¢io préxima
- descarga de fundo, como solugio mais corrente de descarga auxiliar

Com esta configuragio, designadamente na consideragdo de vazio sobre o agude,
procura encontrar-se uma situagdo abrangente relativamente a outras configuragdes de
mini-hidricas, onde estruturas tais como cimaras de carga retiram a importancia daquela
vazio na definigio da queda dtil do aproveitamento.

Foi assim criado um modelo matemdtico que aproximé suficientemente bem a
realidade € que consiste num problema de programagio quadritica ndo convexa por
segmentos com uma condi¢io adicional de complementaridade. Para a resolugiio desse
problema foi desenvolvido um algoritmo que se baseia na solugdo sequencial de
problemas lineares complementares.

Este modelo, tendo como objectivo primeiro a optimizagdo da energia produzida por
um sistema numa dada sequéncia de unidades de tempo, pode também ser aplicado a uma
mini-hidrica funcionando isoladamente, o que permite a comparagio dos respectivos
resultados com os modelos de exploragdo mais vulgarmente utilizados.

A estrutura do artigo € a seguinte. Na Secgdo 2 é descrita a construgio do modelo de
optimizagﬁb. O algoritmo para a resolugio desse problema é discutido na Secgdo 3.
Finalmente os resultados de alguns ensaios e consequentes conclusdes sdo apresentados
na ultima secgéo.

2. Construgdo do Modelo de Optimizagio

2.1. - Varidveis do problema
O estudo de um sistema de mini-hidricas envolve os seguintes caudais integrais, com i
¢ j designando respectivamente a posigao da mini-hidrica no sistema e o mimelro de ordem
do intervalo de tempo em estudo:
- volumes afluentes Q(i, j), previstos com base na caracterizagio do estado da
bacia hidrogréfica e no conhecimento das solicitagSes hidricas mais recentes;
- volumes DS(j, j) descarregados pelo agude, associados a respectiva curva de
vazio; ‘
- volumes DA(j, j) descarregados pela descarga auxiliar;
- volumes T(j, j) turbinados;
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- volumes V(i j) na albufeira i no final do perfodo de tempo j.
Sendo Q(i, j) um dado do problema, as restantes quatro varidveis contém um grau de
dependéncia traduzido pela equagio de balango hidrico

VG, j)=Vio + i QG, k) -
k=1

[DS(, k) + DA, k) + TG, k)] + €))
k=1

i [DSG-1,k) +DAG- 1, k) + TG -1, k)]
k=1

onde V; ; representa o volume inicial no reservat6rio i.
As varidveis do problema, para um estudo que envolva n mini-hidricas e m periodos
de tempo, serdo em niimero de 3 n m e dadas por DS(, j), DAG, j) e T(, j).

2.2. - Fungio Objectivo
A energia produzida por n mini-hidricas € dada por

n o
E=) ETAjughT; @)
i=1
com | e g valores constantes, ETA; o rendimento do conjunto turbina-alternador, h; a
queda 1til média explordvel e T; o volume turbinado.
Dado que h; € fungio do volume médio da albufeira no intervalo de tempo em estudo, -
da carga sobre o agude devida a DS e do nivel de 4gua na restitui¢do dependente de DS +
DA + T, € como o rendimento é também fungfo dos trés tipos de varidveis, a equagdo (2)
pode apresentar a formulagdo geral

E =const. f(DS,DA,T) H(DS,DA,T)T 3)

Sendo perfeitamente definida a contribuigdo do volume turbinado T como factor,
optou-se por linearizar toda a restante expressio para que a fungio objectivo pudesse ser
~ quadrdtica. Para tai, adoptaram-se aproximagdes da curva do rendimento (por patamares)
e das curvas que contribuem para a queda ttil (com interpolagGes lineares segmentadas),
consideradas preferfveis as simplificagdes de natureza matemdtica em que se incorreria se
se optasse pela resolugdo de um problema de programagio de grau superior ao quadritico.
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No que diz respeito a curva de rendimentos f(DS, DA, T), modificada para introdugio
das perdas de carga. no cu'cmto hidréulico, o mtervalo de dlscreuzaqao adoptado determina
o mimero de patamares que sdo convenientemente 1ndexados

Quanto a queda til HDS, DA, T), cada uma das rectas de mterpolagao das curvas
h(V) (de capacidade do reservatério), h(Q) (da vazio sobre o agude) e y(A) (da altura de
4gua na restituigio) foi assimilada a uma expressio do tipo

y=ki+kpx 0)
sendo os pardmetros k; e k, indexados sob a forma k(c,‘i, P), 0 que permite referencid-
los ao tipo de curva e ordem do parimetro, ao reservatério a que se aplica, e A sua
localizagfio na sequéncia de rectas de cada interpolaggo [5].

A expressio (3), que constitui a fungfo objectivo do problema, pode ser apresentada

na forma

cTx+12xXQx | (5)
em que o vector X terd 3 n m varidveis, correspondentes a um valor de DS(, j), DAG, j) e
T(, j) para cada reservatoério e cada mini-hidrica. O seu desenvolvinicnto, conforme a
metodologia indicada, permite gerar o vector ¢ dos termos indépendentes da fungio
objectivo com 3 n m componentes e a matriz Q quadrada de ordem 3 n m [5]. O vector ¢
tem apenas corhponentes associadas a T(i, j), fung@o do desnivel geométrico A(i) entre o
coroamento do agude ¢ o leito do rio na restituigio, do volume inicial da albufeira, dos
caudais préprios afluentes e de combinagdes dos k(c, i, p). A matriz Q terd elementos
associados a T(i, j)2 e aos produtos cruzados de T(j, j) com DS(, j) e DA, j).
2.3. - Condigées de Restrigio ‘

As condigdes de restrigao exigidas pelo problema so do tipo x = 0 (todas as varidveis
$6 podem tomar valores ndo negativos) e ainda da forma Ax 2 b, resultantes de outros
limites a impor Assim '

Vi € VG, ) € Vi « ©
determinam os volumes minimo e m4ximo no reservatério i. O volume méximo de
turbinamento, para o intervalo de tempo em estudo, é imposto pela condigdo

TG, j) < T, 7
e as condigdes de volume médximo ou minimo a ser produz1do pela descarga auxiliar no
mesmo intervalo de tempo sio dadas pelas expressoes
DA, j) DAy
efou (8)
DA, j) 2DAp
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Com uma destas Gltimas condigdes (8), a condigio (7) e ainda as condigdes (6),
desenvolvidas de acordo com a expressdo (1), o modelo gera a matriz das restrigées A de
ordem 4 n m por 3 n m € o vector b com 4 n m componentes, fungdo dos limites das
condiges de restrigio.

2.4. - Condigdo Adicional de Complementaridade

Podem ocorrer situagdes em que a transferéncia de 4gua de uma mini-hidrica para a
situada imediatamente a jusante seja exigida pelas condi¢des de optimizagdo énergética.
Nos casos em que a indisponibilidade da central néo seja total, o modelo poderia recorrer
a descarga no agude, por ser mais favordvel em termos de queda itil, sem que o
reservatdrio estivesse cheio e violando por isso a realidade fisica.

Porque havia de remeter essa transferéncia, em tais casos, para a descarga de fundo,
houve que recorrer a uma condigio adicional de complementaridade, entre o volume
descarregado pelo agude e o volume livre da albufeira, do tipo '

sG, )T DSG, ) =0 | ©)
onde s(i, j) € uma varidvel de afastamento dada por
s(i, ) =Vm,i- VG, Jj) (10)

Impde-se assim que s6 haja descarga pelo agude (DS(i, j) > 0) quando o reservatério
estiver cheio (s(i, j) = 0) e que, por outro lado, estando este abaixo do nivel méximo
(s(i, j) > 0) ter4 a descarga superior de ser nula (DSG, j) =0).

Passaremos entdo a ter um problema quadritico com uma condigdo de
éomplementaridade cuja resolugdo € feita a custa de um problema equivalente do tipo

minimizar - (ch + 1/2xTQx) +psTxD
sujeito a Ax2b
x20 (11)
onde xp € um sub-vector de x correspondendo s componentes do tipo DS(, j), s o
vector das varidveis s(i, j) definidas em (10) e p um escalar positivo e suficientemente
grande para que a minimizagio de sT Xp ocorra para o valor zero.

Caso o problema quadritico seja resolvido satisfazendo em si mesmo a condigéo de
complementaridade, torna-se desnecessdria a intervengdo de p. No entanto, no caso
contrério, este parimetro terd um efeito de penalizagio sobre a nova parcela da fungio
objectivo e serd incrementado, tanto quanto necessério, até que a contribuigdo dessa
parcela se torne nula.
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O desenvolvimento de s Xp nas varidveis do problema conduz a uma expressdo com
aforma '
sTxD=vTx+1/2xTCx (12)
onde C € uma nova matriz quadrada de ordem 3 n m e v um vector de 3 n m componentes

{51

3 - Resolugdo do Problema de Optimizacio
Como se infere dos pontos anteriores, o problema quadrético global passa a ser do

tipo ' "

minimizar - (ch+ 1/2xTQx) +p (vTx+ 1/2xTCx)

sujeito a Axz2b '

x20 ' (13)

onde nenhuma das matrizes Q e C € positiva semi-definida. A resolugio do problema é
entdo equivalente a um MLCP do tipo [2]

minimizar (-c+pv)Tx+bT¢

sujeitoa P = (c+pvV)+(-Q+pC)x-AT ¢
6= b + A x (14) *
X 0, 1,020
T x=oT 60

onde Q ndo € constante, dependendo da combinagiio dos intervalos relativos is
interpolagdes lineares das curvas que definem a queda 1itil. O problema quadrdtico terd por
isso de ser resolvido iterativamente até haver coincidéncia entre todos os intervalos de
entrada (cada um deles fungdo de varidveis que designamos por VS) e os intervalos
correspondentes 2 tltima solugdo do problema.

Considerando os novos vector e matriz

c=—c+pvVv
(15)
Q=-Q+pc
o algoritmo do problema ¢ entdo como se segue:
Passo 1

Fixe Q inicialmente, de acordo com o conjunto de arranque das varidveis VS
(abcissas das curvas que definem H) e com p=0 (nfo impondo a condigdo
adicional de complementaridade).
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Passo 2
Resolva o MLCP. Se a solugdo obtida satisfizer a condigdo adicional de
complementaridade v4 para o Passo 4. Caso contrério vé para o Passo 3.

‘Passo 3
Altere Q, com incremento do tipo

P =Pi = Pi-1 * Pinc 16)
(onde pjy¢ € 0 incremento de p) para forgar a complementaridade a ser satisfeita,
e volte ao Passo 2.
Passo 4
Construa um novo conjunto de VS a partir da solugdo obtida, e verifique a
correspondéncia entre os intervalos de interpolagdo ligados aquele conjunto e os
referentes aos valores de VS que intervieram na construgdo de Q. Se tal se
verificar, o processo termina e obteve-se a solugio do problema. Caso contririo,
Q é redefinida com as VS actualizadas e regressa-se ao Passo 2, tomando-se
assim como solugdo inicial uma solugdo bdsica cujas varidveis bdsicas e ndo
bésicas tém {ndices iguais as varidveis bdsicas e ndo bdsicas da ultima solugio
“obtida.

Para a resolugdo do MLCP utiliza-se um algoritmo SLCP [3], que consiste na
resolugdo de um sequéncia de Problemas Lineares Complementares (LCP). Cada LCP ¢
resolvido por um método enumerativo hibrido [4], que incorpora o algoritmo de gradiente

' reduzido de Al-Khayyal [1] e algumas regras heuristicas. Nesse algoritmo € introduzido
um pardmetro w, sendo a fungdo objectivo substituida por uma restrigdo do tipo

cTx+bTosw 17

O 6ptimo global x do problema quadriético é a solugdo do LCP (w), onde w € o tltimo
valor de uma sucess@o decrescente wy para o qual o LCP (wy) tem solugdo. Os valores
daquela sucessdo sdo obtidos com a utilizagdo de um incremento ey na respectiva
expressdo, que no caso foi tomado igual 0.01 wy.

O método enumerativo hibrido aplicado na resolugdo da sequéncia dos LCP (wy)
procura encontrar uma solugdo complementar analisando apenas solugdes bdsicas
realizdveis. Para tal explora uma drvore bindria que na pior das hipéteses terd 2" ramos,
onde n € o nimero de pares de varidveis complementares. O método incorpora algumas
regras heurfsticas que o tornam eficiente. Além disso, em cada nodo usa-se uma
modificagdo do método de Al-Khayyal [1] em que, a partir da solugo bésica associada a
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cada nodo, se passa sucessivamente para solugdes bdsicas adjacentes, diminuindo o
somatdrio de z; y;. Devido a essas modificagdes o algoritmo encontra a solugdo
complementar normalmente nos primeiros nodos. A

Como a solugdo do LCP (wy) pouco difere da solugio do LCP (Wk.1), a base
associada 2 solugiio deste ultimo € utilizada para solugdo inicial do LCP (wy), o que
normalrﬁente ainda vai reduzir mais o esforgo computacional do método enumerativo
hibrido. | |
4. Ensaios e Conclusoes

Os ensaios iniciaram-se sobre um sistema de duas mini-hidricas actualmente em
exploragdo no rio Vizela, nos lugares de Negrelos e Canigos, ¢ que se ajustam no
essencial & configuragio-base apresentada no ponto 1. Foram ensaiadas virias
combinagbes de solicitagdes, diferentes curvas de capacidades das albufeiras e de
turbinamento, comparando-se sempre os resultados energéticos obtidos com 0s que
decorriam da exploragdo isolada de ambos os aproveitamentos, fazendo-se afluir ao
reservatério de jusante (Canigos) o conjunto de efluéncias determinadas pela exploragio
de Negrelos.

 As comparagdes efectuadas com base no mesmo programa de optimizagdo conduziram
a variagBes mais sensiveis de acordo com o niémero de intervalos de tempo (para a
sequéncia de volumes afluentes), o grau de discretizagdo no tempo e, sobretudo, com o
valor médio e distribuigéio daqueles volumes. Assim, com base numa série histérica de
caudais médios didrios, foi possivel encontrar acréscimos energéticos de 1.9% em meses
secos e valores ndo significativos para meses himidos. Entretanto, invertendo-se a
posigio das suas mini-hidricas (o volume do reservatério de Canigos € consideravelmente
superior) encontraram-se produgdes superiores para o sistema, que se traduziram num
acréscimo de 3.3% nos referidos meses secos.

Havia no entanto qu‘e generalizar a validade dos resultados, pelo- que se optou por
ensaiar sistemas com mimero varidvel de aproveitamentos iguais, com sequéncias de
caudais iguais com diferente extensdo. Para que a interpretagdo dos resultados pudesse
traduzir a referida generalizagdo, introduziram-se dois pardmetros; ) v

— tempo de retengdo t, definido pelo quociente entre o volume itil médio dos
‘reservatén'os e o caudal médio afluente, com o que se pretende traduzir o
significado das afluéncias independentemente do reservatério que as recebe;

— eficiéncia da regularizagdo conjunta erc que indica o aumento percentual
relativamente 2 gestdo independente.
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Conforme evidencia a figura 1, estes ensaios permitiram a construgdo de curvas de
igual eficiéncia para um niimero varidvel de reservatérios e sequéncias de caudais iguais
corrcspondentés a diferentes tempos de retengdo. Os resultados correspondem ao que
seria de esperar, ou seja, a eficiéncia de regularizagio aumenta com o ndmero de
reservatérios do sistema e com os caudais aos quais correspondem maiores tempos de
retengao,

De referir no entanto que valores superiores de eficiéncia foram encontrados para
sequéncias de caudais ndo uniformes ¢ quando o volume do reservatério de montante,
Vm, era consideravelmente superior ao de jusante, Vj, o que € evidenciado pela figura 2,
em que se apresentam resultados para sistemas de duas mini-hidricas com o mesmo
volume de encaixe total, mas diferentes valores de n=Vm/Vj.

Interessard também referir uma caracteristica constatada na generalidade dos ensaios
realizados: a eficiéncia da gestdo integrada nunca € obtida a custa de perdas para qualquer
das mini-hidricas dos sistema que se possam considerar significantes. O que valerd por
dizer que a repartigdo de propriedade e usufruto dos vérios aproveitamentos poderd néo
constituir obstdculo deste processo de gestio.

O modelo implementado revelou-se consistente com tempos de execugdo que tornam
possivel a operagdo em tempo real e, embora sem ter sido demonstrado, sempre
convergente no processo iterativo resultante da utilizag@o de interpolagdes segmentadas.
Além disso estd adequado 2 variagio de todos os pardmetros envolvidos no problema,
podendo ser simulados graus de discretizagdo no tempo sem grandes limitagdes. Os
reduzidos tempos de execugdo resultam em parte do facto de se ter deixado de exigir a
resolugido do LCP (wy) inadmissivel sempre que p = 0, jd que se verificou em todos os
ensaios realizados que a solugdo 6ptima ocorria para o LCP (w,). Na verdade, a
intervengdo da condigdo adicional de complementaridade s6 em condigdes excepcionais de
exploragio poder4 ser exigida e conduzir portanto 2 extensdo desses tempos de execugéo.
Poder4 isto querer dizer que, nas situagdes correntes de funcionamento do sistema, a
solugdo 6ptima global € vinica. - )

Por outro lado, com este modelo, € possivel simular situagdes de indisponibilidade de
uma das centrais, produzindo efluéncias através da descarga auxiliar, rentabilizando o
resto do sistema e deixando a central indisponivel de funcionar como simples agente
passivo de retengio.
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‘N2 de
Reservatérios

100 (k)

Fig. 1 — Curvas de igual eficiéncia para nimero de reservatérios varidvel e
sequéncias de trés dias

ec (%)
6l
n =Vm/Vj

0 50 100 (k)
Fig. 2 — Influéncia da relagio montante-jusante n entre volumes de albufeira

O modelo, adaptando-se a todas as configuragdes que envolvem mini-hidricas,
inclusive a sua interligagiio com grandes aproveitamentos, dispde da possibilidade de se
aplicar A gestdo de aproveitamentos isolados com vantagens sensiveis relativamente aos
modelos de exploragdo normalmente utilizados. ’

Os resultados obtidos ao longo dos ensaios sugerem algumas cautelas quanto ao
interesse da gestdo integrada das mini-hidricas, até porque os valores de eficiéncia com
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algum significado aparecem para sistemas com nimero de reservatérios elevado, para
previsGes de vdrios dias e para caudais reduzidos.

H4 no entanto um lado positivo, que o modelo confirmou em plenitude e que assume
alguma relevincia. Trata-se do facto de os ganhos energéticos mais importantes se
encontrarem em alturas de estiagem, quando é maior o défice energético.

Uma reflexdo merece também o facto de se estar a trabalhar fundamentalmente a escala
didria, no que se poderia chamar um segundo nivel da exploragdo das mini-hidricas.
Sobre esta optimizagdo a nivel didrio poderd ser aplicada a mesma metodologia,
conseguindo-se entdo a este primeiro nivel de gestdo sub-didria resultados ainda mais
favordveis. Muito residird, ao fim ao cabo, na transmissio e tratamento imediatos de
informagdes periddicas sobre o estado da bacia hidrografica e das suas linhas de dgua,
para que a operagdo em tempo real possa ser uma realidade,

Ainda uma referéncia final ao possivel interesse da interligagio de mini-hidricas com
grandes aproveitamentos, que resuliou reforgado do desenvolvimento deste trabalho. Um’
modelo do tipo que se implementou estard adequado a uma nova definigdo do regime de
descargas das grandes albufeiras, que normalmente se fazem de modo aleatério,
satisfazendo necessidades pontuais de apoio a agricultura ou simples preocupagdes
ecolégicas.
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Resumo ‘ ,

Apresenta-se um sistema com o objectivo de permitir a construgio e
avaliagdo financeira de calenddrios para projectos definidos como um
conjunto de actividades para as quals ¢ conhecida uma relagdo de
precedencxas imediatas.

1. Apresentacdo do Problema

Séo bem conhecidos os modelos de gestio de projecto construfdos a partir
do Método do Caminho Critico (CPM). Este assume que um projecto é
constitufdo por um conjunto de m actividades no qual é definida uma relagio
de precedéncia imediata, e por isto representdvel sob a forma de uma rede
aciclica. Cada actividade € caracterizada pela sua duragdo, custos (ou
consumo de recursos) €, enquanto arco na rede que representa o projecto,
pelos nds inicial e final.

Quando se admite a duragdo de cada actividade como deterministica, o
problema que tradicionalmente € resolvido pelo modelo é o da minimizagio da
duragdo total do projecto sujeita ou ndo a restrigdes na disponibilidade dos
recursos. Ao ser resolvido fica identificada a sequéncia de actividades com
maior durag@o e por isso designada de caminho critico.

Matematicamente o problema pode ser formulado como um modelo de
porgramagdo linear tomando como referencial de tempo o inicio do projecto.
O seu dual € resolivel por inspecgdo por ordem progressiva dos nés,
permitindo, para cada né i da rede que descreve o projecto, a identificagdo do
tempo mais cedo de realizagio do né TC;. Formulagdo andloga para
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determinagdo do caminho mais longo entre o n6 n (n6 final que representa a
conclusdo do projecto ) € o né 1 (inicio do projecto) permite determinar, por
ordem regressiva dos nés, o tempo mais tarde de cada né TT;, condicionados
a duragdo minima do projecto. A formulagdo dos problemas aqui
mencionados ¢ revista em [6] sendo sugeridos procedimentos para a sua
resolugdo. |

O problema que aqui abordamos é o da calendarizagio das actividades do
projecto, ou seja o da fixagio de um momento para inicio de cada uma das

. actividades a do projecto, I,;, com o objectivo de- maximizar indicadores

financeiros para o projecto. Como do inicio de cada actividade depende a
fixagdo no tempo dos fluxos financeiros associados 2 actividade (custos e
beneficios), do calenddrio a estabelecer dependerdo os indicadores financeiros
para o projecto. '

Se as duragbes das actividades ndo forem consideradas deterministicas,
mas sim varidveis aleatérias (independentes ou néo) com fungio de
distribuigdo conhecida, entdo a duragio do projecto serd também aleatdria.
Podemos entiio definir o risco de atraso do projecto como a probabilidade de
a sua duragdo ultrapassar um limite pré-definido, por exemplo, a duragio
minima do projecto quando todas as actividades tiverem duragdo igual ao
respectivo valor esperado.

2. Formulagao
O problema, admitindo duragSes deterministicas, foi j4 tormulado e

- resolvido com recurso a Programagdo Bindria por Doerch e Patterson ([2] e

[5]). Trata-se de uma formulagdo que exige, mesmo para exemplos de
projectos simples, o recurso a um grande nimero de varidveis pelo que a sua
resolug@o € morosa.

Aqui propomos uma formulagdo mais simples, porque admitimos as
varidveis continuas, ¢ a partir dela sugerimos um procedimento interactivo
para construgdo e avaliagdo de calenddrios que satisfacam as diferentes
restrigGes impostas ao problema.
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z

O objectivo de minimizagdo da duragdo do projecto € considerado
impondo a I, a restrigdo de se encontrar entre um minimo e um maximo
conformes ao tempo mais cedo para o seu né de inicio e ao tempo mais tarde
para o seu né de fim, respectivamenteTCy, € TTR() — f5, onde I(a) e F(a)
denotam os nés de inicio e fim de a ¢ 1, a sua duragéo.

A fungo objectivo do problema serd o indicador financeiro a escolher.
Pela sua generalizagdo escolhemos o valor actual liquido (VAL). O tdnico
recurso considerado é o capital e ndo se consideram limitagGes na sua
disponibilidade.

Se for v, o valor liquido da actividade actualizado para o seu inicio
(ignorando assim a distribuig¢dio ao longo da realizagdo da actividade dos
custos € beneficios que lhe estdo associados, o que ¢ irrelevante para o
problema em discusso) e se for tx a taxa de actualizagfo a usar, o VAL do
projecto € a soma, para as m actividades que o constituem, do valor de cada
uma actualizado do respectivo inicio para o inicio do projecto (momento 0). O
objectivo, em fungdo das varidveis de decisdo /;, vem:

m
MAX VAL= 9, v,(1 + )78
a=1

Passamos de seguida 3 formulag@o das restrigbes impostas a /[,.

Lembremos que, para cada actividade a individualmente considerada
TCI(a) << ITF(a) -1l

Nio podemos, porém esquecer a inter-dependé€ncia emtre os inicios das

actividades: _
— TCy(g) 6 € limite inferior para o valor a atribuir ao inicio da actividade
a enquanto admitirmos que o inicio das actividades que constituem o
caminho mais comprido da origem 2o n6 I(a) se fez tio cedo quanto
possivel e que o inicio de todas as outras actividades precedentes
_ (imediata ou mediatamente) de a se fixou por forma a ndo atrasarem

estas.

— TTg(g) — t, 86 € limite superior para I, enquanto admitirmos que as.

actividades que constituem o caminho mais longo de F(a) a n se

99
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iniciam tdo tarde quanto possfvel e que todas as outras actividades
com precedéncia de a (imediata ou mediata) sfo iniciadas por forma a
necessitarem a antecipagio destas.

H4, entdo que rever os limites para /,. Se os admitirmos associados ao né

s inicial da actividade, podemos escrever

h@ay<IaSLpg)— 1,

onde, /; e L; definidas para cada né i, sio também varigveis do problema e

definidas como

li=MAX {I,+1,) L i=2..n
aeJ(i)
€
L;=MAXI, s i=1.,n-1
aeL(i)

onde L(i) e J(i) sdo os conjuntos de actividades com, respectivamente, inicio
e fim no né i. Assim continuamos a ter o problema formulado em termos das
varidveis I (a = 1,..., m):

MAX L+t <I,< MIN [I.—:
beJ(1(a)) { b b} a ce L(F(a)) ¢ 2

Admitimos para inicio do projecto /;y = TC; = 0 e concluimos a
minimizagdo da duragéo do projecto impondo Ly, = TT,, = TC,,
As restrigbes podem desdobrar-se, a de minoragio em
Iy 1 + Iy | <1,
Iy 5 + ty 9 <1,

IbR + tbR < [a

onde by, by,..., bg sdo os R elementos de J(I(a)).
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A condigfo de majorag@o pode desdobrar-se em
Iy<1g, -1,
Iy <1, -1y

I SIgg -t

onde ¢, ¢y,..., Cg 530 0s S elementos de L(F(a)).
Uma vez que cada actividade a faz parte de L(F(b,)) e de J(I(cy)), na
construgio dos limites ao inicio de b, e de cg aparecerdo as condigbes

<J —
Ibr—[a tbr
Ia + 1, S[CS

0 que significa que temos duplicagdo de restrigdes. Exceptuam-se as
actividades para as quais J(I(a)) é vazio porque I(a) = 1, ou para as quais
L(F(a)) ¢ vazio porque F(a) = n. Para estas actividades, que designamos por

iniciais e finais, vem
Ia)=1 = TC, =051,
Fl@)=n = [,<TT, -1,

O problema fica assim formulado em programagio mista:
m
MAX VAL= D, v,(1 + tx)"/2
» a=1

s.a., para cada actividade a

01, e I(a) =1
<STT, -, « F(a) =n

Ia
I,<I,-t,,ceL(F(a)) « F(a)#n

101
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3. Decomposicao do Problema

Note-se, porém, que uma duragio para o projecto igual a TT,, implica que
para as actividades que fazem parte do caminho critico a folga (definida como
Lﬁ(al_ ta— I(a)) seja 0. Se for a sequéncia de P actividades ky, ko, k..., kp
entdo para qualquer actividade p na sequéncia vem

I(kp) aeJ(I(kp)) {1 +ta} _Ikpl+tkpl

Ly I, =1
F(k,) = ce L(F(kp)) kp+1
pelo que o seu inicio de k;, deixou de ser varidvel de decisdo no problema:

Ikp+l = Ikp-l + tkp-l + tkp

Atendendo a que a fungdio objectivo ¢ aditiva nos termos em I, o

problema pode decompor-se numa série de problemas do tipo

m
MAX VALg= D, v,.(1 + tx) 72
a=1

s.a., para cada actividade ae€

0<1, , e I(a) =
I, <TT, - 1, < F(a) =
I, <I.-1t,, ce L(F(a)ne) « F(a) #n

onde € € um conjunto de actividades com inicios interdependentes entre si,
mas independentes de todas as outras actividades (criticas ou nfio). A estes
grupos chamamos grupos de partilhas de folgas.

Porque vamos estar interessados em tirar partido desta parti¢io das
actividades sem ser para resolver os problemas que acima formﬁlamos,
propomos o seguinte procedimento para identificagﬁo dos subgrupos de
partilha de folgas:
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Passo 1: encontrar uma actividade ndo critica ainda ndo examinada. Esta é

oo

a actividade em exame.

_ se 0 no inicial da actividade em exame nio € critico, incluir no
mesmo grupo de partilha todas as actividades que tém fim ou
infcio nesse né e que ndo tenham ainda sido examinadas.

Passo 2

. Passo 3: se o no final da actividade em exame n#o é critico, incluir no

mesmo grupo todas as actividades que tenham fim ou inicio
nesse né e que nao tenham ainda sido examinadas.

repetir os passos 2 € 3 para todas as actividades incluidas no
grupo de partilha ainda ndo examinadas. O fim deste passo d4-

Passo 4

so

nos um grupo de partilha,

Passo 5: re-iniciar o processo a partir do passo 1 até que todas as

actividades ndo criticas tenham sido examinadas. O fim deste
passo garante-nos que todos os grupos de partilha foram
identificados.

Para cada grupo de partilha pode estudar-se a sub-rede definida: como se
verd nos pontos seguintes tém interesse a enumeragdo dos caminhos que a
constituem e, muito especialmente, a identificagdo, para cada actividade, do

“nimero de actividades que constituem o mais complexo dos cariinhos a que
pertence, n,. '

Para tanto recorreu-se a uma estrutura de apontadores indexados por
forma que cada fndice corresponda a um caminho possfvel. Encontrar novos
caminhos €, numa exploragio progressiva, encontrar um né ndo critico de
semi-grau positivo maior que 1. Tal procedimento d4 origem a uma estrutura
em drvore com células que vio sendo partilhadas por diversas que nela ficam
penduradas. H4 assim um tronco comum que vai sendo ramificado até
terminar em tantos ramos quantos os caminhos. Pela leitura das sequéncias
construidas € depois f4cil determinar n,,
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4. Implementacdo de um Sistema de Apoio a
Programagiio Financeira de Projectos
A figura 1 apresenta uma sfntese do diagrama de fluxos de dados (DFD)
do sistema: sobre a base de dados operam quatro rotinas que passamos a
descrever.

4.1 A primeira rotina permite o manuseamento de dados (introdugdo,
modificagio, c6pia, eliminagfo, etc.)

4.2 A segunda rotina propde ao utilizador a resolugio do modelo CPM,
produzmdo os resultados referidos em 1 (tempos mais cedo e tempos
mais tarde para cada n6 de rede, caminho critico e inicios mais cedo e
mais tarde para cada actividade). Com a determinagdo destes ficam
definidos dois calend4rios que designamos de autométicos: o que tem os
inicios mais cedo e o que tem os inicios mais tarde para todas as

" actividades. Estes dois calend4rios correspondem a duas s1tua<;oes
extremas em termos de risco € de desempenho financeiro: o primeiro é o
de menor risco de atraso mas, porque implica.uma antzcipagio de
custos, tem piores indicadores financeiros.O segundo, porque se
adiaram o mais possivel os custos, corresponde a melhores indicadores
financeiros mas também ao risco de atraso mdximo.

4.3 Solugdes intermédias sﬁo’desejc’weis mas nfio automsticas e a respectiva
construgo € possfvel com o auxilio da tedceira rotina que permite uma
inter-ac¢do modelo/utilizador para construgdio de calenddrios em
alternativa & programago matemdtica apresentada no ponto 2 e tirando
partido da decomposigio proposta no ponto 3.
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MANIPULAGAO
DE DADOS
BASE DE DADOS
RESOLUGAO DO LEITURA DO
MOD.PERT/CPM CALENDARIO
I PARTIGCAO DO PROPOSTO
PROBLEMA I
'PRODUCAO DE
CALENDARIOS SIMULAGAO DAS
AUTOMATICOS: PARA CADA DURACOES DAS
+ CEDO SUB-ERUFO ACTIVIDADES
+ TARDE DE ACTV. [
| ' RESOLUCAO DO
INDICADORES
AVALIACAO PARA AUXILIO MODELO
FINANCEIRA A DECISAO ]
DISTRIBUICOES
INPUT DA PARA:
DECISAQ - DURACOES
- INDICADORES
FINANCEIROS
REVISAO DO
PROBLEMA
CALENDARIO
AVALIAGAO
FINANCEIRA

Fiura 1 — Sfntese do DFD do Sistema

Para cada sub-rede de partilha de folgas e paré a decisdo do inicio a fixar
para cada actividade, o sistema fornecer4 ao utilizador clementbs perante oS
quais ele decide o infcio de uma activdade no critica. Entdo o modelo revé a
informagfio sobre as restantes actividades e o utilizador é de novo chamado a
decidir. E a tomada de decisGes € sequencial até que os inicios de todas as
actividades ndo criticas estejam definidos e entdo avaliado o calenddrio
construido. ' -

Apresenta-se de seguida a rotina que € utilizada para gerir as folgas de
cada sub-rede de partilha em separado uma vez que em cada uma o problema
¢ independente do das outras. Porém, a avaliagfo faz-se sempre para todo o
projecto, justamente porque sendo sub-redes paralelas, isto €, ocorrendo
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simultaneamente, exigem investimento em simultineo e como tal perderiamos
as vantagens que se apontam para o sistema se as avaliassemos em separado.
Para cada sub-rede de partilha:

Passo 1: apresenta-se ao utilizador uma lista das actividades que a
. constituem e para cada actividade a ddo-se indicadores para

auxilio & decisfo. | ,

Os indicadores sobre as actividades com infcio por decidir que se

Jjulgam convenientes sdo os seguintes:

— os limites para o inicio que, para além de evitarem decisdes
impossfveis, dio uma ideia, consoante a a‘mpiitude do intervalo,
do 'espago de manobra' do decisor.

~ Uy —> nimero de actividades (da sub-rede de que a faz parte)
sem inicio definido e em sequéncia a. E um bom indicador do
nimero de minorantes ou majorantes para os inicios de outras
actividades (a jusante ou a montante) que poderd ser revisto
devido a fixagdo do inicio da actividade a e que ¢ facilmente
determinado por um procedimento semelhante ao que no ponto
3 se mencionou para calcular n,,

— V3 — valor actualizado para o inicio da actividade do seu
beneficio liquido. D4-nos uma ideia da importincia da

‘actividade tanto na recuperagdo do investimento se for positivo
€Omo na dism'buigﬁd do investimento se for negativo.

— W, que procura dar uma ideia da grandeza dos beneficios
associados aos nés da sub-rede com realizagdo dependente do
inicio da actividade @, uma vez que € definido como a sua soma,

actualizada para esse momento:
B

jeMa (I-HX)-(
onde M, € o conjunto dos nés atingfveis por actividade ndo

Wa = TCN,)

calendarizadas a partir de @, B ; 0 beneficio liquido doné j, tx a
taxa de actualizagdo e (TCA\L,) € o tempos mais cedo do né j
admitindo a iniciada em 1, (minorantg para o inicio).
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Passo 2: pede-se ao utilizador que fixe o inicio de uma destas actividades.
Os atributos apresentados para as actividades b, ainda ndo
calendarizadas, sdo, sempre que se fixa o inicio de a, revistos
como em seguida se descreve:

a) revém-se os das actividades a jusante e os (majorantes para
o infcio) das actividades a montante por utilizagio de um
procedimento semelhante ao CPM mencionado no ponto 1,
modificado porque se separa a aplicagio da parte progressiva
da regressiva e se altera a condigdo de paragem que é
conjugada com a condigéo de se tratar de uma alternativa ndo
calendarizada.

b) revém-se os valores de u;, por um procedimento como o
mencionado no passo 1, mas da mesma forma revisto na
condigdo de inclusio de uma actividade.

¢) recalculam-se 0s wy,

Passo 3: revém-se os parimetros apresentados e repetem-se o0s passos 2 €
3 até que estejam calendarizadas todas as actividades do grupo.
Proceder-se-4 entdo 2 avaliagfo financeira do calenddrio proposto.

4.4 A quarta rotina permite a construgo por simulagio das distribui¢des de
probabilidade para duragdes e indicadores financeiros dos calenddrios
construidos. Por isso permite quantificar o risco de atraso do projecto,
tal como definido no ponto 1 € o risco de um VAL negativo por
construgdo do réspectivo perfil de risco.

5. Conclusao
Um procedimento deste tipo ndo garante, obviamente, uma solugdo
éptima para o problema proposto. Mas tem vantagens:

1? Se no problema existirem restrigbes orgamentais, podemos
ﬁfocurar o calenddrio com melhor VAL de entre os que ndo
ultrapassam um determinado investimento por perfodo.

22 porque permite trabalhar, nfo s6 com um mas com vérios critérios:
VAL, taxa interna de rentabilidade, fluxo de caixa (acumulado ou
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ndo) ao longo da realizag@o do projecto, perfodo de retorno, efc.
Podemos entdo elaborar um quadro onde se apresentam as
avaliagGes de cada calenddrio segundo os vérios critérios para que
sirva de base a posterior andlise multicritério.

3¢ porque proporciona ao utilizador uma percepgdo importante das

restricGes que condicionam as suas decisdes bem como das
consequéncias de cada decisfo isoladamente ou integrada/ na sua
estratégia de calendarizagio, ou seja, o modelo, enquanto o orienta
e lhe permite ensaiar diferentes estratégias, estd a ensinar o
utilizador e a desenvolver nele uma capacidade e uma intuigdo dos
quajs.u'raré‘benefl’cio quando tomar decisSes definitivas.

Referéncias ,
[1]1 BAKER, K., Introduction to Sequencing and Scheduling, J.Wiley &

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

(7]

Sons, 1974, _
BARNETT, M., Role of the Merchant Banker in Projects, Int.J.of
Proj.Management, Vol. 5 (1987), pp.197-203.

DCERSCH, RH. e PATTERSON, J.H., Scheduling a Project to
Maximize its Net Present Value: a zero-one programming approach,
Manag.Science, Vol. 23 (1977), pp.882-889.

ELMAGHRABY, S.E., Activity Networks: Project Planning and
Control by Network Models, J.Wiley & Sons, 1977.
PATTERSON, J.H., A Decision Support System for Maximizing
Project Net Present Value under Resource Constraints, comunicagao
apresentada no EURO IX (Paris, Julho 88) e no 1st Int.Meeting on
Project Management and Scheduling (Lisboa, Julho 88).

RAfAEL, J.E., Sistema de Apoio & Programag¢do Financeira em
Gestdo de Projectos, dissertagdo para a obteng@o do grau de mestre
em Investigagdo Oepracional e Engenharia de Sistemas no IST,
Lisboa, Julho 1988.

TAVARES, L.V., Multicriteria Scheduling of a Railway Renewal
Program, EJOR, Vol. 25 (1986), pp.395-405.







Fotografia, Montagem
Impresséio e Acabamentos
Tip.Nocamil
COIMBRA










INDICE

L.Amado
Apoio 4 Decisdo num Sistema deTransportes

C.ABana e Costa et al .
MEMSOR - Método Multicritério

R Alves
Estimagio da distribui¢do da taxa de producdo

F .M.F.Lobo Pereira
Condig¢des de optimalidade em processos descontinuos

D.M.Cardoso
Dualidade em ProgramagaoLinear Fraccionaria

V.Sousa et al
Programagdo Quadratica na gestdo de mini-hidricas

J.F Rafael
Sistema de Apoio 4 Gestdo de Projectos




